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本 书 是 作者 在 武汉 大 学 物理 系 十 多 年 来 讲授 原子 物理 学 、 量 
子 力学 以 及 高 等 量子 力学 课程 的 基础 上 ,根据 在 物理 系 人 才 培 养 
基地 班 连续 四 届 讲 授 量 子 力学 与 原子 物理 学 课程 的 讲稿 整理 写成 
的 。 现 拟 将 本 书 作 为 量子 力学 与 原子 物理 学 课程 的 教材 。 开 设 量 
子 力学 与 原子 物理 学 课程 是 教学 改革 的 一 项 尝试 :将 普通 物理 课 
程 中 的 原子 物理 学 与 理论 物理 课程 中 的 量子 力学 打通 ,合成 一 门 
课程 。 这 样 处 理 , 显然 可 以 减少 总 课时 。 尤 其 重要 的 是 ,讲述 原子 
物理 学 的 内 容 直接 以 量子 力学 为 基础 , 比 以 玻 尔 量子 论 为 基础 要 
好 些 ; 讲 述 量 子 力学 又 大 量 以 原子 物理 学 的 事实 为 例 (自然 ,也 引 
用 了 其 它 方面 的 例子 ) ,叙述 得 也 系统 些 。 至 于 分 子 物理 学 ,原子核 
和 基本 粒子 物理 学 部 分 拟 另 作 专门 课程 来 开设 。 

本 书 共 分 十 一 章 。 若 单 从 原子 物理 学 一 方面 来 看 ,包括 以 下 五 
部 分 内 容 ; (1) 重 要 的 实验 现象 ; (2) 单 电子 原子 ( 氧 原子 和 类 和 氨 体 
系 ,也 包括 讨论 碱 金属 原子 ) 的 态 和 玻 尔 - 杖 定 兽 能 级 ; (3) 电 子 自 
旋 , 以 及 单 电子 原子 能 级 的 精细 结构 和 在 外 电 、 磁 场 中 能 级 的 再 分 
裂 ; (4) 多 电子 原子 ; (5) 原 子 与 光 的 相互 作用 和 原子 与 实物 粒子 的 
碰撞 问题 。 同 样 , 若 单 从 量子 力学 一 方面 来 看 ,包括 以 下 七 部 分 内 
容 : (1) 实 验 基 础 ;(2) 基 本 假设 .概念 和 理论 ; (3) 表 示 方 式 ( 狄 喇 克 
符号 和 表象 ); (4) 角 动 量 理论 ; (5) 几 种 典型 体系 :一 维 体系 、 在 中 
心 势 场 中 运动 .在 电磁 场 中 运动 以 及 全 同 粒子 系 ;(6) 几 方面 的 近 
似 方法 ; (7) 两 个 专题 :量子 跃迁 和 散射 ,本 书 将 上 述 两 方面 的 内 容 
尽力 和 谐 地 合 为 一 体 ,期 望 能 够 得 到 一 举 两 得 的 效果 。 
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第 一 草 实验 基础 


本 章 叙 述 一 些 实 验 现 象 , 主要 是 原子 的 以 及 与 原子 有 关 的 重 
要 实验 现象 , 它们 是 量子 力学 与 原子 物理 学 炉 以 建立 的 实验 基础 。 
首先 ,第 一 、 二 三节 分 别 介 绍 物质 的 原子 性 ,组 成 原子 的 一 种 基本 
粒子 一 一 电子 和 原子 的 核 式 结构 ;后 面 ,第 四 、 五 、 六 节 分 别 介绍 光 
的 波 粒 二 象 性 \ 原 子 态 的 量子 化 和 实物 粒子 的 波 粒 二 象 性 ,. 波 粒 二 
象 性 是 物质 的 基本 特性 ,是 原子 内 部 运动 状态 量子 化 和 原子 呈现 
出 诸多 量子 效应 的 原因 ,是 量子 力学 (这 里 指 波动 力学 ) 建 立 的 出 
发 友 。 


$1.1 物质 的 原子 性 


1. 1-1 物质 的 原子 学 说 的 建立 


物质 的 原子 论 导 源 于 古 和 希腊 的 目 然 哲 学 家 。 特 别 是 德 误 死 利 
特 (Democritus ,公元 前 460 一 370 年 ) 等 人 , 腾 测 宇宙 是 由 无 限 广 
延 的 虚空 和 极其 微小 、 坚 硬 不 能 穿 透 并 且 不 可 再 分 割 的 颗粒 一 一 
“原子 ”组 成 ,原子 在 虚空 中 不 断 地 运动 着 ,由 原子 组 成 名 种 不 同 的 
物质 ,各 种 物质 的 区 别 只 在 于 原子 的 数目 、 形 状 、 大 小 和 位 置 以 及 
排列 方面 的 不 同 。“ 原 子 ” 一 词 在 希腊 文中 即 意 为 “不 可 分 割 "。 当 
时 ,物质 的 这 种 原子 观 遭 到 亚 里 士 多 德 (Aristotle ,公元 前 384 一 
322 年 ) 等 人 的 非 难 和 排斥 ,他 强烈 地 坚持 物质 的 连续 性 观念 。 原 
子 论 由 于 带 有 无 神 论 的 色彩 ,长 期 以 来 受到 压制 ,被 中 止 了 很 久 ， 
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直到 17 世纪 , 随 着 实验 技术 的 发 展 ,在 科学 实验 事实 的 基础 上 才 
又 重新 被 提出 来 。 

1662 年 , 波 义 耳 (R. Boyle) 从 实验 上 发 现 了 气体 的 P-V 定 
律 ; 过 了 100 多 年 后 ,于 1787 年 查理 (J. A.C. Charles) 发 现 了 气体 
的 V-7" 定律 和 P-7' 定律 ,1802 年 凑 ， 吕 萨 克 (J.L. Gay-Lussac) 
发 表 了 他 独立 发 现 的 气体 的 V-7 定律 。 在 化 学 界 ,1777 年 拉 瓦 西 
(A.L. Lavoisier) 创 立 了 燃烧 论 ; 关 于 化 合 物 中 各 元 素 之 间 的 质量 
关系 ,1799 年 普 劳 斯 特 (J.L. Proust) 发 现 了 定 比 定律 ,1803 年 道 
尔 顿 (J. Dalton ) 提出 倍 比 定律 ,1792 一 1794 年 李 黑 特 (J., B. 
Richter ) 发 现 了 当量 定律 并 在 1803 年 由 道 尔 顿 予 以 完善 ;1808 年 
盖 。， 昌 了 萨 克 发 现 气 体 反应 体积 比 定律 。 为 了 解释 这 些 实验 现象 和 
规律 ,在 物理 学 和 化 学 中 分 别提 出 了 分 子 运动 论 和 原子 分 子 
论 。 

时 在 1658 年 ,人 血 森 狄 (P. Gassendi) 就 提出 物质 是 由 分 子 构成 
的 假设 ,设想 分 子 是 硬 粒 子 ,能 朝 各 个 方 巾 运动 ,并 且 由 此 进一步 
解释 了 物质 的 固 、 液 \ 气 三 种 聚集 态 。1666 一 1667 年 波 义 耳 在 他 的 
《 形 与 质 的 起 源 》 一 书 中 详尽 地 论述 了 他 称 之 为 “粒子 哲学 的 假 
说 。1678 年 胡 克 (R. Hooke) 提 出 气体 系 由 分 子 组 成 ,气体 的 压力 
是 由 于 气体 分 子 与 容器 壁 相 碰 撞 的 结 采 。1738 年 但 努 利 (D. 
Bernoulli) 发 展 了 上 述 假说 ,指出 分 子 运动 量 的 改变 产生 压力 ,他 
借助 于 分 子 运动 的 模型 ,由 气体 分 子 与 容器 壁 碰撞 的 概念 导出 了 
波 义 耳 定 律 。1746 一 1748 年 罗 蒙 诺 索 夫 (M. B. JloMoilocop) 继续 发 
展 了 但 努 利 的 理论 ,提出 气体 分 子 运 动 是 无 规则 的 这 个 重要 思想 ， 
肯定 了 运动 守恒 原理 在 分 子 运动 中 的 正确 性 。1798 年 伦 福 德 (C. 
Rumford) 开 创 了 热 运动 论 。 到 了 19 世纪 ,分 子 运动 论 得 到 飞跃 的 
发 展 ,特别 是 克 劳 修 斯 (R. Clausius ,在 1857 年 ) 麦克斯韦 (J.C. 
Maxwell ,在 1860 年 ) 和 玻 尔 效 曼 (L. Boltzmann ,在 1868 年 ) 的 工 
作 使 他 们 成 为 分 子 运动 论 的 主要 葛 基 者 。 分 子 运动 论 在 应 用 于 讨 
论 气 体 的 物质 性 质 时 假设 :气体 由 大 量 称 之 为 分 子 的 颗粒 组 成 ;这 

2 


些 分 子 处 于 不 停 的 、 无 规则 的 运动 中 ,彼此 之 间作 弹性 碰撞 ,并 且 
与 气体 容器 壁 作 弹 性 碰 擅 ;这 些 分 子 是 完全 相同 的 ,分 子 的 尺寸 与 
分 子 之 间 的 距离 相 比 小 得 多 ;气体 的 温度 正比 于 分 子 的 平均 动能 。 
分 子 运动 论 满意 地 解释 了 气体 定律 。 

同一 时 期 ,1808 年 首尔 顿 提出 化 学 中 的 原子 假说 : 一切 物质 
都 是 由 大 量 分 立 的 原子 组 成 的 ,原子 不 能 再 分 ;种 类 相同 的 原子 其 
质量 .形状 和 性 质 等 都 相同 ,种 类 不 同 的 原子 其 质量 .形状 和 性 质 
不 同 ;每 一 种 物质 都 由 它 自己 的 原子 组 成 ,元 素 由 “简单 原子 ”组 
成 ,化 合 物 由 “复杂 原子 ”组 成 ,复杂 原子 ”由 为 数 不 多 的 “简单 原 
子 * 组 成 。 应 用 原子 假说 ,可 以 解释 定 比 定律 、 倍 比 定律 等 ,并 且 引 
入 原子 量 的 概念 。1811 年 阿 伏 伽 德 罗 (A. Avogadro) 引入 分 子 的 
概念 ,首次 明确 地 区 分 了 原子 和 分 子 , 指 出 原子 是 元 素 的 最 小 颗 
粒 ,而 分 子 是 由 几 个 原子 结合 在 一 起 组 成 的 单质 或 化 合 物 的 最 小 
颗粒 , 即 物质 能 够 独立 存在 并 不 改变 性 质 的 最 小 颗粒 。 这 样 ,原子 
假说 就 发 展 成 为 原子 分 子 论 。 阿 伏 伽 德 罗 并 且 指 出 ,只 要 假设 相同 
体积 的 任何 气体 在 相同 温度 和 相同 压强 下 含有 相同 的 分 子 数 , 则 
气体 反应 体积 比 定律 就 一 定 成 立 。 这 个 假设 后 被 称 为 阿 伏 伽 德 罗 
定律 。 

分 子 运动 论 和 化 学 中 原子 分 子 论 的 成 功 ,证 实 了 物质 的 原子 
性 ,实物 物体 不 论 气 态 .液态 还 是 固态 都 是 由 大 量 的 原子 或 分 子 组 
成 的 ,物质 的 组 成 是 不 连续 的 。 


1. I-2 ”原子 的 质量 与 大 小 


根据 化 学 的 定律 并 且 利 用 化 学 的 方法 ,可 以 确立 每 种 元 素 一 

个 原子 的 相对 质量 , 称 为 元 素 的 原子 量 , 最 初 ,按照 道 尔 顿 建议 的 
标 度 , 定 氢 的 原子 量 为 1; 后 来 , 代 之 以 乍 氧 的 原子 量 为 16; 现今， 
按 1961 年 国际 会 议 的 确定 ,将 碳 在 自然 界 中 最 丰富 的 一 种 同位 素 
的 原子 量 定 为 12, 则 和 毛 的 原子 量 取 为 1.008, 氧 的 原子 量 取 为 
15. 999。 由 此 ,可 以 确立 各 种 单质 或 化 合 物 一 个 分 子 的 相对 原 量 ， 
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称 为 单质 或 化 合 物 的 分 子 量 。 从 而 可 以 对 一 个 系统 的 物质 的 量 作 
出 定义 。 若 某 种 物质 的 原子 量 (分 子 量 ) 为 4, 则 质量 为 4 克 的 这 
种 物质 的 量 称 为 1 摩尔 。! 摩尔 的 任何 一 种 物质 中 的 原子 (分 子 ) 
数 是 一 个 普 适 常数 , 称 为 阿 伏 伽 德 罗 常数 。1865 年 洛 喜 密 特 (J. 
Loschmidt) 首 次 准确 地 估算 出 它 的 数量 级 大 小 。 现 今 ,公认 的 阿 伏 
爷 德 罗 常数 近似 为 
No 一 6. 022X10” 车 尔 一 《1. 1-1) 
原子 量 为 4 的 1 摩尔 的 元 素 ,质量 为 4 克 , 含 有 Ne 个 原子 ， 
因此 元 素 的 一 个 原子 的 质量 为 


4 克 _ _ 4Xl10- 一 一 一 27 
ma= Kf 6.022X103T 克 一 AX1. 661X10 千克 


(1. 1-2) 

一 个 原子 的 大 小 可 作 如 下 估计 。 设 一 种 固体 元 素 ( 如 金属 ) 的 原子 
是 球形 的 ,半径 为 > 米 ,它们 互相 接触 ,整齐 地 排列 成 一 个 边 长 为 
1 米 的 立方 体 , 则 每 边 上 排 有 去 个 原子 ,整个 立方 体 有 ;个 原子 
另 一 方面 ,车 这 种 元 素 的 原子 量 为 4, 密度 为 p 千克 / 米 ', 那 么 1 
米 * 体积 中 有 Ts 万 个 原子 。 故 

1 Na 

8 4X1073/p 
于 是 得 出 


及 ,ww. 
7 一 7204 米 (1. 1-3) 


例如 ,金属 锂 的 原子 量 4 一 7, 密 度 C=0. 53X10 千克 / 米 ', 算 得 x 
一 1. 40X107-!8 米 ; 铅 的 4 一 207,0 王 11. 34X10 千克 / 米 :, 则 ”一 
1, 56X10- 米 。 一 般 地 说 ,原子 半径 的 数量 级 为 10” 米 。 


1. 1-3 布朗 运动 与 假 林 实验 


分子 运 动 论 一 直到 本 世纪 初 还 在 一 些 全 新 的 物理 领域 中 得 到 
应 用 并 获得 重要 成 果 . 具 有 特别 重大 历史 意义 的 课题 有 黑体 辐射 、 
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布朗 运动 和 金属 电子 论 等 ,这 里 只 论 及 布朗 运动 .1827 年 布朗 (R. 
Brown) 发 现 ,悬浮 在 液体 中 的 微小 颗粒 总 是 不 停 地 作 微小 的 无 规 
则 运动 ,被 称 为 布朗 运动 。 起 初 人 们 不 了 解 引 起 这 种 运动 的 原因 ， 
直到 1877 年 德 耳 索 (. Delsaulx)、1879 年 拉 姆 塞 (W.Ramsay ) 以 
及 1888 年 古 依 (L. G. Gouy) 等 人 才 逐 渐 正确 地 指出 ,这 是 由 于 项 
浮上 颗粒 受到 周围 的 液体 分 子 不 断 的 随机 撞击 引起 的 。 1905 年 爱 因 
斯 坦 (A. Einstein ) 首 先 对 布朗 运动 提出 了 完整 的 理论 。 他 从 分 子 
运动 论 出 发 ,认为 液体 中 悬浮 颗粒 虽然 相互 碰撞 的 机 会 非常 小 ,但 
是 由 于 不 断 地 受到 周围 液体 分 子 的 随机 碰撞 ,可 以 将 悬浮 颗粒 视 
为 巨 分 子 , 将 它们 当 作 是 理想 气体 分 子 的 模型 ; 他 推导 出 一 个 半径 
为 a 的 颗粒 球体 在 粘 滞 系 数 为 了 的 液体 中 作 布 朗 运动 ,平衡 态 下 
在 水 平 = 方向 ,在 一 定 的 时 间 间 隔 r 内 ,位 移 的 平方 平均 值 为 


一 -一 -一 kT 到 
2 pp 
(Ax) 2 6nna” 37nnaN ,es 


式 中 工 是 绝对 温度 ,k 是 玻 尔 兹 曼 和 常数,R 是 气体 常数 ,和 N。 是 阿 伏 
伯 德 罗 常 数 , 爱 因 斯 坦 的 理论 不 仅 完 全 解释 了 布朗 运动 ,而 且 提 供 
出 一 种 测定 阿 伏 伽 德 罗 常 数 的 方法 。1908 年 佩 林 (J.B. Perrin) 用 
实验 证 实 了 布衣 运动 的 爱 因 斯 坦 理论 结果 式 (1. 1-4), 并 且 由 济宁 
{Az 与 + 成 正比 的 比例 系数 , 求 出 阿 伏 合 德 罗 常 数 No 为 (5. 5 一 
7. 2)X10~ 摩尔 -， 它 非常 接近 现代 公认 的 值 式 (1. 1-1), 佩 林 通 过 
实验 还 证 实 , 惹 浮 颗粒 在 平衡 态 下 ,在 坚 直 方 外 上 单位 体积 内 分 布 
的 颗粒 数 确 是 随 高 度 的 增加 而 指数 地 减少 ,其 分 布 规律 与 重力 场 
中 气体 分 子 数 密度 按 高 度 的 玻 尔 兹 曼 分 布 律 一 致 。 设 z 轴 沿 竖 直 
方向 向 上 , 则 液体 中 悬浮 颗粒 数 的 密度 分 布 可 表示 为 


n(z)=noe =noe "eo RT (1. 1-5) 

式 中 m 为 一 个 颗粒 的 质量 ,8 二 (1 一 他),p。 和 分 别 是 液体 和 
颗粒 的 密度 。 由 测定 悬浮 颗粒 数 密度 按 高 度 的 分 布 和 测量 一 个 颗 
粒 的 质量 等 有 关 量 , 可 求 出 阿 伏 人 徊 德 罗 常数 N, 为 (6. 5 一 7. 2) 
X10 摩尔 -1。 佩 林 首 次 通过 实验 , 从 对 布朗 颗粒 这 样 的 宏观 物体 
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(1.1-4) 


的 直接 测量 中 ,得 到 微观 世界 中 分 子 的 定量 知识 一 一 阿 伏 件 德 罗 
常数 ,这 是 一 项 杰出 的 成 就 。 佩 林 实 验 的 成 功 ,使 人 们 不 可 能 怀疑 
应 用 分 子 运 动 论 解释 布朗 运动 的 正确 性 , 它 为 原子 、 分 子 的 真实 存 
在 提供 了 直接 的 证 据 , 宜 告 了 物质 的 原子 学 说 的 胜利 .以 奥 斯 特 瓦 
尔 德 (W. Ostwald) 为 代表 的 “ 唯 能 论 ” 学 派 曾经 一 直 反 对 物质 的 原 
子 学 说 ,反对 分 子 运 动 论 ,但 是 在 这 个 实验 事实 面前 也 不 能 不 承认 
“原子 学 说 的 物质 理论 是 有 实验 确证 的 "。 自 1908 年 以 后 ,物理 学 
界 就 几乎 没有 人 还 不 相信 原子 .分 子 的 真实 性 了 。 

现今 的 科学 技术 已 经 使 人 们 能 够 直接 观察 到 固体 中 原子 的 排 
列 情况 ,甚至 直接 看 到 单个 的 原子 。 例 如 ,读者 可 以 查阅 在 Physica 
ScriptaT22,102(1988) 上 刊登 的 由 德 米 特 (H. Dehmelt) 发 表 的 一 
张 办 禁 于 离子 阱 中 的 单个 Ba+ 离子 照片 。Ba+ 离 子 受到 电场 作用 ， 
可 以 约束 在 阱 内 若干 小 时 ;经 激光 冷却 后 ,和 定 域 在 小 于 lum 的 苍 
围 内 。Ba+ 离子 由 激光 激励 而 发 出 荧光 ,因而 用 肉眼 可 以 观察 ,也 
易于 摄 照 (这 里 由 于 印刷 方面 的 原因 ,未 能 刊 出 这 张 照片 。)。 


S91.2 申 了 


电子 是 原子 的 组 成 单元 之 一 。 本 节 介 绍 发 现 电 子 的 几 个 重要 
的 实验 事实 。 : 


1. 2-1 ”法 拉 第 电解 定律 与 电 蓓 量 的 基本 单元 


1800 年 尼 科 尔 森 CW. Nicholson) 和 卡 菜 尔 (A. Carlisle) 发 现 
电解 现象 。1833 年 法 拉 第 (M. Faraday) 建 立 了 电解 定律 ,其 表示 
式 为 
wg 
式 中 ;MM 为 在 一 定时 间 内 在 一 个 电极 上 析出 物质 的 质量 , 它 正比 
于 Q 一 -在 这 段 时 间 内 通过 溶液 的 电量 ,又 正比 于 今 一 -析出 物 
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(1. 2-1) 


质 的 化 学 当量 (4 和 vw 分 别 是 该 析出 物质 的 克 原 子 量 和 原子 价 ) 
方 是 比例 系数 ,下 是 一 个 普 适 常 量 , 称 为 法 拉 第 常数 ,其 值 近似 为 


| FF 二 96484. 6 库仑。 摩尔 (1. 2-2) 
法 拉 第 在 1834 年 还 创造 出 关于 电解 的 者 干 术 语 ,如 电极 、 电 解 原 
及 离子 等 。 不 过 ,他 所 说 的 “离子 ” 指 的 是 由 电解 而 析出 的 物质 。 直 
到 1876 一 1877 年 间 柯 尔 劳 施 (F. W. Kohlrausch) 才 引信 现今 使 用 
的 离子 概念 一 一 上 涡 有 电 痊 的 原子 或 原子 团 。 

法 拉 第 电解 定律 启发 了 一 些 物理 学 家 从 中 形成 电荷 的 原子 性 
观念 ,首先 ,定律 暗示 出 通过 溶液 的 电量 是 由 析出 物质 的 原子 荷载 
的 :再 联想 到 阿 伏 伽 德 罗 和 常数 和 N。, 假 定 一 个 v 价 的 原子 荷载 电量 
9，* 那 么 析出 1 摩尔 由 这 种 原子 组 成 的 物质 时 通过 溶液 的 电量 应 
为 

Q=Nog 
应 用 (1. 2-1) 式 ,有 
9 一 六 (1. 2-3) 


由 此 显示 出 电荷 量 存 在 一 个 基本 单元 , 它 由 两 个 普 适 常数 结合 起 
来 表述 , 即 


一 记 -1.602X10-a 库 他 (1. 2-4) 
而 一 个 v 价 的 析出 物质 的 原子 所 载 电 荷 量 是 e 的 整数 信 (w 倍 ) 。 
1874 年 斯 通 尼 (G. J. Stoney) 提 出 ,应 将 电解 中 一 个 氢 原 子 所 带 的 
电荷 量 [ 如 式 (1. 2-4) 所 未 作为 一 个 “基本 电荷 ”,1891 年 他 又 引 
人 电子 "一 词 来 请 称 这 个 基本 电荷 量 。 

现今 ， 电 子 "一 词 则 是 意 指 携带 基本 单元 负电 待 的 一 种 基本 
粒子 。 


1. 2-2 ”汤姆 进 从 阴极 射线 实验 发 现 电 子 并 测定 电子 荷 质 比 


电子 是 在 1897 年 由 J.J. 汤姆 逊 (J. J Thomson) 从 阴极 射线 
的 实验 研究 中 首先 确认 其 存在 的 。 早 在 1858 年 普 吕 克 尔 (J. 
Pliicker ) 就 在 低压 气体 放电 管 中 发 现 了 阴极 射线 。 在 一 根 玻 璃 管 
中 封 和 一 对 电极 ,将 管内 气体 抽出 ,使 气压 降 到 10mmHg (immHg 
二 133. 3Pa) 以 下 ,并且 在 两 极 之 间 加 上 几 和 于 伏 的 直流 电压 , 管 中 
就 会 呈现 出 稳定 的 辉 光 放 电 。 若 继续 降低 管内 气压 至 10 -一 10 
mmHg, 则 管内 法 拉 第 暗 区 会 扩大 到 几乎 充满 全 管 ,但 在 这 种 情形 
下 与 两 电极 相连 接 的 电路 上 的 电流 计 仍 有 读数 ,表明 管内 仍 有 电 
流通 过 ,并 且 可 以 观察 到 在 管内 对 着 阴极 的 管 壁 上 产生 绿色 痰 光 ， 
将 磁铁 靠近 玻璃 管 还 可 以 使 荧光 斑 的 位 置 和 形状 改变 。 后 来 ， 
1869 年 希 托 夫 (J. W. Hittorf) 和 1876 年 哥 尔 德 斯 坦 (E. 
Goldstein) 实验 确 认 这 是 从 阴极 发 出 的 射线 撞击 玻璃 管 壁 而 发 出 
菊 光 的 。1876 年 哥 尔 德 斯 坦 将 这 种 射线 命名 为 阴极 射线 。 此 后 , 关 
于 阴极 射线 的 本 性 ,逐渐 形成 两 个 学 派 并 持 完全 不 同 的 看 法 ,是 电 
磁 波 还 是 粒子 流 的 争论 持续 了 约 二 十 年 ,促使 人 们 再 进行 意义 重 
大 的 新 实验 。 直 到 J. J. 汤姆 进 的 实验 研究 发 现 电 子 , 确 认 阴 极 射 
线 是 电子 流 , 这 场 争论 才 告 结束 。 

汤姆 逊 首 先 使 用 旋转 镜 法 测量 阴极 射线 在 低压 气体 中 的 传播 
速率 ,得 到 的 值 为 1. 9X10 米 / 秒 , 远 小 于 光速 ,因此 他 认为 将 阴 
极 射 线 视 作 电 磁 波 是 不 对 的 。 接 着 ,测定 阴极 射线 所 带电 蓓 的 性 
质 . 他 将 静电 计 的 接收 器 (法 拉 第 圆 简 ) 安 置 在 玻璃 管内 的 侧面 ,如 
1. 2-1 所 示 , 发 现 当 射 线 不 偏转 时 没有 电荷 进入 接收 颖 , 右 用 磁 
铁 使 射线 偏转 , 当 人 磁场 的 强度 达到 某 个 值 时 ,射线 偏转 而 时 人 到 接 
“” 收 器 内 ,接收 器 收 到 的 电荷 量 就 猛 增 。 这 说 明 , 电 集 确 实 来 自明 极 
射线 。 并 且 ,检测 结果 证 实 法 拉 第 圆 简 内 收 到 的 是 负电 荷 。 然 后 ， 
他 又 成 功 地 进行 了 在 提高 了 真空 度 的 放电 管内 利用 静电 场 使 阴极 

3 


静电 计 


射线 偏转 的 实验 .这样 , 实 验 无 
可 辨 驶 地 证 明了 阴极 射线 与 带 
负电 荷 的 粒子 流 在 磁场 作用 和 
电场 作用 下 的 行径 是 相同 的 ， 
由 此 汤姆 渤 断 定 阴 极 射线 是 从 
阴极 射出 的 带 负电 荷 的 实物 粒 
子 流 。 四 

为 了 探 明 这 种 粒子 的 性 
质 ,说 姆 进 采 用 两 种 独立 的 实 
验方 法 来 测定 粒子 所 带 负 电 答 
的 量 值 与 粒子 的 质量 之 比 ( 称 


图 1.21 了 汤 如 各 的 阴极 射 为 荷 质 比 ) 一 种 是 应 用 热学 的 
线 管 实验 装置 ,用 于 方法 , 测 得 这 种 粒子 的 荷 质 比 
磁场 使 阴极 射线 偏转 为 (1.7 一 2.5) XX10 库仑 / 千 


的 实验 


克 。 男 一 种 是 电场 -磁场 偏转 
法 ,实验 装置 如 图 1. 2-2 所 示 。 


图 1.2-2 J.J. 汤姆 进 的 阴极 射线 管 ,用 于 电场 -磁场 偏转 法 测定 阴极 


射线 粒子 荷 质 比 


玻璃 管内 的 真空 度 达 10““mmHsg 或 更 高 。 阳极 4 和 第 二 个 金 


属 塞 4 均 接 地 ,其 中 央 各 有 一 条 狭 缝 。 在 阳极 4 和 阴极 之 间 维 
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持 数 千 伏 的 电压 ,使 阴极 发 出 阴极 射线 。 在 穿 过 4 和 4' 的 中 央 
狭 锋 后 ,成 为 很 窄 的 一 束 。 倘 车 没 有 玻璃 管 中 部 的 装置 , 罕 细 的 粒 
子 柬 流 因 惯性 就 直接 射 到 玻璃 管 另 一 端的 中 央 ,在 管 壁 产生 一 条 
光斑 。 玻 璃 管 中 部 的 C 和 DD 是 平行 板 电容 器 的 两 块 极 板 ,在 其 之 
间 可 以 产生 竖 直 方向 的 静电 场 .在 玻璃 管 的 中 部 区 域 ,还 可 由 管 外 
的 磁铁 产生 方向 垂直 于 纸 面 的 恒定 均匀 磁场 。 如 果 只 有 方向 向 下 
的 电场 ,粒子 束 流 将 向 上 偏转 ;如果 只 有 磁场 , 取 其 方向 是 垂直 于 
纸 面向 内 ,粒子 束 流 将 向 下 偏转 。 若 同时 施加 上 电场 和 磁场 ,并 且 
适当 地 调节 电场 E 和 磁场 B 的 强度 ,可 使 它们 作用 在 进入 场 区 的 
粒子 上 的 合力 为 零 , 即 / | 
eE—evB=0 (1. 2-5) 
式 中 e 表示 阴极 射线 粒子 所 带 负电 荷 的 量 值 , 这 时 , 粒子 束 流 无 仿 
转 地 仍 射 到 管 端的 中 央 O 点 。 于 是 , 按 上 式 可 知 粒子 流 的 速率 v， 
即 
L 


7 一 万 (1. 2-6) 


然后 ,撤去 电场 而 保持 磁场 不 变 , 则 粒子 在 磁场 区 内 沿 圆 弧 运 动 ， 
测 出 贸 缴 的 半径 尺 。 由 


-一 ez 有 (1. 2-7) 
有 : : 

eC 0 

m RB 
代入 式 (1. 2-6) ,就 得 到 粒子 的 荷 质 比 的 表示 式 

= (1. 2-8) 


汤姆 渤 用 这 种 方法 测 得 阴极 射线 粒子 的 荷 质 比 为 (0.7~0.9) x 
10" 库 仑 /千克 。 现 今 ,公认 的 电子 荷 质 比 近似 为 


二 二 1.759X10 库 仓 /千克 (1. 2-9) 
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汤姆 渤 将 所 测 到 的 阴极 射线 粒子 的 荷 质 比 与 当时 已 知 是 最 轻 的 正 
离子 一 一 氨 的 正 离子 的 荷 质 比 作 比 较 , 后 者 可 由 电解 实验 得 出 , 它 
为 


vu 7 
MA=>. 57X10 库仑 /千克 (1. 2-10) 


发 现 醒 者 是 后 痢 的 千 倍 以 上 。 


这 时 ,汤姆 地 叉 注 意 到 勒 纳 德 (P. Lenard ) 在 1893 年 所 做 的 


实验 : 勤 纳 德 将 一 小 块 厚度 为 2.65X10” 米 的 铝 销 散 装 在 阴极 射 
线 管 的 正 对 阴极 处 构成 一 个 窗口 ,发 现 阴极 射线 可 以 穿 过 窗口 射 
到 管 外 的 空气 中 ,并 且 穿 透 空 气 使 几 厘 米 远 处 的 荧光 屏 发 出 荧光 ， 
显然 原子 、 分 子 束 流 是 不 可 能 穿 透 这 块 铝 箱 的 (因为 这 样 厚 的 铝 箱 
是 由 上 万 层 原 子 登 排 而 成 的 ), 并 且 气 体 分 子 在 常温 向 压 下 的 平均 
自由 程 也 了 远 小 于 几 厘 米 。 由 此 ,汤姆 还 假定 , 表 极 射线 粒子 所 带 的 
电荷 与 氢 正 离子 的 电荷 量 相等 而 符号 相反 ,而 阴极 射线 粒子 的 质 
量 约 为 氢 原 子 的 千 分 之 一 汤姆 逊 在 1897 年 公布 了 他 这 个 研究 结 
果 。 后 来 ,人 们 逐渐 承认 了 这 个 结果 ,并 称 阴 极 射 线 粒 子 为 电子 。 由 
于 先前 人 们 对 阴极 射线 的 大 量 研 究 已 经 表明 ,阴极 射线 的 性 质 与 
阴极 的 材料 无 关 , 也 与 放电 管内 气体 的 种 类 无 关 , 从 而 可 以 断定 ， 
电子 是 所 有 物质 原子 共有 的 组 成 部 分 。 | 


1. 2-3” 密 立根 油 酒 实验 测定 电子 的 电荷 量 


J. 本. 汤姆 逊 通过 对 阴极 射线 的 实验 研究 ,断定 在 物质 内 部 有 
质量 比 原子 .分子 小 得 多 并 且 携 带 基 本 电荷 量 的 负电 和 荷 的 粒子 
一 一 电子 存在 ,但 是 ,更 直接 的 证 据 是 要 直接 测 出 电子 的 电荷 量 或 
者 电子 的 质量 (而 不 仅 是 电子 的 答 质 比 )。 

汤姆 逊 选 择 测 定 电 子 的 电荷 量 。 他 和 他 的 学 生 汤 木 (J. S. EE. 
Townsend) 先 是 成 功 地 测量 了 气体 单个 离子 所 带 的 电荷 量 ,接着 
(由 于 当时 测量 阴极 射线 粒子 的 电荷 量 太 困难 ) 又 测量 了 光电 效应 
放出 的 带电 粒子 的 荷 质 比 ( 同 阴极 射线 粒子 的 相 一 致 ) 和 它 的 电 蕉 
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量 ( 同 氢 正 离子 的 是 同一 个 数量 级 ) 。 实 验 结果 肯定 了 一 个 电子 所 
带电 从 的 大 小 就 是 一 个 基本 单元 电荷 量 , 汤 姆 还 于 1899 年 在 一 次 
讲演 中 报告 了 这 一 结果 ,并 且 首 次 明确 地 阐述 “发 现 了 电子 ”。 

于 是 ,问题 归结 为 要 精确 地 测定 电 从 基本 单元 的 量 值 ,汤姆 进 
和 汤 妖 的 测定 工作 由 于 包含 者 理论 上 的 不 确定 性 和 实 验 上 的 不 惟 
确 性 ,结果 不 其 令 人 满意 。 阁 是 应 用 法 拉 第 电解 定律 由 式 (1. 2-4) 
来 计算 ,所 得 结果 只 是 巨大 数目 的 离子 所 带电 荷 量 的 平均 值 . 密 立 
根 (R. A. Millikan) 在 1906 一 1917 年 间 通 过 油 滴 实验 ,首次 精确 
地 测定 了 电荷 基本 单元 的 量 值 。 实 验 装 置 如 图 1. 2-3 所 示 。 


图 1. 2-3 密 立 根 油 滴 实 验 装 置 示意 图 


油 雾 从 喷雾 器 4 喷 出 ,形成 许多 直径 为 几 微 米 的 油 滴 。 油 滴 
或 者 在 形成 过 程 中 由 于 摩擦 而 带电 ,或 者 直接 从 周围 的 利用 X 身 
线 或 放射 性 物质 电离 的 空气 中 获得 电荷 。 一 部 分 油 滴 穿 过 平行 板 
电容 器 上 极 板 B 中 间 的 小 孔 落 人 到 电容 器 两 极 板 之 间 的 区 域 中 。 
用 光源 照 亮 这些 油 滴 , 再 通过 显微镜 M 来 观察 这 些 油 滴 的 运动 ， 
并 且 测量 油 滴 的 运动 速度 。 整 个 实验 装置 放 在 一 个 密闭 的 恒温 容 
器 中 ,以 避免 电容 器 两 极 板 之 间 有 空气 对 流 。 

现在 追踪 一 颗 油 滴 。 如 果 电 容器 尚未 充电 , 则 油 滴 在 重力 和 空 
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气 浮力 的 合力 作用 下 下 落 。 当 重力 和 空气 浮力 与 空气 的 粘 灌 阻力 
达到 平衡 时 , 设 油 滴 的 终极 速度 为 w, 根 据 斯 托 克 斯 定律 ,有 


Sar(p—pa)g— mro=0 (1. 2-11) 


式 中 rr 是 油 滴 的 半径 ,Pp 和 pa 分 别 是 油 滴 和 空气 的 密度 ,7 是 空气 
的 粘 汪 系数 .然后 在 电容 器 两 极 板 之 间 加 上 电压 了 ,者 电压 量 足 够 
大 并 且 正 负极 性 连接 得 正确 , 油 滴 将 癌 上 运动 并 又 获得 终极 速度 
v;。 设 电容 器 两 极 板 之 间 的 距离 为 d, 油 滴 上 的 电荷 量 为 4q, 则 有 


gq Sar(p—pa)g— 6rros—0 (1. 2-12) 


联 立 上 述 两 式 , 得 到 油 滴 上 的 电荷 量 的 表示 式 为 
9 一 6ryr(oi 十 加 (1. 2-13) 


测量 zz 和 dad、V 并 由 式 (1. 2-11) 利 用 已 知 量 7.P 和 ps 以 及 vi 
求 出 r 后 ,就 得 到 4 值 。 

对 同一 颗 油 滴 连 续 观 察 几 小 时 ,在 此 期 间 油 滴 由 于 从 周围 的 
空气 获得 正 离子 或 负离子 而 所 带 的 电荷 量 会 有 所 改变 ,但 通过 大 
量 次 数 的 观测 , 密 立 根 发 现 , 油 滴 上 的 电荷 量 尽 管 有 改变 , 它 总 是 
一 个 基本 单元 e 的 整数 倍 , 它 的 量 值 可 以 写 为 

lg | 二 nX1.59X10~ 库 仑 (1. 2-14) 
式 中 为 正 整 数 ,一 般 为 3~30。 这 意味 着 密 立 根 已 经 测 出 电荷 基 
本 单元 的 量 值 , 即 一 个 电子 所 带 负 电荷 的 量 值 。 密 立根 在 1917 年 
公布 的 测定 结果 是 


e 二 1.60X10-， 库 仑 (1. 2-15) 
现今 ,公认 的 电子 电荷 量 的 近似 值 为 
/ e 二 1. 602X10-”， 库 仑 (1. 2-16) 


密 立 根 的 实验 工作 证 明 ,电荷 量 存在 基本 单元 , 它 并 不 是 一 个 
统计 平均 值 ,而 是 电荷 不 连续 性 的 真实 表现 。 
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1. 2-4 电子 的 质量 和 经 典 沾 径 


由 电子 的 荷 质 比 式 (1. 2-9) 和 电子 的 电荷 量 式 (1. 2-16) 可 直 
接 得 到 电子 静止 质量 的 大 小 ,近似 为 
m. 二 9. 110X10-3 千克 (1. 2-17) 
若 与 氨 正 离子 (就 是 后 来 发 现 的 质子 ) 的 质量 比较 ,由 式 (1. 2-9) 和 
法 拉 第 电解 定律 式 (1. 2-10) ,得 到 两 者 之 比 为 


Hf: 


1836 : (1. 2-18) 
电子 的 经 典 半 径 六 定义 为 


1 ee 
mc” 一 一 


47Eo re 


(1. 2-19) 
得 到 


2 
/二 《一 2.818X10-" 米 (1. 2-20) 


4Aneom.c: 
对 照 式 (1. 1-3) 可 知 , 电 子 的 大 小 与 原子 的 大 小 相 比 是 极 小 的 。 
电子 的 发 现 是 发 现 物质 世界 第 一 个 基本 粒子 的 重大 事件 , 标 
志 着 人 类 对 物质 结构 的 认识 将 进入 到 一 个 刻 新 的 阶段 , 它 在 物理 
学 发 展 史 上 具有 划时代 的 意义 。 


$1.3 原子 的 核 式 结构 


1.3-1 户 瑟 福 的 原子 核 式 结构 模型 的 提出 


关于 阴极 射线 的 实验 研究 证 明了 存在 电子 ,电子 是 任何 物质 
原子 内 共有 的 组 成 部 分 。 这 就 不 容 争 辩 地 揭示 出 原子 内 部 是 有 结 
构 的 .由 于 原子 在 通常 状态 下 呈 电 中 性 ,原子 内 还 应 存在 带 正 电荷 
的 实物 。 电 解 实验 表明 ,原子 内 的 电子 并 不 很 多 ,但 电子 的 质量 只 
有 最 轻 的 离子 ( 氧 正 离子 ) 质 量 的 -ass， 而 重 元 素 原子 的 质量 可 达 
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氨 原 子 的 质量 的 两 百 多 倍 , 故 原 子 的 质量 基本 上 不 是 分 布 在 原子 
内 的 电子 上 , 带 正 电 荷 的 实物 应 具有 原子 的 绝 大 部 分 质量 。 此 外 ， 
在 J. 了 .汤姆 逊 发 现 电 子 的 同一 时 期 ,原子 物理 学 中 还 有 一 些 重大 
发 现 。1895 年 伦琴 (W. K. Rontgen) 发 现 X 射线 ,1912 年 劳 厄 AM. 
von Laue) 用 X 射线 蝇 体 入 射 实验 确认 XX 射线 是 短波 长 的 电磁 
波 ;1896 年 贝克 勒 尔 (H. A. Becquerel) 发 现 铀 的 天 然 放 射 性 ;1898 
年 居 里 夫妇 (P. Curie 和 M.S. Curie) 发现 放射 性 元 素 针 .外 和 镭 ; 
1899 年 德比 钠 (A.L. Debierne) 发 现 放 射 性 元 素 铜 。1899 年 卢 其 
福 (E. Rutherford) 发 现 铀 射线 至 少 由 两 种 不 同 的 射线 组 成 ,一 种 
的 贯穿 本 领 小 ,他 称 之 为 a 射线 , 另 一 种 的 贯穿 本 领 比 前 一 种 的 强 
约 一 百倍 ,他 称 之 为 B 射线 。1900 年 维 拉 尔 德 (P. U. Villard) 观 察 
到 ,射线 中 还 包含 一 种 穿 透 性 更 强 的 射线 ,被 称 为 y 射线 。 同 年 ,由 
克勤 尔 测 量 B 射线 的 荷 质 比 ,确证 它 是 高 速 电 子 流 ;1909 年 卢 瑟 
福 实 验证 实 a 射线 是 粒子 流 ,a 粒子 就 是 氨 正 离子 He+ ,其 质量 
是 毛 正 离子 的 4 售 , 电 荷 量 是 毛 正 离子 的 两 倍 ;1914 年 卢 瑟 福 和 
安 德 雷 德 (E. N. da C. Andrade) 用 晶体 使 7 射线 衍射 ,从 而 证 明 7 
射线 是 一 种 波长 比 X 射线 更 短 的 电磁 辐射 。 物 质 的 放射 性 和 巡 变 
的 发 现 , 同 样 不 容 置 疑 地 表明 原子 并 不 是 不 可 再 分 的 。 原 子 会 放射 
出 a 粒子 等 质量 更 小 的 粒子 并 随 之 原子 本 身 的 性 质 发 生 改 变 , 也 
揭示 出 原子 内 除了 有 电子 以 外 还 有 别 的 实物 , 它 携 带 正 电荷 。 那 
末 , 原子 内 的 电子 及 负载 正 电 荷 的 实物 是 如 何 分 布 的 ?原子 内 部 具 
有 怎样 的 结构 ? 
关于 这 个 问题 ,当时 物理 学 家 们 提出 了 种 种 不 同 的 原子 模型 。 
其 中 ,最 有 影响 的 是 J.J 汤姆 还 在 1903 一 1904 年 提出 的 “电子 浸 
浮 在 均匀 连续 正 电 球 中 ”的 模型 。 他 认为 原子 内 部 的 结构 是 : 正 电 
荷 均 匀 分 布 在 整个 原子 球体 内 , 正 电 球 中 电子 等 间隔 地 排列 在 与 
正 电 球 同 心 的 圆 环 上 ,并 且 以 一 定 的 角速度 沿 着 这 个 圆 环 旋转 ;如 
果 原 子 中 的 电子 数 不 是 太 少 ,为 了 保持 系统 的 稳定 性 , 则 电子 必须 
排列 在 同心 的 多 层 圆 环 上 ;不 同 元 素 的 原子 随 着 原子 内 电子 数 的 
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增多 其 内 部 结构 呈 周 期 性 . 但 是 ,这 个 模型 不 久 就 被 < 粒子 散射 实 
验 的 事实 所 直接 否定 。 

在 卢 琴 福 探 明 a 射线 的 本 性 及 研究 " 射线 的 散射 现象 的 实验 
工作 中 ,1909 年 卢 瑟 福 的 两 名 学 生 盖 革 (H. Geiger) 和 马 斯 顿 (E. 
Marsden) 在 “ 粒子 穿 射 重 金属 稍 的 散射 实验 中 发 现 ,大 多 数 " 粒 
子 的 散射 角度 很 小 ,但 却 有 少数 的 偏转 角 很 大 ,有 极 少数 的 偏转 角 
度 超过 90*, 甚 至 还 有 的 接近 180*。 例 如 用 镭 作 放射 源 ,入 射 厚 度 
为 4X10-? 米 的 金 箱 ,偏转 达 90" 以 上 的 a 粒子 数 占 信 射 。 粒子 总 
数 约 两 万 分 之 一 。 实 验 示 出 存在 « 粒子 大 角度 散射 的 事实 使 卢 基 
福 一 时 简直 难以 置信 。 因 为 一 个 “ 粒子 人 射 一 个 汤姆 逊 原子 一 定 
可 以 长 驱 直 入 ,简单 的 估算 表明 ,最 大 偏转 角 将 远 小 于 1*; 要 引起 
1 的 偏转 必须 经 历 多 次 散射 ,而 根据 多 次 散射 理论 估计 ,一 个 " 粒 
子 在 金属 条 内 多 次 经 汤姆 进 原 子 散射 的 积累 效果 ,散射 角 大 于 
90* 的 几率 是 10-so , 即 实际 上 发 生 大 角度 散射 是 完全 不 可 能 的 。。 
粒子 大 角度 散射 这 个 实验 事实 启发 卢 瑟 福 提出 原子 结构 的 一 个 新 
模型 

1911 年 卢 瑟 福 提出 了 原子 结构 的 核 式 模型 :原子 内 中 心 有 一 
个 极 小 的 核 , 它 集中 了 原子 的 绝 大 部 分 质量 和 全 部 正 电荷 ;原子 内 
的 所 有 电子 都 在 原子 核 的 外 面 。 卢 瑟 福 认为 ,e 粒子 被 金属 条 散射 
实际 上 是 与 稍 原子 的 核发 生 单 次 碰撞 引起 的 ,这 样 才 有 可 能 出 现 
a 粒子 大 角度 散射 的 情况 ， 


1. 3-2 户 生 福 的 < 粒子 散射 建 论 


卢 瑟 福 从 原子 的 核 式 结构 模型 出 发 ,建立 了 a 粒子 散射 的 经 
典 理论 ,给 出 被 散射 的 a 粒子 数 与 散射 角 之 间 的 关系 式 , 它 能 够 直 
接 与 实验 数据 相 比 较 。 
一 个 a 粒子 人 射 到 金属 箱 的 一 个 原子 ( 靶 原 子 ) 附 近 , 如 图 
1. 3-1 所 示 。 设 :将 粒子 和 站 原子 核 均 视 为 质点 ;假定 两 者 之 间 
唯一 只 有 静电 相互 作用 ;在 车 原 子 的 质量 比 a 粒子 的 质量 大 得 多 
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1. 3-1 一 个 “粒子 被 靶 诛 子 核 的 库仑 排 斤 力 场 散 射 


的 情况 下 , 认为 靶 原 子 静 止 不 会 被 推动 ,而 粒子 则 在 靶 原 子 核 的 
库仑 斥 力 作用 下 改变 运动 方向 ;散射 过 程 中 忽略 靶 原 子 核 外 电子 
对 a 粒子 的 作用 。 图 中 ,2 是 靶 原 子 的 核 与 粒子 的 人 射 方 回 之 加 
的 垂直 距离 , 称 为 瞄准 距离 (或 称 碰 撞 参 量 ),0 是 a 粒子 的 人 射 方 
向 与 散射 方向 之 间 的 夹 角 , 即 是 散射 角 ( 或 称 偏转 角 )。 

首先 , 导出 散射 角 0 与 瞄准 距离 2 之 间 的 关系 式 。 记 M 为 “ 
粒子 的 质量 ,vy 为 a 粒子 在 人 射 开 始 时 的 速度 。 由 于 库仑 力 是 保守 
中 心力 ,体系 的 能 量 和 角 动 量 都 是 守恒 量 ， 它们 在 如 图 平面 极 坐 标 
系 的 表示 式 分 别 是 


1 2Ze° 
4re rr 


十 广 M(P 十 rm 多) 一 二 Moz .3-1) 
和 

L= Mrig=Mvb (1. 3-2) 
式 中 Ze 是 靶 原 子 的 核 携 带 的 电荷 量 ,其 中 e 是 电荷 的 基本 单元 量 
值 ,Z 就 称 为 核 的 电荷 数 ,等 于 核 外 的 电子 数 ;2e 是 a 粒子 的 电位 


量 。 将 式 (1. 3-2) 代 入 式 (1. 3-1), 有 
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1 97e’ IT dr ， 12 . 
deo 户 t aM do tT 3 (1. 3-3) 


再 令 o 一 二 , 则 上 式 可 写成 
区 ME 1 4MZe? ， 。 


mr sr pr bs 


o __ 
人 ae 7 一 0 (1. 3-4) 
这 个 方程 的 通 解 是 
M2Ze* . 
p= — Tie 7 十 CcospT CsSing (1. 3-5) 


代入 边界 条 件 :在 9-*" 方向 ,p-*0 Ey 一 b, 就 得 到 a 粒子 的 轨 


道 方 程 


1 了 和 de 
pi (1 十 cos 内 十 二 sing (1. 3-6) 


又 代入 边界 条 件 : 在 p09 说 2 一 0, 则 由 上 了 式 得 
1 2 


. dxe, 


(1 十 cos0) 十 了 sinb 一 0 


”将 角 动 量 志 外 表示 六 (1.3.2) 代 人 ,关注 意 到 能 最 下 的 表示 式 


(1. 3-1) ,就 得 到 散射 角 2 与 瞄准 距离 5 之 间 的 关系 式 


0 Mv: E 
cot 7 hne 7 -0=4Aeo 元 ;0 : (1. 3-7) 


它 表明 ,0 与 6b 之 间 有 确定 的 对 应 关系 , 一 个 5 值 对 应 于 一 定 的 角 
9,b5 大 则 9 小 ;反之 5 小 则 9 大 ;只 要 5 足够 小 ,9 就 可 以 大 到 接近 
180", 这 就 解释 了 a 粒子 大 角度 散射 的 可 能 性 。 不 过 , 瞄准 距离 6 
的 大 小 无 法 由 实验 测定 。 

下 面 ,再 导出 散射 的 a 粒子 数 与 散射 角 9 之 间 的 关系 式 。 设 人 
射 粒子 流 密度 为 (单位 时 间 内 通过 与 人 射 方向 垂直 的 单位 面 


积 的 粒子 数 ), 先 讨论 它们 碰撞 一 个 靶 原 子 , 则 在 单位 时 间 义 脑 准 
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hh" Pr™ od! 


距离 在 6 一 d6 与 5 之 间 的 人 射 粒子 数 为 

dz 一 7，2rpdp (1. 3-8 ) 
它们 必定 沿 9 与 0 十 40 之 间 的 角度 散射 出 去 ,如 图 1. 3-2 所 示 , 即 
散射 到 图 示 的 空心 圆锥 体 中 ,这 个 空心 圆锥 体 所 张 开 的 立体 角 为 


图 1. 3-2 < 粒子 库仑 散射 


“dn0=2xsin0d0 (1. 3-9) 
将 式 (1. 3-7) 平 方 后 对 9 微 商 ,有 
0 
] Fp2 2 cot 2 
2bdb= [二 和 挟 一 条 d 
Sin 了 


再 将 式 (1. 3-8) 代 入 ,并 利用 式 (1. 3-9) ,得 到 
1 dn 1 Ze?l? 1 
;最 =[ 计 每 | 7 (1. 3-10) 
上 式 左边 的 量 寺 多 表示 当 单位 时 间 内 通过 垂直 单位 面积 有 一 个 
粒子 人 射 一 个 靶 原 子 时 ,单位 时 间 内 被 这 个 站 原子 散射 到 角 0 方 
向 单位 立体 角 内 的 “粒子 数 , 记 为 c(8)。 这 个 量具 有 面积 的 量 纲 ， 
称 为 粒子 被 一 个 靶 原 子 散 射 到 角 0 方向 的 微分 散射 截面 , 意 为 
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通过 垂直 面积 为 cCO) 的 人 射 a 粒子 全 都 被 一 个 靶 粒 子 散射 到 角 2 
方 癌 的 单位 立体 角 中 。 上 和 式 是 基于 户 巧 福 的 原子 核 式 结构 模型 推 
导出 来 的 一 个 靶 原 于 微分 散射 截面 c40) 与 散射 角 2 之 间 的 关系 
式 , 称 为 卢 瑟 福 散 射 公式 。 

在 实验 中 ,a 粒子 束 流 是 人 射 到 一 片 金 属 箱 上 的 。 设 金属 稍 单 
位 体积 内 的 原子 数 为 N ,条 厚 为 d, 假定 镇 很 薄 , 箱 的 原子 对 射 来 
的 a 粒子 来 说 前 后 不 相互 遮蔽 ,又 设 粒子 束 流 的 横 截 面积 为 $， 
则 单位 时 间 内 被 金属 箱 散 射 到 角 9 方 向 单位 立体 角 内 的 a 粒子 数 
2 1] 


——gjSNd (1. 3-11) 
,i 
SIn 2 


上 式 可 以 与 实验 测量 结果 直接 比较 。 
1. 3-3 “上 户 荐 福 理论 的 实验 验 让 
由 实验 检验 式 (1. 3-11) ,可 以 直接 验证 原子 核 式 结 构 模 型 的 
正确 性 。 式 (1. 3-11) 包 含 如 下 四 种 关系 :(1) 在 同一 a 粒子 放射 源 
和 同一 片 获 射 金属 箱 的 情况 下 ,9 与 sin4 克成 反比 ; (2) 用 同一 a 


粒子 源 和 同一 种 材料 的 散射 箱 , 在 同一 散射 角 , 和 5 与 条 的 厚度 4 
成 正比 ; (3) 固 定 «粒子 束 流 的 jS 值 ,用 同一 片 散射 稍 , 在 同一 散 
射 角 , 93; 与 «粒子 人 射 能 量 的 平方 E* 成 反比 ; (4) 用 同一 a 粒子 


源 , 对 散射 箱 取 相同 的 Na 值 ,在 同一 散射 角 ,9 区 与 靶 原 子 的 2 
成 正比 。 其 中 ,第 (1) 种 关系 是 否 正确 是 对 原子 核 式 结构 模型 最 有 
力 的 检验 。 

1913 年 盖 革 和 马 斯 顿 又 仔细 地 进行 了 « 粒子 散射 实验 。 实验 
装置 如 图 1. 3-3(a) 所 示 。 在 通过 管 7 抽 成 真空 的 容器 内 放 有 放射 
源 R, 它 放射 出 的 «粒子 流通 过 铝板 DD 的 中 央 小 孔 后 形成 很 细 的 
一 束 , 入 射 到 金属 钉 玉 上 . 销 正 可 以 移动 ,以 便于 “ 粒子 穿 过 它 或 
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1.3-3 户 琶 福 “ 粒子 散射 实验 装置 


不 穿 过 它 。 被 金属 稍 散射 后 的 a 粒子 打 到 安装 在 显微镜 M 前 的 
荧光 屏 S 上 产生 闪烁 ,再 在 外 面 通过 显微镜 M 来 观察 并 记录 荧光 
屏 上 的 闪烁 次 数 ,以 确定 在 一 定时 间 间 隔 内 接收 到 的 “粒子 数 。 显 
微 镜 和 荧光 屏 可 通过 底部 的 锥 形 接头 / 绕 垂直 轴线 转动 ,这 样 可 
以 记录 被 散射 到 不 同 角 度 9 方向 的 粒子 数 。 图 1. 3-3(6) 是 实验 
装置 俯视 示意 图 实验 得 到 的 结果 与 上 述 式 (1. 3-11) 的 第 (1)、(2) 
和 (3) 种 关系 完全 一 致 。 图 1. 3-4 示 出 了 入射 能 量 为 7.7MeV 的 a 
粒子 束 流 被 金条 散射 ,第 (1 种 关系 的 理论 计算 与 实验 数据 的 比 
较 ,图 中 光滑 曲线 是 按 和 < 一 -万 关系 算得 的 理论 结果 , 黑 点 表 
示 实 验 值 ;图 示 表明 ,理论 与 实验 的 结果 相符 .对 于 大 角 散射 ,散射 
角 0 大 到 距离 180" 不 满 1 ,理论 与 实验 都 符合 得 很 好 。 这 就 证 实 了 
原子 核 式 结构 模型 的 正确 性 。 对 于 小 角度 散射 , 式 (1. 3-11) 示 出 ,6 


很 小 则 9 很 大 ,在 9-~0" 方 向 有 9 号 -co, 这 显然 不 符合 实验 事实 。 
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图 1. 3-4 “粒子 被 金 箱 散射 的 理论 计算 与 实验 数据 的 比较 


但 是 这 是 因为 角 6 很 小 相当 于 瞄准 距离 5 很 大 ,车 5。 值 大 到 超过 
靶 原 子 的 半径 值 ,由 于 原子 呈 中 性 ,库仑 散射 根本 就 不 会 发 生 , 因 
此 对 于 很 小 角度 的 散射 ,没有 计 及 服 原 子 核 外 电子 屏蔽 效应 的 卢 
登 福 散射 公式 不 再 正确 。 至 于 式 (1. 3-11) 的 第 (4) 种 关系 ,当时 由 
于 还 没有 别 的 方法 能 够 准确 地 测定 各 种 元 素 原 子 核 的 电荷 数 即 核 
外 的 电子 数 而 无 法 检验 其 正确 性 ,只 能 反 过 来 利用 式 (1. 3-11) 测 
定 各 种 元 素 原 子 核 的 电荷 数 Z。 当时 ,用 原 有 的 仪器 没有 能 够 准确 
地 测定 Z。 直到 1920 年 , 查 德 维 克 (J. Chadwick) 改 进 了 实验 装置 ， 
再 利用 式 (1. 3-11) 比 较 准确 地 测定 了 铜 \ 银 、 铂 等 几 种 元 素 原子 核 
的 电荷 数 Z, 得 到 的 Z 值 分 别 与 这 几 种 元 素 的 原子 序数 符合 。 由 
此 ,证 实 了 元 系 原 子 核 的 电荷 数 等 于 这 个 元 素 的 原子 序数 。 这 个 结 
论 也 符合 于 从 其 它 角 度 对 原子 结构 所 作 的 考虑 。 这 就 从 又 一 角度 
证 实 了 原子 核 式 结构 模型 的 正确 性 。 
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1. 3-4 ”原子核 简介 


1. 原子 核 的 组 成 

现今 已 经 确认 ,原子 核 也 不 是 不 再 可 分 的 , 它 由 质子 和 中 子 两 
种 粒子 组 成 ,它们 统称 为 核子 。 质 子 带 一 个 基本 单元 的 正 电 荷 ,中 
子 不 带电 荷 呈 电 中 性 ;两 者 的 质量 近 于 相等 . 任 一 种 元 素 原 子 的 核 
都 用 符号 4Xw 表示 ,其 中 X 表示 元 素 的 化 学 符号 ,Z 入 分 别 表 
示 这 种 核 内 的 质子 数 和 中 子 数 ,4 等 于 Z 与 六 之 和 , 苑 为 核 内 的 
核子 数 。 可 以 看 出 ,原子 核 的 符号 可 简写 为 2X( 甚 至 为 *X)。 

本 世纪 初 ,就 已 经 发 现 有 原子 量 不 同 而 化 学 性 质 相 同 的 元 素 ， 
这 些 元 素 有 相同 的 元 素 名 称 , 在 化 学 元 素 周期 表 中 处 在 同一 地 位 ， 
有 相同 的 原子 序数 ,因而 称 为 同位 素 。 现 在 清楚 地 知道 ,一 种 元 素 
的 各 个 同位 素 原 子 的 核 内 有 相同 数 的 质子 而 不 同 数 的 中 子 , 即 有 
相同 的 2 而 不 同 的 N。 例 如 H( 气 )、IH( 气 ) 和 iH( 气 ) 是 氨 的 三 个 
同位 素 , 其 原子 的 核 内 均 有 一 个 质子 ,而 中 子 分 别 有 0、1 和 2 个 涪 
C8C.8C 和 sC 是 碳 的 四 个 同位 率 ;8O、80O、80 和 8O 是 氧 的 四 
个 同位 素 ; 等 等 . 另外 ,具有 相同 4 而 不 同 Z 的 原子 核 称 为 同 量 蜡 
位 素 。 例 如 名 Ar 和 各 Ca iiSn 这 Te 和 凡 Xe 是 两 组 同 量 异 位 素 。 具 
有 相同 入 而 不 同 Z( 因 而 4 也 不 同 ) 的 核 称 为 同 中 子 素 , 例如 # 
CN 和 30 等 。 

2. 原子 核 的 电荷 

原子 核 带 正 电荷 (因为 核 内 质子 带 正 电荷 而 中 子 不 带电 荷 )， 
其 量 值 是 电荷 基本 单元 的 整数 倍 。 这 个 整数 称 为 核 的 电荷 数 , 它 显 
然 等 于 核 内 质子 数 ; 对 于 中 性 原子 而 言 , 它 也 显然 等 于 原子 内 的 电 
子 数 。 原 子 核 的 电荷 数 与 化 学 元 素 周 期 表 中 元 素 的 原子 序数 是 一 
致 的 ,统一 记 为 Z。 现 今 , 已 经 有 多 种 不 同 的 化 学 和 物理 的 方法 可 
以 测定 Z。 

3. 原子 核 的 质量 

原子 核 的 质量 等 于 中 性 原子 的 质量 减 去 核 外 所 有 2 个 电子 
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的 总 质量 ,再 加 上 2 个 电子 在 原子 内 的 结合 能 所 相当 的 质量 。 所 
以 可 以 由 原子 的 质量 推算 出 原子 核 的 质量 。 原 子 的 质量 可 以 用 质 
谐 仪 测定 ,也 可 以 用 其 它 方法 推 得 。 表 述 原 子 质量 的 单位 是 这 样 规 
定 的 :将 自然 界 最 丰富 的 碳 同位 素 的 原子 质量 定 为 12 个 单位 ,这 
样 的 一 个 质量 单位 称 为 质量 的 一 个 原子 单位 , 记 为 lu, 它 等 于 
iu 一 1,6605402X10- 于 克 (1. 3-12) 
每 一 种 元 素 原 子 的 质量 都 可 以 用 这 个 单位 表示 。 此 外 ,一 个 质子 的 
质量 为 
m,=1. 0072765u (1. 3-13) 
一 个 中 子 的 质量 为 
10 一:.0080649uU (1. 3-14) 
所 有 元 聚 的 各 种 同位 素 原 子 的 核 统称 为 核 素 。 核 素 的 质量 用 
原子 单位 表示 都 接近 于 整数 .这 个 整数 称 为 相应 核 素 的 质量 数 , 记 
为 4。 它 等 于 核 内 质子 和 中 子 的 总 数 , 故 又 称 为 核子 数 。 
由 于 一 个 原子 的 质量 近似 等 于 原子 量 AX1. 661X 10-2 千 克 
[ 见 式 (1.1-2)j, 而 原子 内 核 外 所 有 电子 的 质量 内 约 为 原子 序数 
ZX9.110X107 千克 [ 见 式 (1. 2-17)], 可 见 原子 质量 的 绝 大 部 分 
集中 于 原子 核 。 
4. 原子 核 的 大 小 
户 登 福 的 c 粒子 散射 理论 假定 靶 原 子 的 核 是 一 个 质点 ,但 实 
际 上 原子 核 总 有 一 定 的 大 小 ,不 过 上 面 说 过 , 卢 巧 福 散 射 公式 在 散 
射 角 很 宽 的 范围 内 都 符合 于 实验 事实 ,这 表明 a 粒子 当 入 射 到 部 
原子 内 ,确实 是 在 靶 原 子 核 的 正 电 荷 的 库仑 场 中 运动 , 即 总 是 在 壮 
原子 核 的 外 面 , 于 是 假定 靶 原 子 的 核 是 一 个 质点 并 没有 给 卢 琵 福 
散射 公式 的 正确 性 带 来 影响 .而 且 反 过 来 , 若 在 卢 瑟 福 的 < 粒子 散 
射 理 论 有 效 的 范围 内 ,按理 论 推 算出 x 粒子 所 能 达到 离 靶 原子 核 


的 最 近 距 离 , 就 可 得 到 靶 原 子 核 的 半径 的 上 限 。 


由 图 1. 3-1 看 出 , 当 p= ;a 粒子 与 破 原 子 的 核 距离 最 近 。 
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将 此 9 值 代 入 式 (1. 3-6), 并 且 将 式 中 的 角 动 量 上 用 式 (1. 3-2) 表 
示 、 瞄准 距离 5 用 式 (1. 3-7) 表 示 , 就 得 到 a 粒子 与 有 原子 核 之 间 
的 最 近 距 离 为 


1 Ze l 
min Axeo Ell 0] z (1. 3-15) 


2 
由 上 式 看 出 ,rmin 与 散射 角 9 有 关 (〈 即 与 瞄准 距离 2 有 关 ) ,9 越 大 
( 即 2 越 小 ) 则 rm 越 小 。 将 6 二 180" 代 入 上 式 , 得 到 最 小 的 rmi 表示 
式 为 


do 二 (1. 3-16) 


式 中 do 仍 与 a 粒子 的 人 射 能 量 £ 有 关 。 和 信 射 a 粒子 的 能 量 增 大 ， 
do 便 减 小 ,对 靶 原 子 核 的 大 小 的 估计 就 更 加 接近 实际 。 
实验 证 明 , 当 外 (apo) 的 “粒子 (五 =5,. 3MeV) 人 射 铜 箱 , 当 
散射 角 2= 180", 户 登 福 散 射 公 式 仍 然 成 立 。 这 样 算 得 d= 
15.8X10- 米 。 可 见 铜 原子 的 核 的 半径 一 定 小 于 这 个 值 . 现今 ,已 
经 有 许多 方法 可 以 测定 原子 核 的 大 小 。 测量 结果 表明 , 核 的 半径 r 
与 核 的 质量 数 4 之 间 有 如 下 关系 : 
r 一 4247r， ro 一 1.2X10 全 米 。 (1. 3-17) 
可 见 , 各 种 核 款 半径 的 数量 级 在 10 “~10”“ 米 范围 内 。 原 子 半径 
的 数量 级 是 10” 米 ,足见 原子 核 在 原子 内 所 占 的 体积 极 小 。 
由 原子 核 的 质量 和 半径 还 可 以 估计 核 的 物质 密度 
= 107 到 型 (1. 3-18) 


式 中 M 是 核 的 质量 ,4 是 核 的 质量 数 ,u 是 一 个 原子 单位 的 质量 ， 
r, 由 式 (1. 3-17) 示 出 。 这 是 水 的 密度 的 10: 倍 ,可 见 原子 核 是 极 高 
密度 的 物质 ， 


1. 3-5 原子核 式 结 构 模 型 的 困难 


原子 结构 的 核 式 模型 虽然 为 实验 所 完全 肯定 ,但 却 是 经 典 物 
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理 理论 无 法 解释 的 。 为 简明 计 , 以 最 轻 的 原子 即 氮 GH) 原 子 为 例 
作 说 明 。 氢 原子 的 核 就 是 一 个 质子 , 核 外 只 有 一 个 电子 , 两 者 由 库 
仓 吸 引力 相 联 系 。. 假 定 核 固定 不 动 (因为 核 的 质量 远大 于 电子 的 质 
量 ) ,为 了 保持 这 个 体系 的 稳定 性 ,按照 经 典 理论 ,电子 就 必须 以 核 
为 圆心 作 圆周 运动 (或 是 以 核 所 在 处 为 一 个 焦点 作 椭 圆 运动 )。 记 
电子 的 质量 和 电荷 分 别 为 mx 和 一 e, 设 电子 圆周 运动 的 半径 为 ~， 


运动 速率 为 v, 应 用 牛顿 定律 ,有 
1 e* vw 
dneo ri r 
于 是 
v= te "| (1. 3-19) 
因此 氧 原子 的 能 量 为 
、_1 ，。 1e€@& 1 2 
二 一 了 7 一 村 = 7 (1. 3-20) 
但 是 ,由 于 色 速 率 圆周 运动 是 变速 运动 ,电子 有 加 速度 ,其 大 小 为 
a= = 1. 3-21) 


r 4xe, mr? 
而 按照 经 典 电动 力学 ,任何 带电 荷 9 的 粒子 作 加 速度 为 a 的 运动 


必定 会 回 外 辐射 能 量 , 单 位 时 间 内 辐射 出 的 能 量 为 
1 2g° 


一 (1. 3-22) 
47ren 3c” 
因此 和 氢 原 子 在 单位 时 间 内 能 量 的 改变 为 
dE 1 2e/ 1 el 
re 30\ tre mr C1. 3-23) 
将 式 (1. 3-20) 代 入 上 式 左 边 , 得 
dr 1 、， 4e’ 
亚 一 一 CR) mer (1. 3-24) 
设 在 时 刻 :=0 有 7 一 ro， A 
二 Ce 《1. 3-25) 
dneo mics! 
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假定 在 时 刻 : 二 0 电子 圆周 运动 轨道 的 半径 r。 一 10-* 米 (这 是 原 
子 半 径 的 数量 级 ), 则 到 时 刻 :二 (4reo)? 加 后 ro? 之 1.1X10-" 秒 有 
一 0, 表 明 由 于 电磁 辐射 电子 绕 核 是 作 螺旋 形 运动 ,很 快 地 就 会 落 
到 原子 核 上 ,原子 从 而 崩溃 .由 此 可 见 ,按照 经 典 理论 , 有 核 的 原子 
根本 就 不 可 能 稳定 地 存在 。 

但 是 ,自然 界 中 原子 却 确 确实 实 是 稳定 地 存在 着 .这 是 物理 学 
的 奥 型 实例 之 一 ,表面 上 看 来 似乎 是 原子 的 核 式 结构 模型 存在 困 
难 ,但 实质 上 它 揭 示 了 经 典 物理 理论 描述 原子 内 电子 的 运动 有 轩 
难 .原子 结构 的 核 式 模型 屡屡 由 实验 证 实 ,直至 现今 仍 确认 是 完全 
正确 的 ;经 奥 物 理 理论 也 并 不 是 说 有 错误 ,而 是 不 能 不 承认 有 局 限 
性 , 它 只 是 一 种 更 普遍 的 物理 理论 一 量子 理论 的 极限 情形 ,只 适 
用 于 描述 宏观 经 典 体系 (后 面 会 看 到 ,这 是 指 普 朗 克 常数 上 所 起 的 
作用 可 以 忽略 , 即 没有 明显 皇 现 出 量 于 性 的 体系 )。 这 正如 牛顿 力 
学 只 是 爱 因 斯 坦 相对 论 力学 的 极限 情形 ,只 适用 于 描述 非 相对 论 
性 运动 体系 ( 指 物体 的 运动 速度 远 小 于 光速 的 体系 ) 一 样 。 原 子 是 
微观 体系 ,在 微观 体系 中 ,物质 的 存在 和 运动 呈现 出 显著 的 量子 特 
性 一 波动 与 粒子 二 象 性 (用 普 朗 克 常数 表征 ) ,这 是 原子 及 所 
有 其 它 微观 体系 显示 有 诸多 量子 效应 (包括 原子 核 式 结构 的 稳定 
性 ) 的 原因 , 它 无 法 用 经 典 物理 的 概念 和 理论 描述 ,而 必须 引入 新 
的 概念 和 建立 新 的 理论 一 量子 力学 来 描述 。 

许多 实验 现象 揭示 出 物质 具有 波 粒 二 象 性 。 本 章 的 以 下 几 节 
就 是 介绍 一 些 重要 的 实验 事实 ,引出 物质 的 波 粒 二 象 性 。 


1.4 光 的 波 粒 二 象 性 


物质 的 波 粒 二 象 性 首先 是 由 研究 光 的 本 性 而 揭示 出 来 的 。 对 

光 的 本 性 的 认识 , 早 在 1672 年 牛顿 (I. Newton) 就 提出 光 的 粒子 

侈 ; 它 在 17、18 世纪 占 统治 地 位 。 但 在 同一 时 期 ,1678 年 惠 更 斯 
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(C. Huygens) 也 首次 提出 了 光 的 波动 说 。 到 19 世纪 中 叶 , 光 的 粒 
子 说 已 被 氢 弃 ,建立 了 光 的 波动 理论 。1865 年 麦克 斯 书 (J.C. 
Maxwell) 建 立 了 电磁 理论 ,并 预言 电磁 波 的 存在 ;他 确信 光 是 一 
种 电磁 波 ( 波 长 较 短 的 电磁 波 )。1888 年 赫兹 (H. R. Hertz) 实 验 发 
现 了 波长 较 长 的 电磁 波 ( 无 线 电波 ) ,并 且 证 实 光 是 电磁 波 。 后 来 人 
们 又 证 实 , 红 外 线 、 紫 外 线 尽 射线 和 7 射线 等 同 可 见 光一 样 ,也 都 
是 电磁 波 , 它 们 彼此 之 间 的 区 别 只 是 波长 不 同 而 已 . 光 的 电磁 波 学 
说 进一步 揭示 了 光 的 本 性 ,将 光 的 波动 理论 纳入 了 经 典 电磁 理论 
的 范畴。 

但 是 ,有 些 物理 现象 如 黑体 辑 射 ,光电 效应 以 及 X 射线 的 康 
普 顿 散射 等 ,其 实验 规律 用 光 的 波动 理论 却 无 法 解释 。 本 世纪 初 ， 
普 朗 克 (M. Planck)、 爱 因 斯 坦 以 及 康 普 顿 (A. H. Compton) 等 人 
从 上 述 实 验 事实 中 揭示 出 光 的 粒子 性 (量子 性 ) ,再 结合 光 的 波动 
性 称 光 具有 波 粒 二 象 性 ,从 而 开创 了 光 的 量子 理论 。 


1. 4-1 黑体 辐射 与 普度 克 的 重子 假设 


热 辐 射 是 电磁 波 。 物 体 在 平衡 态 下 发 射 热 畏 射 遵从 基 尔 霍 夫 
定律 (G. R. Kirchhoff,1859 年 ) :任何 一 个 物体 在 温度 为 了 的 平衡 
态 下 的 发 射 本 领 e(v,T)( 意 指 从 物体 发 射出 的 辐射 能 通 量 谱 窗 
度 ) 与 吸收 本 领 at(v,T)( 意 指 被 物体 表面 积 吸 收 的 辐射 能 通 量 谱 
密度 与 照射 在 物体 表面 积 上 的 辐射 能 通 量 谱 密 度 之 比 ) 成 正比 ,其 
比值 只 是 频率 v 和 温度 了 的 图 数 , 即 

e(v,1) 

a(v, i) 
Fl(v,T) 是 一 个 与 物体 的 性 质 无 关 的 普 送 肖 数 。 它 通常 又 写成 

FCv,T) = ur(v) (1. 4-2) 
式 中 c 是 光速 ,wrCv) 称 为 物体 在 温度 为 7 的 平衡 态 下 的 辐射 标准 
能 谱 密 度 ,其 单位 是 您 全， 
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~—~F(v,T7) (1. 4-1) 


普 适 函数 R(v,7T) 和 zxrC) 可 以 由 实验 测定 。 设 想 这 样 一 种 物 
体 , 它 在 任何 温度 下 都 完全 吸收 照射 在 它 表 面 上 的 任何 频率 的 辐 
射 , 即 它 的 吸收 本 领 a(w,T) 伍 等 于 1。 这 种 物体 称 为 绝对 黑体 ( 简 
称 黑 体 )。 黑 体能 发 射 辐射 , 记 其 发 射 本 领 为 eetv,T), 有 


eolv,T)=F(v,T)= Tur() (1. 4-3) 


如 果 能 够 测 出 黑体 的 发 射 本 领 ,就 得 到 普 适 尊 数 下 (人 ,并 )， 从 而 可 
以 得 到 ur(v)。 : 

问题 首先 是 要 制 各 

出 黑体 。 黑 体 是 理想 化 

的 物体 , 实际 中 的 任何 

物体 都 不 是 真正 的 起 

体 。 但 是 ,可 以 做 一 个 密 

封 空 腔 ,再 在 腔 壁 上 开 

一 个 小 孔 。 将 孔 开 得 尽 

量 地 小 ,甚至 还 可 以 在 

空 腔 内 壁 上 安装 许多 防 

图 1.4-1 密封 空 腔 壁 上 开 有 一 个 小 孔 ， 止 对 人 的 辐射 义 立 妈 补 

则 空 腔 壁 小 孔 近 似 于 黑体 ”反射 出 去 的 模 隅 档 , 这 

样 在 辐射 射 进 这 个 小 孔 

后 ,经 过 内 壁 多 次 反射 

后 重新 再 射出 小 孔 的 辐射 是 极其 微弱 的 ,因此 空 腔 的 小 孔 就 可 以 

近似 看 成 是 黑体 ,如 图 1. 4-1 所 示意 。 将 这 样 的 空 腔 辐 射 器 维持 在 

一 定 的 温度 下 ,使 用 分 光 系 统 和 热电 偶 可 以 实际 测定 小 孔 的 发 射 

本 领 eobv,T) ,从 而 得 到 平衡 辐射 的 标准 能 谱 密度 wrCv)。1899 年 

上 声 默 尔 (O., Lummer) 和 普 林 斯 海 姆 (E. Pringsheim)、1900 年 库 尔 

饱 姆 (F. Kurlbaum) 和 和 鲁 本 斯 (H. Rubens ) 发 表 了 实验 精确 测定 的 
结果 ,如 图 1. 4-2 所 示 。 : 

近代 物理 学 中 极 著名 的 黑体 辐射 问题 就 是 理论 上 如 何 解释 这 
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zxTCAC105J7mn3 + m) 


I T=1646K 


0 1 2 3 4 5 6 .7 8 9 10 A(10™m) 
图 1. 4-2 热平衡 辐射 能 谱 密度 分 布 曲 线 


个 实验 结果 ,建立 实验 曲线 (图 1. 4-2) 的 函数 表示 式 。1894 年 维 思 
(W. Wien) 曾 经 从 热力 学 的 一 般 原理 出 发 ,没有 对 辐射 机 制作 任 
何 具体 假设 ,从 理论 上 推导 出 平衡 辐射 的 标准 能 谱 密 度 必 有 如 下 
的 函数 形式 


MTrC) 一 CoF 坟 ) (1. 4-4) 


式 中 C; 是 常量 , 太 基 ) 是 艺 的 函数 ,但 函数 的 具体 形式 尚 不 能 最 
终 确定 。1896 年 维 轧 再 具体 地 假定 黑体 的 分 子 所 发 射 辐射 的 频率 
,是 分 子 速度 v 的 函数 ,从 而 得 到 与 麦克 斯 韦 的 理想 气体 分 子 速 
度 分 布 律 形式 上 相似 的 表示 式 


， 
ur(v) =C, ee 7 (1. 4-5) 


式 中 Cs 和 Cs 为 常量 ,c 是 光速 。 这 个 表示 式 称 为 维 恩 公式 。1900 
年 6 月 瑞 利 (LL. Rayleigh ) 和 1905 年 金 斯 J. H. jeans ) 根 据 经 典 电 
动力 学 和 统计 力学 又 得 出 另外 一 个 表示 式 
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2 
ur(o) 一 -AT (1.4-6) 


式 中 上 是 玻 尔 兹 曼 常 数 。 这 个 表示 式 称 为 瑞 利 - 金 斯 公式 。 公 式 


(1.4-5) 和 式 (1. 4-6) 都 与 普遍 形式 式 (1. 4-4) 符 合 。 但 是 , 与 实验 


结果 相 比 较 , 如 图 1. 4-2 所 示 , 维 恩 公式 (1. 4-5) 在 高 频 范围 与 实 
验 曲线 符合 得 甚 好 ,而 在 低频 区 域 有 系统 的 偏离 ; 瑞 利 - 金 斯 公式 
(1.4-6) 则 相反 ,在 低频 范围 与 实验 曲线 符合 得 较 好 ,而 在 高 频 区 
域 却 偏离 很 大 。 特别 是 对 于 极 高 频 的 辐射 (~ce), 瑞 利 - 金 斯 公式 
表述 的 wrCu) 趋 于 无 限 大 ,从 而 时 体 辐 射 的 能 通 量 密度 | Cu,T7du 
在 理论 上 是 无 限 大 ,这 与 实验 事实 明显 不 符合 , 称 为 “紫外 发 散 困 “ 

难 或 紫外 灾难 ”。 | 
1900 年 10 一 12 月 普 朗 克 首先 得 到 在 全 频率 范围 内 完全 正确 

地 符合 实验 结果 的 函数 表示 式 


SP 不 
Ur(V) = mT (1. 4-7) 


其 中 必 为 一 个 普 适 常量 , 称 为 普 朗 克 常 数 ,其 值 约 等 于 


hh 二 6, 626X10-3 焦 耳 。 秒 (1. 4-8) 
它 有 作用 量 的 量 纲 , 故 也 称 为 作用 量子 。 人 们 常 记 
1.055 XxX10~* 焦 耳 . 和 (1. 4-9) 


2 
蕊 也 称 为 普 表 郊 第 数 。 表 示 式 (1. 4-7) 称 为 普 衣 克 公 式 。 它 与 普遍 
形式 式 (1. 4-4) 符 合 。 并 且 , 在 高 频 范围 ,hv 沁 kT, 有 e”* 污 1, 普 朗 
克 公 式 化 为 维 因 公式 (1., 4-5); 而 在 低频 范围 ,hv 区 kT, 有 e”** 二 


1 十 各, 普 朗 克 公式 化 为 瑞 利 - 金 斯 公式 (1. 4-6) 。 


普 表 克 最 初 是 利用 内 插 法 将 维 因 公式 和 瑞 利 - 金 斯 公式 衔接 
起 来 而 得 到 公式 (1. 4-7) 的 。 得 到 这 个 公式 之 后 , 普 朋 克 又 设法 从 
理论 上 去 论证 它 。 在 论证 中 ,普度 克 作 了 一 个 非 同 寻 常 的 量子 假 
设 , 这 是 在 近代 物理 学 的 发 展 史 上 具有 重大 意义 的 创举 。 下 面 ,在 
导出 普 朗 克 公 式 中 来 叙述 这 个 量子 假设 。 
平衡 态 下 ,黑体 ( 空 腔 辐 射 器 的 小 孔 ) 发 出 辐射 的 能 谱 密 度 等 
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同 于 空 腔 辐射 器 空 腔 中 辐射 场 的 能 谱 密度 ,就 是 标准 能 谱 密 度 xz 
() 。 空 腔 中 的 辐射 场 可 分 解 成 许多 各 种 频率 的 电磁 驻 波 . 由 于 电 
位 波 是 横 波 , 每 一 种 频率 的 电磁 驻 波 还 有 两 个 不 同 的 偏振 方向。 整 
个 辐射 场 相 当 于 大 量 的 各 种 频率 和 不 同 偶 振 方向 的 简 谐 振子 组 成 
的 力学 体系 。 力 学 中 ,一 个 简 谐 振动 方式 相当 于 一 个 自由 度 。 可 以 
算得 ,单位 体积 内 频率 在 v 和 v 十 dv 间隔 内 的 振动 自由 度 的 数目 
为 . 

nudv= B01, (1.4-10) 
式 中 c 为 光速 ,再 计算 一 个 振动 自由 度 的 平均 能 量 , 对 于 由 大 量 简 
谐振 子 组 成 的 体系 ,平衡 态 下 经 典 的 正 尔 兹 曼 分 布 律 仍 可 应 用 .但 
是 , 倘 者 再 遵循 经 典 力 学 的 观念 ,认为 每 一 个 简 谐 振子 的 能 量 可 以 
在 0 到 ce 之 间 连 续 取 值 , 则 一 个 振动 目 由 度 的 平均 能 量 为 


全 区 
| se 一 /de 
0Q 
一 一 一 
| ee 一 </ 好 de 
0 


这 就 是 能 量 均 分 定理 。 于 是 ,平衡 态 下 辐射 场 的 能 谱 密 度 wr(v) 二 


m 5 一 24T ,这 就 是 瑞 利 - 金 斯 公式 (1. 4-6) 。 普 朗 克 假设 ,一 个 简 


谐振 子 的 能 量 是 不 能 连续 取 值 的 ,只 能 取 某 个 基本 单元 能 量 6 的 
整数 倍 , 即 


—kl (1. 4-11) 


tNné0, 1 一 0 1 2 3 (1. 4-12) 
于 是 : 
D> neve” ot! 
— 并 二 人 
E 一 一 一 
Dye 
匠 二 必 
一 | 一 一 jn e 一 eol | 
| op 2 B=1/AT 
€ 
DT (1. 4-13) 
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其 中 最 后 一 步 利 用 了 等 比 级 数 的 求 和 公式 ,算得 > er = 
(1 一 es%) 1。 结合 式 (1. 4-10), 则 有 z 


87v’ bo 
C3 ei—] 


要 求 上 式 与 普遍 形式 式 (1. 4-4) 符 合 ， 必须 取 基本 单元 能 量 eo 正 
比 于 简 谐 振子 的 频率 v, 即 : 


(1. 4-14) 


ur(v) 一 — Hy, E 一 


eo= hv ， (1. 4-15) 
代 回 式 (1. 4-14), 便 是 普 朗 克 公 式 (1. 4-7)。 上 式 中 的 比例 系数 到 
就 是 普度 克 和 常数 ,其 量 值 可 通过 黑体 辐射 的 理论 公式 与 实验 结果 
相 比 较 而 确定 , 普 关 克 当 时 得 到 hh 二 6.55X10™“ 焦 耳 ， 秒 ,现今 公 
认 的 近似 值 如 式 (1. 4-8) 所 示 。 
普 角 元 的 量子 假设 指 出 微观 简 谐振 子 ( 在 黑体 辐射 间 题 中 指 
的 就 是 空 腔 辐射 器 空 腔 中 辐射 场 的 电磁 驻 波 振子 ) 的 能 量 取 值 是 
不 连续 的 ,频率 为 以 或 者 说 角 频 率 为 w) 的 简 谐 振子 的 能 量 只 取 eo 
=hv 二 fw 的 整数 倍 。 微观 简 谐振 子 可 以 由 于 发 射 或 吸收 辐射 而 改 
变 能 量 , 这 揭示 出 辐射 的 能 量 被 微观 简 谐 振子 发 射 或 吸收 都 只 能 
是 一 份 一 份 的 , 即 量 子 化 的 ,被 发 射 或 被 吸收 的 辐射 的 一 份 能 量 值 
等 于 
6 =hvu=fw (1. 4-16) 
式 中 v( 或 w) 是 辐射 的 频率 (或 角 频 率 )。 在 普天 克 的 量子 假设 中 ， 
普 朗 克 常 数 h 起 着 关键 的 作用 。 在 可 以 相对 地 视 h0 的 场合 , 简 
谐振 子 的 能 量 仍然 认为 是 可 连续 变化 的 。 


1. 4-2 光电 效应 与 爱 因 斯 坦 的 光量 子 论 


光电 效应 最 早 是 赫兹 在 1887 年 发 现 的 , 当 光 束 照 射 在 金属 表 
面 上 时 ,有 电子 从 金属 中 发 射出 来 ,这 就 是 通常 所 指 的 光电 效应 。 
研究 光电 效应 的 实验 装置 如 图 1. 4-3 所 示 。 两 块 电极 4 和 天 密封 
在 高 真空 的 玻璃 管内 ,加 上 适当 的 电压 。 阴 极 天 的 表面 涂 有 感光 
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图 1.4-3 ”研究 光电 效应 的 实验 装置 示意 图 


金属 层 。 若 有 光束 通过 和 窗口 照射 在 阴极 上 ,使 电子 从 阴极 逸 出 , 电 
路 中 就 出 现 电流 。 实 验 给 出 如 下 基本 规律 ， 

” “(1) 当 入 射 光 的 频率 高 于 一 定 值 ,在 一 定 的 光 强 下 ,光电 流 随 
着 加 在 两 电极 上 的 电压 增 大 先是 增 大 ,然后 趋 于 一 个 饱和 值 i,, 如 
图 1.4-4(a) 所 示 。 饱 和 的 光电 流 强 度 与 人 射 光 强 了 成 正比 ,如 图 
(b) 所 示 , 这 意味 着 单位 时 间 内 从 阴极 发 射出 的 光电 子 数 与 人 射 
光 强 成 正比 。 

(2) 如 果 在 两 电极 加 上 反 向 电压 , 当 反 向 电压 的 值 不 太 大 , 仍 
存在 一 定 的 光电 流 ,表明 从 阴极 发 射出 的 光电 子 虽然 已 消耗 等 于 
金属 脱出 功 的 能 量 但 仍 剩余 有 一 定 的 动能 ,它们 可 以 克服 减速 电 
场 的 阻碍 到 达 阳 极 。 但 当 反 向 电压 大 到 一 定 值 V,, 光 电流 就 减少 
到 零 。Vo 称 为 光电 效应 的 临界 遏止 电压 , 它 与 人 射 光 强 无 关 , 如 图 
(a) 所 示 , 这 意味 着 光电 子 从 人 射 光 获 得 的 能 量 与 人 射 光 强 无 关 。 

(3) 改 变 入 射 光 的 频率 v, 临 界 遏 止 电 压 V。 则 随 之 改变 ,Vo 与 
v 成 线性 关系 ,wv 减 小 时 V。 也 减 小 ,如 图 (c) 所 示 。 当 v 低 于 某 个 频 
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图 1.4-4 光电 效应 的 实验 规律 


率 w 时 ,Vo 减 小 到 零 ,在 这 情况 下 无 论 人 射 光 强 多 大 ,也 无 论 光照 
时 间 多 长 ,都 不 再 发 生 光 电 效 应 ,如 图 (d) 所 示 , 表 明光 电子 从 入 身 
光 获 得 的 能 量 与 人 射 光 的 频率 密切 相关 。 频率 w 称 为 光电 效应 的 
临界 截止 频率 , 它 是 阴极 上 感光 金属 物质 的 属性 ,与 人 射 光 强 无 
(4) 当 光 东 照 射 到 阴极 上 ,只 要 入射 光 的 频率 大 于 临界 截止 频 
率 , 则 无 论 光 强 如 何 微弱 ,几乎 在 开始 照射 的 同时 就 有 光电 子 从 阴 
极 逸 出 ,实际 上 观测 不 到 时 间 弛 殉 ( 弛 珍 时 间 不 会 超过 10-" 秒 )。 
。 光 的 波动 理论 完全 无 法 解释 上 述 实 验 规律 。 按 照 光 的 波动 理 
论 , 人 射 光 波 照射 在 金属 上 连续 地 输送 能 量 , 而 金属 中 的 电子 作 受 


迫 振 动 从 光波 连续 地 吸收 能 量 直到 振幅 足够 大 而 逸 出 金属 表面 ， 
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电子 在 单位 时 间 内 获得 的 能 量 应 与 人 射 光 强 成 正比 而 与 光 的 频率 
高 低 无 关 , 任 意 频率 的 光波 入 射 都 能 产生 光电 效应 。 田 外 ,光电 子 
的 能 量 积累 需要 时 间 , 人 人 射 光 强大 则 电子 能 量 积累 的 时 间 短 , 光 强 
小 则 能 量 积累 的 时 间 长 .实验 上 可 以 做 得 和 人 射 光 强 小 到 (者 按 光 的 
波动 理论 估算 ) 使 光电 子 能 量 积累 到 逸 出 金属 表面 的 时 间 弛 聊 达 
儿 十 分 钟 甚至 超过 一 小 时 。 
1905 年 爱 因 斯 坦 将 普 朗 克 的 量子 假设 予以 发 展 后 应 用 到 光 
电 效应 问题 上 。 他 提出 : 光 不 仅 在 被 发 射 和 被 吸收 这 样 的 瞬时 过 程 
中 表现 出 量子 性 ,而 且 在 空间 传播 的 过 程 中 始终 具有 量子 性 , 光 的 
能 量 在 本 质 上 就 是 一 份 一 份 地 集中 着 ;每 一 份 能 量 是 相应 单 色光 
波 的 能 量 最 小 单位 , 它 等 于 
E=hv=hw (1. 4-17) 
式 中 v( 或 w) 是 单 色光 波 的 频率 (或 角 频 率 ),h( 或 ) 是 普度 克 常 
数 。 光 是 一 种 物质 ,携带 能 量 为 五 [由 式 (1.4-17) 决 定 J 的 那 一 份 光 
被 爱 因 斯 坦 称 为 光量 子 ,1926 年 由 刘易斯 (G.N. Lewis) 定 名 为 光 
于 。 
按照 爱 因 斯 坦 的 光量 子 论 ,光电 效应 中 当 光 束 照 射 到 金属 上 ， 
光量 子 一 个 一 个 地 打 在 金属 的 表面 ,会 发 生 光 量子 与 金属 中 电子 
的 碰撞 ,电子 要 么 吸收 一 个 光量 子 , 要 人 么 完全 不 吸收 。 如 来 电 了 于 吸 
收 一 个 光量 子 , 则 有 


hy 二 A 十 亏 吉 y= 4 十 eV， (1. 4-18) 


式 中 4 是 金属 的 脱出 功 ,w。 为 光电 子 逸 出 金属 表面 时 的 初始 速 
率 ,Vo 为 临界 遏止 电压 。 上 式 称 为 光电 效应 的 爱 因 斯 坦 公 式 , 它 完 
全 解释 了 光电 效应 的 上 述 所 有 实验 结果 。 人 射 光 强大 表明 光量 子 
流 密度 大 ,于 是 在 单位 时 间 内 金属 中 吸收 光量 子 的 电子 数目 多 ,从 
而 饱和 光电 流 强度 大 ;但 是 无 论 光量 子 流 密度 的 大 小 如 何 , 一 个 电 
子 只 吸收 一 个 光量 子 , 故 一 个 电子 获得 的 能 量 与 人 射 光 强 无 关 , 而 
与 光 的 频率 成 正比 。 式 (1. 4-18) 直接 指出 临界 遏止 电压 Vo 与 人 射 
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光 的 频率 v" 成 线性 关系 ; 当 v 降低 趋 于 临界 截止 频率 mw 时 ,V。 趋 


于 零 ,hu。 一 A, 得 知 一 分 与 金属 物质 的 属性 有 关 ; 而 车 v<w, 光 
量子 的 能 量 hv<4, 金 属 中 电子 吸收 光量 子 后 获得 的 能 量 小 于 金 
属 的 脱出 功 ,不 能 逸 出 金属 表面 ,所 以 光电 效应 不 能 发 生 。 另 外 , 光 
量子 与 电子 之 间 的 碰撞 是 瞬时 的 ,因此 产生 光电 效应 的 弛 珍 时 间 
极 短 ， 
1916 年 密 立根 用 精密 的 实验 证 实 了 爱 因 斯 坦 公式 (1. 4-18)。 

密 立 根 采用 锂 、 钠 、 钾 、 镁 . 铝 及 铜 等 金属 作 有 阴极 表面 涂 层 ,得 到 临 
界 过 止 电压 与 人 射 光 频 率 之 间 严 格 的 线性 关系 (对 于 金属 钠 , 如 图 


临界 过 止 电压 (伏特 )》 


8 12 
人 和 人 射 光 频 率 (104 替 效 ) 


图 1. 4-5 ”对 于 金属 钠 , 上 临界 中止 电 压 与 人 射 光 频 率 之 间 关 系 的 密 立 
根 实验 测量 结果 


1.4-5 所 示 ) ;并 且 , 由 直线 的 斜率 (等 于 二 ) 测 得 普 朗 克 常数 的 值 


为 6.56X10“ 焦 耳 。 秒 ,与 普 朗 克 从 黑体 辐射 实验 中 得 到 的 产值 
”很 好 地 符合 .这 样 ,确认 了 爱 因 斯 坦 的 光量 子 论 应 用 于 光电 效应 获 
得 完全 成 功 。 
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1916 年 爱 因 斯 坦 又 首次 指出 :光量 子 不 仅 有 能 量 ,而 且 有 动 
量 ,其 动量 的 大 小 p 与 相应 平面 单 色光 波 的 波长 人 之 间 有 关系 式 
-他 (1. 4-19) 
注意 到 平面 单 色 光波 的 波长 与 波 矢 上 的 大 小 之 间 的 关系 式 是 
= 守 , 波 矢 的 方向 与 波 面 的 法 向 一 致 , 即 光量 子 的 动量 方向 ,因此 
上 式 应 写成 : 
p= 友 k (1. 4-20) 
式 (1. 4-17) 和 式 (1. 4-20) 统 称 为 光 的 波 粒 二 象 性 的 爱 因 斯 坦 关系 
式 。 
整个 电磁 辐射 谱 的 频率 (波长 . 波 数 ) 与 光量 子 能 量 之 间 的 对 
应 关系 如 图 1. 4-6 所 示 。 


1. 4-3 X 射线 的 康 普 顿 散 身 


1922 年 康 普 顿 在 XX 射线 散射 实验 中 ,将 单 色 基 射线 投射 到 
石墨 上 ,如 图 1. 4-7 所 示意 ,发 现 沿 不 同方 向 散射 的 X 射线 都 包含 
有 两 种 不 同 波长 的 成 分 :一 种 的 波长 与 人 射 X 射线 的 波长 相同 ; 
男 一 种 的 波长 则 比 入 射 X 射线 的 波长 更 长 ,并 且 波 长 的 改变 量 与 
散射 角 有 确定 的 关系 , 随 散 射 角 增 大 而 增加 。 这 个 实验 现象 应 用 旗 
的 波动 理论 无 法 解释 ， 按 照 经 典 电 磁 理 论 , 当 电 磁 波 和 人 射 物 质 , 人 迫 
使 物质 原子 内 的 电子 以 人 射流 的 频率 振动 , 振动 者 的 电子 将 向 各 
个 方向 发 射 与 人 射 波 同 频率 的 电磁 波 , 即 散 射 波 只 具有 与 人 射 波 
相同 的 波长 。 1923 年 康 普 顿 应 用 爱 因 斯 坦 的 光量 子 论 对 这 个 现象 
作出 了 圆满 的 解释 ,因而 通常 将 X 射线 散射 后 波长 增 大 的 现象 称 
为 康 普 顿 效应 。 

康 普 顿 将 X 射线 入 射 的 物质 原子 内 的 电子 看 成 是 自由 和 况 
止 的 ;将 X 射线 被 物质 散射 看 作 是 X 射线 束 的 光量 子 与 散射 物质 
中 的 自由 电子 之 疗 的 碰撞 过 程 ,过 程 中 体系 的 能 量 和 动量 都 守恒 。 
如 图 1. 4-8 所 示 。 由 于 X 射线 的 波长 很 短 , 光 量子 的 能 量 与 电子 的 
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频率 (Hz) 光 子 能 量 (eV ) 波长 (cm) 波 数 (cm-1) 


1] 013 


1010 


10* 


图 1.4-6 电磁 辐射 谱 


静 能 可 以 相 比 , 故 两 者 碰撞 的 能 量 守恒 和 动量 守恒 定律 须 应 用 相 
对 论 性 的 公式 来 表述 , 即 


hv 二 mc 二 hv' 十 


mc’ 


(1.4-21) 


Ea 
] 一 一 
ci 
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图 1.4-8 光量 子 被 自由 电子 散射 


ntiv 


z 人 一 cos0 十 


(1. 4-22) 


0 一 艺 sing 一 sin® (1. 4-23) 


U 
1 一 一 
C2 


式 中 mm 是 电子 的 静止 质量 ,v 是 电子 的 反 冲 速率 ,将 上 面 三 式 联 立 
消去 变量 9 和 wv, 并 注意 到 X 射线 的 频率 v 和 波长 4 之 间 有 关系 式 


,二 二 ,于 是 得 到 


Ay=u—y = (1 一 cosb) (1. 4-24) 
mc z 
即 有 
Ah 一 4 一 1 一 了 (1 一 cosb) (1.4-25) 
mc 
式 中 记 
_hk ~ 一 12 
一生 一 2.426X10-2 米 (1. 4-26) 


称 为 电子 的 康 普 顿 波长 ,是 表征 电子 相对 论 性 量子 性 质 的 一 个 常 
量 , 则 式 (1.4-25) 写 成 

AAA 一 ， 一 人 一 1 人 (1 一 cosD0) (1. 4-27) 
上 式 表 明 ,X 射线 散射 后 波长 的 改变 量 A4 与 人 射 X 射线 的 波长 
无 关 , 也 与 散射 物质 无 关 , 只 随 散 射 角 9 的 增 大 而 增加 。 上 式 称 为 
X 射线 散射 的 康 普 顿 公 式 。 由 式 (1. 4-24) 还 可 以 推 得 散射 后 光量 
子 的 能 量 表示 式 为 : 


2 
几 = 本 一 一 一 一 ， = (1. 4-28) 
y+ (lcos0) 
代 回 式 (1. 4-21), 又 推 得 反 冲 电子 的 动能 为 
Er=hv— hv = (1. 4-29) 
1 工 
7 (1— cos0) 


康 普 顿 为 了 定量 地 验证 式 (1. 4-25), 再 次 进行 了 X 射线 对 石 
墨 的 散射 实验 。 图 1. 4-9 示 出 了 用 名 的 尺 , 线 (4 二 0.7126A ) 作 为 
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人 射 X 射线 被 石墨 散射 后 在 四 
个 不 同 散 射 角 2 上 测 到 的 散射 
线 。 例 如 对 于 9=90* 的 情形 ,理论 
公式 预言 AA= 二 ,其 值 由 式 
(1.4-26) 示 出 ,实验 测 得 A4= 
0. 0243A ,理论 与 实验 结果 完全 
一 致 。 另 一 方面 ,1923 年 博 特 
(W. Bothe) 和 威 尔 还 (C. 工 . R. 
Wilson) 观 测 到 康 普 顿 效应 中 的 
反 冲 电子 ;1925 年 博 特 和 盖 革 证 
实 , 散 射 光 量子 和 反 冲 电子 是 同 
时 出 现 的 ;1927 年 布 勒 斯 (A. A. 
Bless ) 实验 测定 反 冲 电子 的 能 
量 , 结果 与 理论 推 得 的 式 
(1. 4-29) 完 全 一 致 ,这些 ,决定 性 
地 证 明了 光量 子 论 的 正确 性 。 光 
量子 具有 一 定 的 运动 质量 .能 量 


700 0.750 和 动量 ,并 且 在 与 电子 的 单个 大 
CA) 擅 事 件 中 ,严格 遵从 能 量 守恒 定 

律 和 动量 守恒 定律 。 
图 1.4-9 钼 天 。 线 被 石 时 散 ”至 于 说 散射 的 X 射线 中 包 
射 , 康 普 顿 得 到 的 实验 结果 含有 与 人 射线 波长 相同 的 成 分 ， 
那 是 由 于 散射 物质 原子 的 内 层 还 


有 多 个 电子 的 缘故 。 原 子 内 层 的 电子 (特别 是 重 原子 内 层 的 电子 ) 
受 束缚 较 紧 ,不 能 看 成 是 自由 电子 ,人 射 的 光量 子 若是 与 这 种 电子 
碰撞 , 则 实际 上 是 在 与 一 个 质量 很 大 的 原子 作 弹性 碰撞 ,在 式 
(1. 4-25) 若 用 原子 质量 M 替代 电子 质量 m, 有 Ai 一 0。 另 外 ,原子 
内 最 外 层 的 电子 事实 上 也 并 不 是 静止 的 。 这 导致 散射 的 X 射线 谱 
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随 散射 物质 不 同 会 有 变化 ,反映 出 不 同 元 束 原 子 内 的 外 层 电 子 处 
于 不 同 的 运动 状态 。 由 散射 X 射线 谱 的 轮廓 可 以 测定 原子 内 外 层 
电子 的 动量 分 布 。 

如 果 光 量子 是 与 高 能 电子 碰撞 , 则 情况 会 反 过 来 ,高 能 电子 将 
一 部 分 能 量 转 给 光量 子 ,使 散射 X 射线 的 频率 变 高 ,波长 变 短 ,这 
称 为 逆 康 普 顿 效应 , 圆 型 加 速 器 中 的 高 能 电子 会 产生 同步 辐射 ,而 
同步 辐射 的 光量 子 又 会 与 高 能 电子 碰撞 ,引起 逆 康 普 顿 效 应 。 

” 康 普 顿 效 应 与 光电 效应 都 是 由 人 射 光 量子 与 靶 电 子 碰 擅 而 引 
起 的 ,但 前 者 属于 光量 子 与 自由 电子 相互 作用 的 效应 ,而 后 者 属于 
光量 子 与 束缚 电子 相互 作用 的 效应 (对 目 由 电子 无 法 产生 光电 效 
应 )。 光 量子 与 物质 相互 作用 的 这 两 种 效应 各 有 一 定 的 发 生 几 率 ， 
其 大 小 随 物 质 的 不 同 而 不 同 , 也 与 人 射 光 量子 的 能 量 大 小 有 关 .。 一 
般 说 来 ,人 射 光量 子 的 能 量 较 小 则 发 生 光 电 效 应 的 几率 较 大 ;者 入 
射 光量 子 的 能 量 大 , 康 普 顿 效应 的 发 生 几 率 就 可 能 超过 光电 效应 。 
当 光 量子 的 能 量 大 于 电子 静止 质量 的 两 倍 (1. 022MeV ) 时 ,还 可 
光量 子 在 原子 的 核 附近 转化 为 一 对 正 、 负 
电子 。 其 次 ,光量 子 与 电子 碰撞 还 可 能 引起 其 它 一 些 效应 ,例如 使 
原子 、 分 子 中 的 电子 激发 (但 没有 电离 ) 等 .这 些 效应 都 确凿 地 揭示 
出 光 的 量子 性 。 

但 是 ， 大 量 实验 现象 仍然 明确 肯定 光 具 有 波动 性 。 正 是 劳 厄 于 
1912 年 提出 的 X 射线 晶体 衍射 实验 证 实 了 X 射线 是 波长 很 短 的 
电磁 波 ;在 康 普 顿 散射 实验 中 ,也 仍 是 利用 品 体 衍射 方法 测定 散射 
X 射线 的 波长 。 爱 因 斯 坦 的 光量 子 论 明确 指出 :一 列 平面 单 色光 
中 ,光量 子 的 能 有 量 和 动量 分 别 是 由 这 列 光波 的 频率 和 波 和 按照 爱 
因 斯 坦 关 系 式 (1. 4-17) 和 式 (1. 4-20) 来 确定 的 。 这 表明 , 光 既 不 是 
狭隘 意义 上 的 波 ， 也 不 是 经 典 意义 上 的 粒子 流 ， 光 具有 波 粒 二 象 
性 。 光 是 由 光量 子 组 成 的 ， 但 是 由 于 普 朗 克 常 数 极 小 ， 频 率 不 十 
分 高 的 光量 子 的 能 量 和 动量 很 小 ， 在 通常 很 多 场合 中 单个 光量 子 
难以 显示 出 可 观测 的 效应 ， 看 到 的 是 大 量 光 量子 的 统计 行为 , 即 、 
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光 的 波动 性 ;但 是 在 另 一 些 场 合 ， 特 别 是 在 涉及 光 的 发 射 、 吸 收 
和 散射 等 过 程 中 ， 单 个 光量 子 产生 的 效应 会 明显 地 呈现 出 来 ， 并 
且 可 以 期 望 ， 光 的 频率 越 高 〈 波 长 越 短 )， 光 的 粒子 性 《量子 性 ) 
将 越 明 显 。 


3 1.5 原子 态 的 量子 化 


在 已 经 说 明了 光 具 有 波 粒 二 象 性 之 后 、 接 着 再 说 明 实物 粒子 
具有 波 粒 二 象 性 之 前 ,本 节 叙 述 原 子 态 的 量子 化 。 目 的 是 介绍 产子 
内 部 运动 的 一 个 由 实验 有 力 揭 示 甚 至 被 实验 直接 证 实 的 特性 , 指 
出 应 用 物理 经 典 概念 和 理论 来 解释 这 个 特性 是 失败 的 ,因此 ,在 原 
子 物 理学 的 发 展 史上 ,人 们 必定 要 寻求 物理 新 思想 ,注意 到 电子 的 
波 粒 二 象 性 。 

1. 5S-1 原子 光谱 的 实验 规律 


由 原子 的 核 式 结构 ,但 若 按照 经 典 理论 ,为 了 保持 原子 的 稳定 
性 ,就 必须 设想 原子 内 的 电子 绕 核 作 圆周 (或 椭圆 ) 运 动 。 由 于 匀速 
率 圆周 运动 是 加 速 运动 ,而 电子 作 加 速 运动 将 会 发 射电 磁 波 。 如 果 
电子 圆周 运动 的 周期 是 7, 则 发 射 的 电磁 波 的 周期 也 是 工 , 即 频率 
v 二 1/T。 原 子 随 着 不 断 发 射电 磁 波 而 消耗 能 量 , 使 得 电子 运动 的 
轨道 半径 连续 不 断 地 变 小 ,因而 运动 周期 不 断 地 减 小 。 最 后 ,原子 
内 的 电子 会 很 快 被 吸引 到 达 核 上 ;而 在 这 过 程 中 ,原子 发 射电 磁 波 
的 频率 会 不 断 地 增 大 ,频谱 应 该 是 连续 的 。 然 而 事实 上 ,原子 确实 
是 稳定 地 存在 着 .并 且 , 通常 原子 内 的 电子 在 核 的 周围 是 处 于 无 辐 
射 状 态 ; 当 原子 处 于 激发 态 时 会 发 射 光 辐射 ,但 原子 的 光谱 不 是 连 
续 的 ,而 是 线 状 的 分 立 谱 。 

1. 所 原子 光谱 

氢 原 子 光 谱 可 以 这 样 得 到 :将 放电 管 抽空 后 充 以 微量 的 氢气 ， 
就 构成 了 氢 放 电 管 :再 在 两 电极 上 加 上 数 千 伏 的 电压 ,使 管内 放 
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电 ,在 放电 管 的 窗口 处 利用 摄 谱 仪 就 可 以 摄 得 氢 原 子 在 可 见 和 近 
紫外 区 域 的 发 射 光谱 , 另外 ,太阳 和 其 它 恒星 也 发 射 氧 光谱 , 实验 
观测 到 氢 原 子 光谱 是 线 状 谱 , 谱 线 有 一 定 的 位 置 ( 即 有 确定 的 波长 
值 ) ,彼此 之 闻 分 立 但 排列 得 非常 有 规则 。 

人 们 已 经 找 出 了 和 氧 原子 光谱 的 实验 规律 。 最 早 是 1885 年 巴 耳 
末 (J.J.Balmer) 发 现 , 当时 已 经 观测 到 的 毛 原 子 光 谱 线 的 波长 可 
以 简单 地 表示 为 


A=B 一 一 一 3 a . n=3,4,5,0,*" (1. 5-1) 


式 中 B= 二 3646A 。 谱 线 若 用 波 数 表示 ,定义 波 数 2 为 波长 的 倒 
数 , 即 


Uv 
z J (1. 5-2) 
则 有 
5 一 Rar( 方 一 元 )， 1 一 3,4;5，6，… (1. 5-3) 


式 中 Ra 称 为 氧 原子 的 里 德 伯 (J. R.Rydberg) 常 数 ,其 值 实验 测 得 
近似 为 
Rn 二 1.0967758X10’ 米 (1. 5-4) 

氨 原 子 光 谱 中 由 式 (1. 5-3) 表 示 的 这 一 组 谱 线 就 称 为 巴 耳 末 线 系 。 
这 个 线 系 的 谱 线 基本 .上 都 分 布 在 可 见 区 ,其 中 最 著名 的 是 红色 人 H。 
线 (n 二 3,5 二 0.1523321X10' 米 -:，, 相应 于 在 空气 中 波长 = 6563 
入 ) . 随 着 ”的 增 大 , 谱 线 的 波 数 越 来 越 大 (波长 越 来 越 短 ) ,而 相 邻 
谱 线 的 间隔 越 来 越 小 , 当 n 一 00,v。 8=0. 2741940X10’ 米 …!， 
是 这 个 线 系 的 极限 谱 线 的 波 数 ( 相 应 于 波长 \ 一 3646A)。 图 1.5-1 
是 巴 耳 末 线 系 的 示意 图 。 

到 了 20 世纪 ,又 相继 在 紫外 区 和 红外 区 发 现 了 氧 原子 光谱 的 
其 它 线 系 。1916 年 ,在 紫外 区 发 现 有 一 个 线 系 , 称 为 束 曼 (T. 


”Lyman) 线 系 ,其 波 数 表示 式 为 
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3646. 0 
835. 4 
889. 1 
970. 1 
101.7 

4340.5 

4861.3 

6562. 8 大 


yA 


HyH:He He HH， 
30000 25000 20000 15000 
波 数 (cm-!) 
图 1. 5-1 氨 原 子 光 谱 巴 耳 末 线 系 示意 图 
> 1 1 
v=Rn(js 2) n= 二 2,3,4,5,* (1. 5-5) 
在 红外 区 ,1908 年 发 现 帕 邢 (F. Paschen) 线 系 ,其 波 数 表示 式 为 
~ 1 1 
v= Rplz 72) n=4,5,0,*** (1]. 5-6) 
1922 年 发 现 布 喇 开 人 CE. Brackett) 线 系 
5 一 Ra( 访 一 坊 ) 1 一 D 6 7， (1. 5-7) 
1924 年 发 现 普 芳 德 (H. A. Pfund) 线 系 
~ ] } 
"一 人 aa 一 50， n=60,7,8,""" (1. 5-8) 


上 面 诸 式 中 的 Ra 同 是 由 式 (1. 5-4) 所 示 的 氨 原 子 里 德 但 常数 。 这 
样 ,逐渐 地 确认 了 和 氢 原 子 的 光谱 是 由 许多 线 系 组 成 ,各 个 线 系 的 谱 
人 

k=]1,2,3,4,5, 


一 Rn 个 一 轴 )， 1 一 & 十 ] ,十 2 ,天 十 3 (1. 3-9) 


式 中 ， k 二 1 ,2,3,4,5,… 分 别 代表 各 个 线 系 ;对 于 一 个 确定 的 线 系 ， 
k 取 一 个 确定 值 ,n= 二 十 1,k& 十 2,k 十 3,… 对 应 于 这 个 线 系 中 的 各 
条 谱 线 。 表 示 式 (1. 5-9) 称 为 广义 巴尔 末 公 式 , 它 与 实验 观测 结果 
符合 得 很 好 ,相当 精确 地 反映 了 和 氢 原 子 光谱 的 实验 规律 。 
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2. 类 和 氧 离子 的 光谱 

类 和 氨 离 子 ( 例 如 一 次 电离 的 氨 离 子 He* .二 次 电离 的 锂 离 子 
Li++ 三 次 电离 的 钙 离 子 Be+++ 等 ) 核 外 只 有 一 个 电子 ,这 类 似 于 
氢 原 子 , 但 核 的 电荷 数 Z 盖 1, 核 的 质量 数 4 之 1, 这 又 不 同 于 氢 原 
子 。 

早 在 1897 年 毕 克 林 (E. C. Pickering) 在 观测 船舱 座 6 星 的 光 
谱 中 发 现 了 氨 离 子 He+ 的 一 个 线 系 ,后 来 称 为 毕 克 林 线 系 , 如 图 
1. 5-2 所 示 ,其 谱 线 的 波 数 表 示 为 


25000 20000 15000 
波 数 (cm-!) 


图 1.5-2 ”He 光谱 兽 的 毕 克 林 线 系 及 其 与 氨 原 子 巴 耳 末 线 系 的 比较 


-一 一 小 7 一 0 057 
2 


(1. 5-10) 


式 中 ,里 德 伯 常 数 Rs. 的 值 实验 测定 近似 为 
Rn.=].0972227X 10’ 米 一 (1. 5-11) 
它 稍 大 于 氢 原 子 的 里 德 伯 常 数 Rs 式 (1. 5-4)。 
此 后 ;又 陆续 观测 到 了 He* 光谱 的 其 它 线 系 [ 福 勒 线 系 (%== 


3) .第 一 赖 曼 线 系 和 第 二 赖 曼 线 系 (& 一 1 和 2) 等 , 见 式 (1. 5-12)]， 
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并 且 还 发 现 了 另外 的 类 氢 离 子 (Li+ 、 Be 等) 光谱 的 各 个 线 系 。 
每 种 类 氧 离子 的 光谱 线 的 波 数 总 可 以 表示 为 


~ 1 1 k=1,2,3,4,.… 
i 2 四 而 mm 


式 中 2 是 类 氢 离 子 的 核 的 电荷 数 ,K 是 类 和 氢 离 子 的 里 德 伯 常数 ， 
其 值 总 比 氨 的 Ra 稍 大 :并且 随 不 同类 和 氢 离 子 的 核 的 质量 不 同 而 
略 有 差异 ， 

3. 碱 金属 原子 的 光谱 : 

磊 念 属 元 素 和 包括 锂 (Li,Z=3). 钠 (Na,Z=11)、 钾 (K,Z 
= 19)、 钢 (Rb,Z=37)、 铭 (Cs;,Z=55) 和 久 (Fr,Z=87) 等 元 素 。 从 
化 学 上 看 ,它们 都 是 金属 性 极 强 的 一 价 元 素 。 从 原子 内 部 的 结构 来 
看 ,这 类 元 素 的 原子 是 一 类 多 电子 原子 ,原子 的 最 外 层 都 有 一 个 电 
子 与 原子 核 结合 得 较 松 ,容易 电离 , 它 称 为 价 电子 ;原子 内 其 余 的 
Z 一 1 个 电子 分 布 在 较 内 层 , 与 原子 核 结 合 得 较 紧 ,和 原子 核 一 起 
形成 一 个 稳固 的 集团 , 称 为 原子 实 , 所 带 净 电荷 是 十 ce。 因此 , 碱 金 
属 原 子 可 以 看 作 是 由 一 个 稳固 的 原子 实 和 其 外 围 的 一 个 价 电子 组 
成 的 体系 ,这 里 所 说 碱 金 属 原子 的 光谱 ,是 指 价 电 子 在 围绕 原子 实 
运动 中 发 射 的 光谱 。 

实验 发 现 , 碱 金 属 原子 的 光谱 也 分 成 右 干 线 系 , 一 般 观 测 到 的 
有 四 个 线 系 :主线 系 、 第 一 辅 线 系 ( 又 称 为 漫 线 系 ) .第 二 辅 线 系 ( 又 
称 为 锐 线 系 ) 和 柏 格 曼 (A. Bergmann) 线 系 (又 称 为 基线 系 )。 图 
1.5-3 示 出 了 锂 原子 光谱 的 这 四 个 线 系 。 别 的 碱 金 属 元 索 也 有 类 
似 的 原子 光谱 线 系 , 只 是 相应 谱 线 的 波长 不 同 。. 例 如 锂 的 主线 系 的 
第 一 条 线 是 红线 ,波长 4=6708A , 而 钠 的 主线 系 的 第 一 条 线 就 是 
著名 的 黄 线 ,波长 4=5893 A, 钾 的 主线 系 第 一 条 线 的 波长 4 
一 7680A 。 里 德 伯 于 1896 年 总 结 出 各 个 碱 金属 元 亲 的 原子 光谱 名 
线 系 的 波 数 的 表示 式 , 对 于 锂 原子 ,四 个 线 系 的 波 数 的 表示 式 分 别 
n 

主线 系 p= Ru[ ga CA] 1 一 93 4， 
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40000 30000 20000 10000 波 数 (cm-1) 


| a 
川 |】 | 第 一杯 
由 1 | | | 第 -轴线 


| | | “| 柏 格 香 线 系 


2500 3300 5000 10000 ”波长 (和) | 


图 1.5-3 锂 原子 光谱 的 四 个 线 系 


1 1 人 二 蝇 必 
第 一 辅 线 系 0=Ru[ta 一 A 一 0m 二 237]， 2 一 3,4,5， 
第 二 辅 线 系 "一 RalLz7 4， )2 (天 一 A A n 二 3,4,9， 


柏 格 曼 线 系 ,一 =Rul ra Ay A ep Gay 1 一 4 996，… 


《1. 5-13) 
对 于 钠 原 子 , 四 个 线 系 的 波 数 的 表示 式 为 


- 1 ] ， 
主线 系 v= Rwl Ay Cj 1 一 3 4，50， 


~ 1 一 .. 
第 一 辅 线 系 v= Rw 3 A Cay n=3,4,9， 


第 二 辅 线 系 v= Ryl n=4,5,6,.… 


1 1 1 
(3—A)? (n—A)i-’ 


柏 格 曼 线 系 5 一 Ru[ n=4,5,6,... 


1 1 
(3—As)? (nm—Ay)?- 
/ (1. 5-14) 
上 述 诸 式 中 , 碱 金属 原子 的 里 德 伯 常 数 的 值 比 毛 原子 的 里 德 伯 常 
数 Rr 的 值 [如 式 (1. 5-4) 所 示 j 稍 大 ,并 有 是 不 同 碱 金属 原子 的 里 德 
伯 常 数 的 值 也 略 有 不 同 。 例 如 Ru 一 1. 09729 X 107 米 -, Ry 二 
49 


1.09735X107 米 -。4,、4A,、Ay 和 Ay 等 分 别 是 不 同 大 小 的 修正 什 ， 


并 且 不 同 碱 金属 原子 的 4(! 代表 s、p.d 和 上 等 ) 值 也 不 相同 。 例 
如 对 于 锂 原子 ,和 A, 二 0.41,A,= 二 0. 04,4 人 一 0. 001,4r 全 0; 对 于 钠 原 
子 ,4=1.37,4,=0.88,A 心 一 0.01,4r 一 0， 

1908 年 里 效 (W. Ritz) 在 概括 多 种 元 素 原子 光谱 的 实验 规律 
后 ,提出 了 一 个 重要 的 原则 :并 合 原则 ,指出 所 有 元 素 原 子 光 谱 的 
每 一 个 线 系谱 线 的 波 数 有 一 般 的 表示 形式 ,都 可 写成 相应 的 两 个 
光 谐 项 之 其 ,中 


v 二 了 了" eo— (1. 5-15) 
例如 , 氧 原子 、 类 和 氢 离 子 和 碱 金属 原子 的 光谱 项 分 别 是 
T= 0 一 1,2,3，… (1. 5-16) 
in 
2 
7,.=<2, 1 一 1],2 3 (1. 5-17) 
i 
, R n=k,k 二 1] ,k 二 2,.…: 
种 人 一 人 (为 正 整数 , 宕 2) 。 “118) 


里 兹 并 合 原则 是 各 种 元 素 原子 光谱 的 最 一 般 化 的 规律 。 
1. 5-2” 玻 尔 的 复原 子 量子 论 


玻 尔 (N. Bohr) 于 1913 年 在 原子 结构 的 核 式 模型 的 基础 上 ， 
仍 应 用 经 典 力学 但 加 上 两 条 量子 假设 ,建立 了 他 的 氢 原 子 量子 论 ， 
可 以 满意 地 解释 氢 原 子 光谱 的 实验 规律 。 

玻 尔 提出 的 两 条 量子 假设 是 : 

(1) 原 子 内 部 运动 只 可 能 存在 一 些 不 连续 的 稳定 状态 ,这 些 稳 
” 定 状态 各 对 应 有 一 定 的 能 量 、E;、Es…。 原子 的 每 一 个 具有 确定 
能 量 的 稳定 状态 称 为 原子 的 一 个 定 态 。 原 子 内 处 于 定 态 下 运动 的 
电子 虽然 有 加 速度 ,也 不 会 发 射 辐射 。 原 子 能 量 的 改变 ,是 由 于 吸 
收 或 发 射 辐射 的 结果 ,或 是 由 于 碰撞 的 结果 ,只 能 通过 从 一 个 定 态 
到 另 一 个 定 态 的 跃迁 来 产生 ,不 能 任意 连续 地 改变 。 
(2) 原 子 当 从 一 个 能 量 为 E, 的 定 态 跃迁 到 另 一 个 能 量 为 妃 
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上 


IT 


的 定 态 , 它 发 射 或 吸收 单 色 辐射 ,其 频率 wu 决定 于 关系 式 
= (1. 5-19) 
式 中 h 是 普 朗 克 常数 ,第 一 条 假设 称 为 原子 定 态 假设 ,第 二 条 假设 
称 为 玻 尔 频率 条 件 。 从 原子 光谱 的 实验 规律 与 普 朗 克 - 爱 因 斯 坦 的 
光量 子 论 这 两 方面 结合 起 来 看 ,这 两 条 假设 是 十 分 自然 和 合 情 合 
理 的 ,但 它 与 物理 学 的 经 典 概念 和 理论 显然 有 着 尖锐 的 矛盾 。 
玻 尔 假设 所 原子 (这 里 包括 类 和 氨 离 子 ) 内 核 静止 不 动 ,电子 绕 
核 作 勾 速 圆周 运动 ,两 者 由 静电 库仑 吸引 力 相 联 系 。 应 用 牛顿 定 
律 , 有 


一 一 ji 一 (1. 5-20) 


式 中 Z 是 核 的 电荷 数 ( 氢 原子 的 核 2 二 1) ,m 是 电子 的 质量 ,o 和 
分 别 表 示 电 子 颖 核 作 勺 速 圆 周 运 动 的 速率 和 半径 。 由 上 式 可 知 电 
子 的 动能 为 


上 1 Ze’ 
Exr= Fv = fre, 了 


体系 的 势能 为 ( 定 ”一 co 处 的 势能 值 为 零 ) 
Ep= l Ze 


dneo rr 


(1. 5-21) 


(1. 5-22) 


于 是 原子 的 能 量 为 | 
E=Ex Er=— pe 从 (1. 5-23) 
按照 玻 尔 的 量子 假设 一 ,原子 内 部 的 运动 只 可 能 处 于 一 些 分 立 的 
定 态 ,这些 分 立定 态 的 能 量 取 值 是 不 连续 的 。 这 就 是 指 :原子 内 电 
子 绕 核 运动 只 允许 存在 一 些 半 径 分 立 的 圆周 轨道 ;由 式 (1. 5-23) 
看 出 ,电子 圆周 轨道 的 半径 分 立 直接 对 应 着 原子 的 能 量 取 值 不 连 
续 . 电 子 圆周 轨道 的 半径 究竟 只 能 取 哪 些 量子 化 的 值 , 玻 尔 当时 是 
应 用 他 提出 的 所 谓 对 应 原理 推出 的 。 这 相当 于 在 玻 尔 的 量子 假设 
一 中 还 附加 上 确定 原子 定 态 的 量子 化 条 件 


pdg=nh， n= 二 |] ,2,3,"* (1. 5-24) 


Dj 


式 中 9 和 分别 是 电子 圆周 运动 的 广义 坐标 和 相应 动量 ,h 是 普 
朗 克 常数 。 采 用 平面 极 坐标 系 , 记 电子 的 角 坐 标 为 9, 相 应 角 动量 
为 po; 因为 ps 是 守恒 量 , 则 上 式 为 


Poe—7 二 ， 1 一 1] 2 3 (1]. 5-25) 


上 式 表 明 ,电子 圆周 运动 在 符合 经 典 力学 的 所 有 可 能 轨道 中 ,只 有 
角 动 量 为 二 的 整数 倍 的 圆周 运动 轨道 才 真正 允许 存在 。 这 称 为 角 


动量 量子 化 , 半 一 5 是 原子 角 动 量 的 基本 单元 。 式 (1. 5-25) 称 为 到 
尔 轨道 量子 化 条 件 。 

因为 电子 圆周 运动 的 角 动 量 ps 二 mvr ,将 式 (1.5-25) 和 式 
(1. 5-20) 联 立 , 就 得 到 电子 圆周 运动 轨道 半径 的 允许 取 值 为 

neh’n’ 
— 

可 见 ,r, 取 一 系列 分 立 的 值 , 它 正 比 于 x 而 反比 于 2Z。 代 回 式 
(1. 5-23) ,又 得 到 原子 定 态 的 能 量 为 
2T277124Z 
(47e )2 瑚 2722 
可 以 看 出 ,E, 取 值 是 不 连续 的 , 它 反 比 于 ,又 正比 于 Z*。 上 两 式 
表明 ,原子 内 部 运动 状态 和 相应 能 量 是 量子 化 的 。n 二 1,2,3…, 称 
为 量子 数 。 原 子 所 有 量子 化 定 态 的 能 量 取 值 集合 构成 一 个 分 立 的 
能 谱 , 其 每 一 个 分 立 的 能 量 又 称 为 一 个 能 级 。 由 量子 数 所 表征 的 
第 能 级 E, 对 应 着 电子 以 半径 7,[L 式 (1. 5-26) 所 示 j 绕 核 作 图 局 
运动 , 它 就 是 原子 内 部 运动 的 第 个 量子 化 定 态 。 

能 量 最 低 的 那个 定 态 称 为 基态 ,其 余 的 定 态 依 其 能 量 自 低 到 
高 的 顺序 分 别称 为 第 一 二、 三 …… 激 发 态 。 能 量 天 >0 的 定 态 则 
是 电离 态 。 由 式 (1. 5-27) 知 , 氧 原子 (2 ==1) 基 态 的 能 量 由 量子 数 
n 二 1 表征 ,为 


Ed -一 .一 


7 一 1 ,23… (1. 5-26) 


E=— ) 一 1 ,2 ,3.…. (1. 5-27) 


DT2777C4 


(4meo) hh 
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图 1. 5-4 所 原子 的 电子 轨道 示意 图 


二 一 2.17X10-* 焦 耳 二 一 13.6 电子 伏特 
(1. 5-28) 
氨 原 子 基态 的 电子 圆周 运动 轨道 半径 ri” 特别 记 为 ao, 由 式 
(1. 5-26) 可知 

oo 一 全 一 0 529X10-12 米 (1. 5-29) 

称 为 氨 原 子 第 一 玻 尔 轨道 半径 (简称 为 玻 尔 半径 )。 利 用 所 原子 基 

态 的 能 量 Eo 和 电子 圆周 运动 轨道 半径 ao, 式 (1.5-27) 和 去 
(1. 5-26) 分 别 可 写成 

E, =—E 

~ 62 n=],2,3,. (1. 5-30) 


时 (47e, ) 2aon” . 
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图 1. 5-5 和 氢 原 子 的 能 级 图 


(1. 5-31) 
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氢 原 子 的 电子 圆周 运动 轨道 图 和 能 级 图 分 别 如 图 1. 5-4 和 图 
1. 5-5 所 示 。 

骨 按 照 玻 尔 的 量子 假设 二 ,就 可 以 从 理论 上 推导 出 氨 原 子 《 和 
类 和 氨 离 子 ) 光 谱 的 实验 规律 式 (1. 5-9) 和 式 (1. 5-12)。 将 原子 的 能 
量 表 示 式 (1. 5-27) 代 入 玻 尔 频率 条 件 式 (1. 5-19) ,可 得 
2 me’ pA 工 _ 工 )， 
(drneo)h?: k? nn? 
k=1,2,3,. 
n 二 k 十 1 ,k 十 2,k 十 3,*…: 


上 式 两 边 除 以 hc, 注意 到 谱 线 的 波 数 表示 式 (1. 5-2), 有 


hv = 


六 一 2 9mmes (二 工 ) 
~ (4re)ihic hk ni’? 
k=1,2,3, 


(1. 5-32) 
n= 二 上 十 1] ,& 十 2,k 十 3,…… 


取 Z 二 1, 这 就 与 握 原 子 光谱 的 实验 规律 式 (1. 5-9) 一 致 ， 并 且 可 直 
接 得 到 氢 原 子 里 德 们 常数 的 理论 表示 式 为 


Rn=. A (1. 5-33) 
它 由 硅 干 基本 常量 组 合 而 成 。 将 式 (1. 5-32) 写 成 
j=ZiRa( 直 一 )， 
kn n 二 十 1 ,十 2, 上 十 3，… 
(1.5-34) 


这 就 是 类 氢 离 子 光谱 的 实验 规律 式 (1. 5-12) 。 图 1. 5-5 中 标 出 了 
氨 原 子 光谱 的 几 个 线 系 所 对 应 的 氨 原 子 能 级 之 间 的 跃迁 。 

在 氢 原 子 的 里 德 伯 常数 Rs 的 理论 表示 式 (1. 5- 33) 中 代入 各 

基本 常量 的 值 后 ,得 到 Rw 的 理论 值 近似 为 

Ruggw 二 1.0973731X107 米 一 (1. 5-35) 

与 其 实验 值 [由 式 (1. 5-4) 所 示 ] 对 比 ,两 者 符合 得 相当 好 . 这 样 , 玻 

尔 的 氢 原 子 量子 论 解释 了 氢 原 子 光谱 的 实验 规律 ,并 且 从 理论 上 
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推导 出 所 原子 里 德 伯 常 数 Ra 的 正确 表示 式 ,表明 他 的 两 条 量子 
假设 成 功 地 揭示 出 原子 内 部 能 态 的 量子 化 。 
氢 原 子 里 德 伯 常数 的 理论 值 与 实验 值 之 间 还 稍 有 差别 ,这 是 
由 于 理论 上 假定 了 原子 核 不 动 ,相当 于 将 原子 核 的 质量 (与 电子 的 
质量 相 比 而 言 ) 视 为 无 限 大 。 于 是 里 德 伯 常数 式 (1. 5-33) 和 式 
《1. 5-35) 应 改 记 为 
27r2777e4 


R= ime hi 1.0973731X10' 米 "(1.5-36) 
而 原子 的 能 量 由 式 (1. 5-2 还 可 写成 
下 ,一 一 ^= -ic2; 4 1 一 ]., 2 3 《1. 5-37) 


但 事实 上 ,原子 核 的 质量 不 是 无 限 大 的 。 描 述 毛 原子 (和 类 和 毛 离 
子 ) 内 部 的 运动 不 应 当 取 原子 的 核 处 为 坐标 原点 ,不 能 认为 是 质量 
为 m 的 电子 统 核 作 圆 周 运动 ,而 应 当 采 用 质心 坐标 系 , 取 原子 的 
质心 处 为 坐标 原点 ,认为 是 一 个 质量 为 折合 质量 yx 的 粒 于 说 原 心 
作 圆 周 运动 。 折 合 质 量 wk 可 表示 为 
mM 

A mi+M 
式 中 m 是 电子 的 质量 ,AM 是 原子 核 的 质量 。 对 原子 核 的 质量 作 修 
正 后 ,原子 里 德 伯 常 数 的 理论 表示 式 写 为 


(1. 5-38) 


27 We’ 


_£ 
Ru= (4ne,) :hic mt” 


(1. 5-39) 


对 于 氢 原 子 ,由 于 核 ( 质 子 ) 的 质量 Mms 一 1836m, 有 kh 一 8637， 


代入 上 式 , 得 到 里 德 伯 常 数 的 理论 值 更 接近 式 (1. 5-4) 所 示 的 实验 
值 ; 对 于 类 和 氢 离 子 , 折 合 质量 与 氢 原 子 的 不 同 , 不 同类 和 氢 离 子 的 折 
合 质 量 也 互 不 相同 ,因此 式 (1. 5-34) 中 的 RE 应 代 之 以 相应 类 和 氨 
离子 的 里 德 们 常数 Rx 式 (1. 5-39) ,这 样 就 更 与 实验 结果 一 致 。 同 
样 , 氢 原 子 ( 和 类 和 氢 离 子 ) 的 能 量 式 (1.5-27) 和 和 式 (1. 5-30)、(1. 5- 
37) 应 改 与 为 
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2r2ppedZ eZ 

(47reo)2j2112 (4xeo)2an’ 

RuyhcZ’ 

一 一 一 人 7 一 1)2;3，… (1. 5-40) 


1 


式 中 

av 一 二 as (1. 5-41) 
称 为 经 修正 的 玻 尔 半径 ,ao 是 玻 尔 半径 式 (1. 5-29) ,原子 内 电子 加 
周 运动 允许 轨道 的 半径 式 (1. 5-26) 和 式 (1.5-31) 应 改写 为 


Aneoh’n’ 1 


dre “了 7 1 一 23 (1. 5-42) 
氧 原 子 的 
1837 _, 
4s 一 jg35 X0. 529X10-* 米 
基态 能 量 


‘D1836 
Ei 837 X13 6 电子 伏特 


这 里 还 需要 补充 说 明 , 玻 尔 的 氧 原子 量子 论 随 后 由 索 末 非 
(A. Sommerfeld) 作 出 了 发 展 。 事 实 上 ,原子 内 电子 的 运动 有 三 个 
自由 度 。 索 末 菲 首先 考虑 电子 的 二 维 平面 运动 ,在 1915 年 将 贺 轨 
道 扩 充 , 包 括 进 椭圆 轨道 ,同时 将 确定 原子 定 态 的 量子 化 条 件 扩 元 
为 z 
bpp=nh, np 二 1 293 ,7 
(1. 5-43) 
pdr=nh, Nn, 二 nO—1,n—2,*,1,0 


第 一 式 仍 意 指 角 动 量 量子 化 [ 见 式 (1. 5-24) 和 式 (1, 5-25)j, 式 中 
几 一 1 十 7 n 取 正 整数 (1. 5-44) 
这 样 ， 电子 平面 运动 的 椭圆 轨道 量子 化 。 具体 推演 得 到 ,椭圆 轨道 
长 半 轴 a 和 短 半 轴 65 分 别 为 
a=ay 1 一 1,2,3…. (1. 5-45) 
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nng 1 一],2，3… 

“一 也 2 1 一 23 
表明 桶 国 饥 道 长 半 轴 取信 量子 化 [ 雪 示 式 形式 同 于 团 轨 道 半 各 式 
(1. 5-42)j], 对 于 同一 个 长 半 轴 , 短 半 轴 还 可 以 有 7 个 分 立 的 不 同 
取 值 ,它们 对 应 着 长 半 轴 相同 而 短 半 轴 不 同 的 个 量子 化 椭圆 轨 
道 ( 其 中 短 半 轴 等 于 长 半 轴 的 那个 轨道 就 是 玻 尔 理论 中 的 一 个 圆 
轨道 )。 原 子 的 能 量 仍 可 表示 成 式 (1. 5-40) 的 形式 


(1. 5-46) 


六 一 27r2 ue 2 _ RyuhcZ’ 
" (4rnée,) hn’ ns’ 
n= 二 npn,=1,2,3,° (1, 5-47) 


但 式 中 的 量子 数 ” 由 两 个 量子 数 zw 入 , 相 加 组 成 , 称 为 能 量 量 子 
数 ,通常 也 称 为 主 量子 数 。 索 来 非 接着 又 在 1916 年 将 电子 的 运动 
骨 推 广 为 三 维 空间 运动 ,采用 球 极 坐 标 系 描述 ,提出 电子 椭圆 运动 
轨道 相对 于 极 轴 ( 记 为 z- 轴 ,如 果 原 子 处 在 外 恒定 均匀 磁场 中 ,就 
取 磁 场 方向 为 z 轴 方 向 ) 取 各 种 不 同 的 方位 ,因而 角 动 量 pp 在 z 
轴 的 投影 

(pp):= prosa= py (1. 5-48) 
有 各 种 不 同 的 取 值 ;他 并 且 将 确定 原子 定 态 的 量子 化 条 件 扩充 为 
三 个 ,除了 式 (1. 5-43) 所 示 的 两 个 以 外 ,再 加 上 | 


pray=nn, ny 取 整 数 (1. 5-49) 
因为 py 也 是 守恒 量 , 上 式 写 成 
Py— ny 六 ny—nps np— 1,*** ,0,., + Ho 《1. 5-50) 


式 中 ,量子 数 mw 的 可 能 取 值 是 由 式 (1. 5-48) (py 二 prosa) 和 式 
(1. 5-43) (po 二 ng 部 ,ng 二 1,2,3,…,) 并 注意 到 一 1 委 cosa 委 十 1 而 


得 出 的 。 于 是 ,电子 椭圆 运动 的 轨道 空间 取向 量子 化 ,一 个 有 确定 
的 长 半 轴 和 短 半 轴 的 椭圆 轨道 相对 于 极 轴 允许 取 2np 十 1 个 分 立 
58 : 


的 不 同方 位 ,ps 二 (pp): 允许 有 2np 十 1 个 分 立 的 不 同 取 值 。 

这 样 , 按 玻 尔 - 索 末 菲 的 毛 原 子 量子 论 可 知 :原子 内 的 电子 作 
三 维 空间 运动 ,一 个 有 确定 长 半 轴 和 确定 短 半 轴 并 且 在 空间 取 确 
定 方位 的 椭圆 轨道 运动 状态 就 是 一 个 定 态 ;椭圆 轨道 的 长 半 轴 、 短 
半 轴 和 轨道 平面 的 空间 取向 都 是 量子 化 的 ,分 别 用 量子 数 "nr 和 
ny 来 表征 ,这 三 个 量子 数 的 一 组 取 值 表征 原子 的 一 个 量子 定 态 。 
原子 定 态 的 能 量 显然 仍 由 式 (1. 5-47) 表示, 由 一 个 量子 数 ”表征 。 
这 意味 着 ,量子 数 ” 取 值 相 同 而 np、ny 取 值 不 同 的 诸 不 同 定 态 对 
应 有 相同 的 能 量 , 称 能 量 £, 对 量子 数 a* 和 ny 简 并 。 在 ”ns 取 值 
不 同 的 定 态 下 , 角 动 量 的 大 小 pp 和 角 动 量 的 > 分 量 ps 分 别 有 不 
同 的 取 值 。 

玻 尔 - 索 末 菲 量 子 论 也 可 以 定性 地 应 用 于 碱 金属 原子 。 由 于 碱 
金属 原子 内 的 价 电子 是 围绕 原子 实 运动 的 ,靠近 原子 实时 会 使 原 
子 实 变形 极 化 ,使 原子 实 内 的 正 负 电 符 重心 分 离 , 形 成 一 个 电 侦 极 
子 ; 有 些 短 半 轴 很 小 的 顶 圆 轨道 甚至 会 贯穿 原子 实 , 使 得 原子 实 实 
际 作 用 于 价 电子 的 平均 净 余 正 电 待 数 ( 称 为 平均 有 效 电 和 荷 数 ) 
2 "1, 这 两 方面 对 原子 能 量 的 修正 都 是 稍 略 降低 原子 的 能 量 。 计 
及 这 两 方面 的 修正 后 , 碱 金属 原子 的 能 量 [与 氢 原 子 和 类 和 氢 离 子 的 
能 量 式 (1. 5-47) 相 比较 ] 可 表示 为 


(1. 5-51) 


式 中 4 称 为 量子 数 亏 损 ,由 它 来 体现 上 述 两 方面 对 原子 能 量 的 修 
正 作用 。 价 电子 椭圆 轨道 的 形状 不 同 (长 半 轴 和 短 半 轴 不 同 ) 则 上 
述 两 方面 对 原子 能 量 的 修正 大 小 不 同 , 故 量子 数 亏损 A 与 两 个 量 
子 数 n 和 ns 有关 。 这 称 为 碱 金属 原子 的 能 量 ,对 量子 数 ny 的 简 
并 被 解除 ,只 对 量子 数 ww 简 并 。 不 过 , 玻 尔 - 索 末 菲 量子 论 无 法 计 
算 各 个 量子 数 亏损 4 的 值 。 | 


1. 5-3 ” 夫 兰 克 - 赫 弘 实 验 


玻 尔 的 氧 原子 论 提出 后 的 第 二 年 , 即 1914 年 , 夫 兰 克 (J. 
09 


Franck) 和 赫 效 (G. Hertz) 就 进行 了 电子 未 击 原 于 的 实验 ,将 原子 
由 低能 级 激发 到 高 能 级 ,从 而 实际 上 第 一 次 用 实验 直接 证 实 了 原 
子 能 级 的 存在 。 

夫 兰 克 和 赫兹 最 初 所 做 实验 的 装置 如 图 1. 5-6 所 示 。 在 玻璃 
容器 内 充 以 未 蒸气 ,电子 由 热 阴 
极 开 发 射出 来 ,经 阴极 与 栅 
极 G 之 间 的 电场 加 速 。 又 在 栅 极 
G 和 接收 极 4 之 间 加 上 一 0. 5 伏 
的 反 向 电压 。 实 验 时 ,将 天 C 极 之 
间 的 电压 从 零 开 始 逐 渐 增 加 , 同 
时 观测 电流 计 上 的 电流 , 以 得 出 

人 -一 4 极 电 流 随 KG 极 之 间 电 压 变化 

一 二 的 规律 。 实 验 结果 如 图 1. 5-7 的 

图 1.5-6 夫 兰 克 -赫兹 实验 装 曲线 所 示 。 当 KG 极 之 间 的 电压 

置 示意 图 、 从 零 逐 渐 增 加 ,4 极 电流 起 初 也 

随 之 上 升 , 当 电 压 达 到 4. 85 伏 

时 ,电流 突然 了 降 ， 上 再 增加 电压 ， 

电流 又 回升 ,电压 达到 4. 85 伏 的 两 倍 时 电流 又 突然 下 降 。 然 后 再 

继续 升 高 电压 ,达到 4. 85 伏 的 三 倍 时 电流 又 下 降 . 总 之 ,当天 C 极 
之 间 的 电压 为 4. 85 伏 的 整数 倍 时 ,A 极 电 流 总 会 突然 下 降 。 

这 个 实验 现象 可 以 应 用 玻 尔 的 量子 假设 来 解释 :来 原子 内 部 
的 运动 存在 量子 化 定 态 ,第 一 激发 态 的 能 量 比 基态 的 能 量 高 出 
4. 85 电子 伏特 。 于 是 ,实验 中 电子 从 热 阴 极 发 射出 后 ,当天 C 极 之 
间 的 电压 低 于 4. 85 伏 ,电子 在 KG 加 速 区 得 到 的 能 量 较 低 ,者 与 
汞 原子 碰撞 不 足以 使 对 原子 的 内 部 能 量 发 生 改 变 , 故 所 进行 的 是 
弹性 碰撞 。 而 汞 原子 的 质量 是 电子 的 质量 的 30 多 万 倍 ,两 者 作 弹 
性 碰撞 几乎 不 会 使 电子 损失 能 量 , 电 子 有 足够 的 动能 元 服 GA 区 
反 向 电场 的 阻止 作用 到 达 4 极 , 于 是 电流 计 上 有 电流 通过 . 当天 C 
极 之 间 的 电压 达到 4. 85 伏 时 ,电子 在 栅 极 C 附近 可 能 与 永 原 地 
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对 燕 气 


4 极 电 沫 (区 安 ) 
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K-G 极 之 间 电 压 ( 伏 特 ) 


图 1. 5-7 和 汞 原子 第 一 激发 电势 的 实验 测量 曲线 


作 非 弹性 碰撞 ,将 从 天 G 加 速 区 获得 的 4. 85 电子 伏特 能 量 全 部 传 
递 给 汞 原子 ,使 示 原 子 由 于 与 电子 磁 拉 而 从 基态 跃迁 到 第 一 激发 
态 ;而 电子 本 身 的 动能 几乎 丧失 殖 尽 ,不 能 再 穿 过 G4 反 向 电场 区 
到 达 4 极 , 发 生 这 种 情况 的 电子 很 多 , 故 4 极 电流 剧 降 ,。 待 到 KG 
极 之 间 的 电压 超过 4. 85 伏 , 电 子 与 尔 原 子 作 一 次 非 弹性 碰撞 交 出 
4. 85 电子 伏特 能 量 后 ,还 有 剩余 能 量 穿 过 G4 反 向 电场 区 到 达 4 
极 ,4 极 电流 重 又 开始 上 升 。 再 当 KG 极 之 间 的 电压 达到 4. 85 伏 
的 两 倍 ,很 多 电子 在 KG 区 可 能 先后 经 历 两 次 与 乘 原子 作 非 弹性 
碰撞 而 失去 全 部 能 量 ,又 造成 4 极 电流 突然 下 降 。 图 1. 5-7 中 的 
曲线 有 一 系列 极 大 值 ,各 个 极 大 值 的 位 置 依次 相距 都 是 4. 85 伏 ， 
清楚 地 表明 了 乘 原 子 的 内 部 状态 量子 化 ,基态 与 第 一 激发 态 之 间 
的 能 量 间 隔 是 4. 85 电子 伏特 。 

这 种 解释 如 果 成 立 , 那 末 汞 原子 从 第 一 激发 态 蹊 迁 回 到 基态 ， 
就 应 当 有 能 量 为 4. 85 电子 伏特 的 光量 子 发 射出 来 .可 以 计算 这 条 
发 射 光谱 线 的 波长 ,由 式 (1.4-17)E==hv==h 万 ,有 
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在 实验 上 ,原先 就 已 经 发 现 汞 原子 光谱 中 有 2537 A 这 条 谱 线 。 夫 
兰 克 和 替 效 为 了 直接 证 实 上 面 的 看 法 ,又 重 作 实 验 。 由 于 2537A 
的 谱 线 在 远 紫 外 区 ,他 们 用 石英 作 了 一 个 能 透 过 紫外 线 的 容 划 ,外 
面 用 紫外 线 谱 仪 来 观测 汞 藻 气 的 光 发 射 , 实验 结 果 是 : 当 KC 极 之 
间 的 电压 小 于 4. 85 伏 , 未 蒸气 没有 任何 光 发 射 现象 :而 当天 C 极 
之 闻 的 电压 超过 4. 85 伏 , 汞 燕 气 确 有 光 发 射 , 并 且 发 射 的 光谱 线 
只 有 4=2537A 的 那 一 条 。 夫 兰 克 和 赫 效 于 1919 年 发 表 了 报告 ， 
他 们 的 实验 结果 成 为 确认 原子 状态 量子 化 的 第 一 个 决定 性 证 据 。 

夫 兰 克 和 赫兹 在 1914 年 所 用 的 实验 装置 只 能 证 实 汞 原子 第 
一 溅 发 态 的 存在 。 后 来 他 们 改进 了 实验 装置 ,能 够 证 实 示 原 子 第 
二 、 三 …… 激 发 态 以 及 电离 态 的 存在 。 者 玻璃 容器 三 充 以 外 的 元 村 
忆 体 或 节气 也 能 得 到 类 网 的 结 打 。 


1.S-4 玻 尔 置 子 论 的 地 位 和 局 限 性 


臻 尔 - 索 未 菲 的 量子 论 在 解释 氨 原 子 (和 类 氢 离 子 ) 光 谱 的 实 
验 规律 方面 获得 了 巨大 的 成 功 。 这 是 由 于 玻 尔 的 两 条 量子 假设 揭 
示 了 物理 学 的 经 典 规律 不 能 适用 于 原子 内 部 ,给 出 了 原子 内 部 运 
动 所 遵从 的 量子 化 规律 。 玻 尔 的 两 条 量子 假设 得 到 实验 的 直接 验 
证 ,事实 上 是 各 种 微观 体系 普遍 遵从 的 规律 。 

但 是 在 历史 上 ,很 快 就 发 现 了 玻 尔 - 索 未 非 的 量子 论 有 极 大 的 
局 限 性 , 它 完全 不 能 处 理 多 电子 原子 ,包括 甚至 只 有 两 个 电子 的 毛 
原子 ;完全 不 能 说 明 原 子 是 如 何 组 成 分 子 及 构成 液体 和 固体 的 ,其 
至 不 能 处 理 氢 分 子 。 它 也 不 能 计算 氢 原 子 光谱 线 的 强度 、 宽 度 和 精 
细 结 构 , 不 能 说 明 谱 线 的 偏振 性 ,无 法 处 理 色散 现象 。 它 完全 不 能 
处 理 非 束缚 体系 ,例如 原子 散射 体系 。 

问题 根本 上 出 在 这 个 理论 的 结构 本 身 . 玻 尔 - 索 末 菲 量子 论 除 
了 玻 尔 的 两 条 量子 假设 以 外 ,描述 原子 内 电子 的 运动 仍 是 沿用 质 
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点 的 坐标 .速度 和 轨道 等 经 典 概念 及 和 牛顿 方程 等 经 典 规律 ,因此 是 
量子 假设 与 经 典 力学 的 混合 ,理论 缺乏 逻辑 上 的 统一 性 。 另 外 , 玻 
尔 的 两 条 量子 假设 也 缺乏 令 人 信服 的 理论 依据 。 这 个 理论 在 物理 
学 史上 是 过 渡 性 的 量子 理论 ,被 称 为 旧 量 子 论 或 早期 量子 论 ， 

描述 原子 及 其 它 所 有 微观 体系 的 真正 严密 完整 的 理论 是 在 
1923~1928 年 间 创 立 的 量子 力学 。 它 的 一 种 形式 一 一 波动 力学 是 
从 更 基本 的 全 新 的 物理 思想 一 一 实物 粒子 的 波 粒 二 象 性 出 发 , 建 
立 全 新 的 动力 学 方程 一 一 物质 波 的 波动 方程 ,来 描述 微观 粒子 的 
运动 。 它 能 够 圆满 地 解释 原子 及 其 它 所 有 微观 体系 的 各 种 量子 性 
质 。 


3 1.6 六 物 粒子 的 疲 粒 二 象 性 


实验 现象 指出 原子 内 部 的 运动 有 不 容 置疑 的 量子 性 ,表明 原 
子 内 电子 的 运动 行为 一 定 具 有 某 种 用 经 典 物理 学 不 能 描述 的 基本 
性 质 。 这 就 是 电子 既 具有 粒子 性 又 具有 波动 性 , 称 电子 具有 波 粒 二 
象 性 。 实 验证 实 , 所 有 的 实物 粒子 都 共有 波 粒 二 象 性 。 


1.6-1 德 布 罗 普 假设 


德 布 罗 意 (L. de Broglie) 在 普 明 克 - 爱 因 斯 坦 的 光量 子 论 的 局 
发 下 ,注意 到 当时 刚 已 公布 的 X 射线 康 普 顿 散射 的 研究 结果 ,由 
光 其 有 波动 与 粒子 二 象 性 并 且 这 两 者 通过 爱 因 斯 坦 关系 式 (1. 4- 
17) 无 = 如 和 式 (1.4-19) 二 子 相 联 系 ,基于 形式 上 的 类 比 , 推 想 


实物 粒子 ( 指 静 止 质量 不 等 于 零 的 粒子 ) 也 具有 波动 与 粒子 二 象 
性 ,只 不 过 其 波动 性 尚未 被 人 们 认识 到 。 另 外 ,原子 内 部 运动 定 态 
的 确定 引入 了 量子 数 ,也 使 他 想到 物理 学 中 只 有 在 波 的 干涉 等 现 
象 里 才 涉 及 整数 。 他 于 1923 年 提出 假设 :实物 粒子 的 运动 总 有 时 
种 波动 (他 称 之 为 “物质 波 ”) 相 伴随 ;自由 粒子 的 能 量 E 和 动量 p 
03 


与 其 相伴 随 的 单 色 平面 波 的 频率 v( 或 角 频 率 w) 和 波长 4 或 波 矢 
Kk) 之 间 有 如 下 关系 式 : / 
E=hv=fiw z (1. 6-1) 


p= 字 或 p 二 一 ik .6-2) 


式 中 出 现 普 朗 克 常数 。 这 两 式 统称 为 实物 粒子 的 波 粒 二 象 性 的 德 
布 罗 意 关系 式 。 它 与 光 的 波 粒 二 象 性 的 爱 因 斯 坦 关系 式 在 形式 上 
完全 相同 。 这 样 ,波动 与 粒子 二 象 性 成 为 物质 (包括 电磁 辐射 和 实 
物 粒子 ) 的 普遍 性 质 。 

德 布 罗 意 提出 借助 于 物质 波 假设 来 理解 原子 内 部 运动 状态 的 


量子 性 。 他 从 玻 尔 的 量子 化 条 件 式 (1. 5-24) 中 pdg 二 nh ,n==1,2， 


3,… 出 发 ,应 用 关系 式 (1. 6-2; p= 分 就 直接 得 到 中 骂 一 wz 一 1， 
2,3，,"…, 它 表明 满足 玻 尔 量子 化 条 件 的 电子 匀速 圆周 运动 轨道 的 
周 长 恰 好 是 电子 波动 的 波长 的 整数 信 ， 如 图 1. 6-1 所 示意 。 德 布 罗 
意 用 驻 波 概念 来 理解 原子 的 定 
态 , 用 在 原子 内 的 有 限 空 间 中 
电子 的 驻 波 波长 及 频率 的 不 连 
续 性 来 理解 原子 定 态 及 其 能 量 
的 量子 化 ,来 解释 玻 尔 的 量子 
化 条 件 。 这 种 物理 图 像 昌 然 从 
后 来 几 年 建立 的 量子 力学 的 观 
点 来 看 有 其 不 确切 之 处 并 有 其 
局 限 性 ,但 很 有 启发 性 。 
德 布 罗 意 的 物质 波 假设 提 
图 1. 6-1 电子 圆 轨道 的 周 长 恰 好 出 后 不 过 几 年 ,就 被 实验 直接 
是 电子 波长 的 整数 倍 ”证 实 ,并且 在 物质 波 思想 的 基 
础 上 很 快 就 创立 了 量子 力学 的 
一 种 形式 :波动 力学 。 但 是 人 们 自然 会 问 :为 什么 过 去 长 期 在 宏观 
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环境 中 的 实践 都 没有 发 觉 到 实物 粒子 有 波动 性 .将 实物 粒子 作为 
经 典 粒子 来 处 理 并 没有 出 什么 差错 呢 ? 这 是 因为 实物 粒子 的 德 布 
罗 意 波 波长 一 般 是 很 短 的 ,特别 是 宏观 物体 ,例如 质量 为 1 克 的 质 


点 ,以 10 米 / 秒 的 速度 自由 运动 , 它 的 德 布 罗 意 波 的 波长 2 一 池 -过 
6. 6X10-? 米 。 又 如 悬浮 在 液体 中 的 一 颗 布朗 微粒 , 设 其 质量 约 为 


10-8 千 克 , 在 常温 下 其 热 运动 能 量 字 4 约 为 0.6X10-* 焦 耳 , 它 
的 德 布 罗 意 波 的 波长 一 -2 全 2X 10-"* 米 。 可 见 ,这 些 质点 的 
德 布 罗 意 波 波长 与 其 所 处 宏观 环境 的 尺寸 相 比 都 极 短 ,因此 在 宏 
观 世 界 中 它们 完全 不 显现 出 波动 性 , 应 用 轨道 概念 和 经 典 力学 规 
律 就 能 足够 好 地 描述 其 运动 行为 。 

但 是 到 了 微观 世界 中 ,实物 粒子 的 波动 性 便 会 明显 地 呈现 出 
来 。 例 如 电子 ,质量 一 9. 11X10-* 千 克 , 设 其 自由 运动 的 非 相对 
沦 性 能 量 为 已 电子 伏特 , 则 它 的 德 布 罗 意 波 波长 为 


= | Ee; A (1. 6-3) 
如 果 自 由 电子 的 能 量 £=1 电子 伏特 , 则 4=12.25A , 阁 EE=150 
电子 伏特 , 则 4==1A 。 氧 原子 基态 的 能 量 是 一 13. 6 电子 伏特 ,按照 
玻 尔 的 氢 原 子 量子 论 , 对 照 式 (1, 5-21) 和 式 (1. 5-23) 可 知 , 氧 原 子 
内 基态 下 电子 匀速 圆周 运动 的 动能 为 13. 6 电子 伏特 , 故 电 子 的 德 
布 罗 意 波 波长 二 3. 3 入, 比 氨 原子 的 直径 24o 二 1 A 更 长 ,因此 在 
毛 原 子 内 电子 会 呈现 出 显著 的 波动 性 。 


1. 6-2 电子 的 晶体 衍射 实验 


德 布 罗 意 于 1924 年 建议 用 品 体 对 电子 的 衍射 实验 来 证 实物 

质 波 的 存在 ,这 是 因为 晶体 的 表面 相当 于 一 个 衍射 光栅 ,表面 上 原 

子 的 间距 与 电子 的 德 布 罗 意 波 波 长 同 数量 级 。1927 年 戴 维 进 (CC 

]. Davisson) 和 蕴 未 (L.H. Germer)、 同 年 汤姆 逊 4G. P. Thomson) 
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各 自 独立 地 完成 了 电子 在 晶体 上 的 衍射 实验 ,证 实 电子 具有 波动 


戴 维 进 和 革 末 的 实验 装置 

F 如 图 1. 6-2 所 示意 。 在 被 抽 成 
上 高 真空 的 容器 内 ,电子 从 热 灯 

” 丝 F 发 射出 来 后 ,经 电子 枪 G 

> 加 速 并 聚焦 ,成 为 很 细 的 单 能 
~ 电子 束 ,然后 射 向 朋 了 并 被 邯 
上 NN 散射 。 加速 电子 的 电压 可 以 调 
庄 | 2 节 , 按 式 (1. 6-3), 这 表明 入 射 
电子 的 德 布 罗 意 波 波长 可 调 。 
SS、 靶 样 品 是 一 块 镍 单 晶 , 取 某 一 
NT 特殊 晶 面 [例如 (111) 晶 面 ] 重 

下 正 对 着 人 射电 子 束 。 镍 单 晶 

- 样品 能 以 人 射电 子 东 为 轴 旋 
图 1.6-2“ 戴 维 示 和 革 末 实验 装置 转 ,使 得 正 对 着 人 射电 子 束 的 
示意 图 曲面 还 可 以 取 各 个 不 同 的 方 

: / 位 。 收 集 器 C 可 以 做 得 只 收集 
到 弹性 散射 的 电子 ,并 且 可 以 沿 圆 弧 线 晶 体 转 动 , 使 得 可 以 收集 到 
在 约 20"~90" 范 围 内 各 个 散射 角 处 的 电子 。 

戴 维 逊 和 革 末 的 实验 得 到 完全 令 人 满意 的 结果 。 所 观测 到 的 
现象 与 X 射线 的 晶体 衍射 现象 类 似 (X 射线 是 电磁 波 ,而 其 波长 
恰好 与 晶体 的 原子 间距 同 数量 级 ) ,并 且 实 验 结果 定量 地 遵从 X 
射线 相 长 干涉 的 条 件 

z asin6=nA,n=1]1,2,3° (1. 6-4) 
如 图 1. 6-3 所 示意 。 图 1. 6-4 示 出 当 人 射电 子 的 能 量 为 54 电子 伏 
特 . 镶 单 晶 (111) 蝇 面 垂直 对 着 人 射电 子 束 并 取 某 一 方位 ,弹性 散 
射电 子 的 相对 强度 与 散射 角 6 之 间 变 化 关系 的 实验 曲线 。 由 曲线 
可 以 看 出 ,散射 电子 的 相对 强度 沿 =0° 方 向 为 最 大 ,并 随 6 增 大 
ee | 


他 心 + 
~ 9 名 
各 0 © 习 必 全 


1. 6-3” 卓 体 衍 射 中 相 长 干涉 条 件 的 图 示 说 明 


人 射电 子 能 量 : 


散射 电子 的 4ev 


相对 强度 


一 


图 1. 6-4 ”散射 电子 的 相对 强度 与 散射 角 0 之 间 变 化 关系 的 实验 由 
线 (采用 平面 极 坐标 系 ) 


而 减 小 ,在 约 6= 35" 处 达 极 小 ,再 又 增 大 ,在 约 9 二 50" 处 又 达 极 大 
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一 一 这 是 入 射 的 第 一 级 极 大 (x 二 1)。 它 的 得 出 只 能 用 电子 波 被 蝇 
体 表 面 散 射 而 相 长 干涉 来 解释 。 事实 上 ,一 方面 借助 于 X 射线 的 
衍射 实验 测定 镍 单 唱 表面 在 该 特定 方位 的 原子 间距 为 a= 
2. 15A ,再 应 用 式 (1. 6-4) 并 按 实验 给 出 的 第 一 级 极 大 在 6 二 50° 


处 ,得 到 电子 波 的 波长 一 全 一 1. 65A; 另 一 方面 按照 德 布 罗 意 
假设 ,由 式 (1. 6-3) 可 知 ,能 量 为 54 电子 伏特 的 目 由 电子 的 德 布 罗 


意 波 波长 ) 一 \/ 一 1. 67A。 比 较 这 两 方面 看 出 ,实验 结果 
与 假设 预言 一 致 . 这 样 , 戴 维 示 和 症 末 的 实验 就 直接 证 实 了 电子 有 具 
有 波动 性 ,并 且 定 量 地 验证 了 德 布 罗 意 关 系 式 (1. 6-2)。 

G.P. 汤姆 逊 于 1927 年 底 也 独立 地 完成 了 电子 的 晶体 衍射 实 
验 . 他 用 的 靶 样品 不 是 一 块 单 晶 ,而 是 分 别 由 金 . 铝 、 铂 等 制 成 的 多 
唱 薄 膜 ( 由 大 量 取向 混乱 的 微细 晶 粒 组 成 ) 。 一 定 能 量 的 电子 束 守 
过 这 片 薄膜 发 生 散射 ,在 藩 膜 后 面 的 照相 板 上 形成 同心 圆 环 图 形 。 
这 种 衍射 图 样 与 X 射线 的 多 上 晶 粉 末 生 射 图 样 类 似 , 并 且 根 据 这 些 
入射 加 环 的 半径 还 可 以 计算 出 电子 波 的 波长 。 实 验 也 证 实 了 电子 
波 的 存在 及 德 布 罗 意 关 系 式 的 正确 性 。 

以 后 , 玻 尔 施 (H. Boersch) 于 1956 年 实现 了 电子 束 经 由 一 片 
氧化 铝 薄 膜 的 边缘 而 产生 的 衍射 。 穆 伦 斯 特 德 (G. Mollenstedt) 和 
杜 克 (H. Diiker) 于 同年 实现 了 电子 束 的 双 镜 干涉 ,一 根 带电 的 石 
英 丝 对 电子 东 起 着 双 镜 的 作用 。 约 恩 撑 (C. Jonsson) 于 1961 年 完 
成 了 电子 束 的 狭 矣 衔 射 实验 ,他 将 电子 束 聚 焦 成 极 细 的 缝 状 束 , 又 
采用 特殊 技术 在 铜 膜 上 制 成 微米 级 宽度 的 狂 缝 ,得 到 了 电子 的 间 
链 、 双 缝 、 三 缝 及 四 颖 入 射 图 样 ,它们 与 光 的 相应 术 射 图 样 完全 类 
似 ， 

实验 陆续 地 证 实 , 不 仅 电子 而 且 质 子 、 中 子 以 及 原子 、 分 子 等 
都 具有 波动 性 .波动 性 是 所 有 实物 粒子 普遍 共有 的 , 德 布 罗 意 关系 
式 对 所 有 实物 粒子 都 成 立 , 这 样 ,就 完全 肯定 了 德 布 罗 意 假设 的 其 
实 性 。 结 合 实物 粒子 的 粒子 性 , 称 实物 粒子 具有 汲 粒 二 象 性 。 
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1.6-3 置 子 力学 的 建立 


从 德 布 罗 意 于 1923 年 提出 的 物质 波 思 想 出 发 , 醉 定 请 (上 E. 
Schr6dinger) 于 1926 年 建立 了 非 相 对 论 性 微观 体系 的 物质 波 波 
动 方程 ,并 且 应 用 这 个 方程 成 功 地 计算 出 氢 原 子 和 简 谐 振子 的 量 
子 化 能 谱 , 得 到 与 实验 完全 符合 的 结果 ;同年 , 玻 恩 (M.: Born) 对 物 
质 波 作出 统计 解释 .这 样 ,就 真正 建立 起 描述 非 相 对 论 性 微观 体系 
运动 的 新 力学 一 一 量子 力学 的 一 种 理论 , 称 为 波动 力学 . 1927 年 ， 
狄 喇 克 (P. A.M. Dirac) 又 提出 电磁 场 的 量子 理论 ,解决 了 非 相对 
”“ 论 性 实物 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 问题 。 此 外 ,在 1926 一 1927 年 
间 还 提出 了 克 菜 因 - 苹 登 (Q.Klein 和 W. Gordon) 方 程 ,1928 年 提 


出 了 狄 喇 克 方程 ,它们 分 别 是 描述 自 施 为 0 和 二 的 实物 粒子 的 相 
对 论 性 波动 方程 。 
就 在 建立 波动 力学 的 同一 时 期 ,; 海 森 堡 (W. K. Helisenberg )、 


玻 恩 、 约 当 (P. Jordan) 以 及 狄 喇 克 等 人 于 1925 年 建立 了 量子 力学 


的 另 一 种 理论 , 称 为 矩阵 力学 .这 一 理论 强调 只 讨论 物理 上 可 以 观 
测 的 量 ,例如 原子 辐射 的 频率 及 强度 等 ,抛弃 直观 图 象 的 解释 及 与 
其 相 联系 的 经 典 运动 学 的 量 ,例如 原子 内 电子 的 运动 轨道 和 运动 
周期 等 (因为 它们 是 原则 上 不 可 观测 的 ) ,认为 理论 只 应 当 建 立 在 
可 观测 量 的 基础 上 ,寻求 它们 之 间 的 关系 。 根 据 这 一 理论 ,考虑 到 
可 直接 观测 的 物理 量 的 分 立 性 ,将 每 一 个 可 观测 量 用 相应 一 个 满 
足 一 定 条 件 的 矩阵 表示 (而 不 是 如 同 在 经 典 力学 中 ,用 相应 一 个 数 
或 函数 表示 ) ;矩阵 遵从 一 定 的 代数 运算 规则 ,特别 是 乖 法 有 不 对 
易 性 ,坐标 矩阵 Q@ 和 动量 矩阵 己 之 间 有 一 定 的 对 易 关 系 QP 一 PQ 
=i ji7, 式 中 了 是 单位 矩阵 , 广 是 普 朗 克 常 数 ,这 个 关系 式 就 是 基本 
量子 条 件 ; 由 此 ,再 可 以 建立 各 个 可 观测 量 之 则 的 关系 :有 经 典 对 
应 的 力学 量 之 间 的 关系 形式 上 与 经 典 力学 的 相似 ,但 运算 规则 不 
同 ,而 当 式 中 普 朗 克 常 数 趋 于 零 , 这 些 关 系 就 问 到 经 典 力学 中 相应 
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的 关系 。 这 种 理论 也 成 功 地 得 到 了 简 谐 振子 和 和 氨 原 子 等 的 能 谱 , 解 
决 了 光谱 线 的 频率 和 强度 等 问题 。 

芥 定 户 于 1926 年 在 刚 建 立 非 相对 论 性 微观 体系 物质 波 的 运 
动 方程 时 ,就 成 功 地 证 明了 和 矩 阵 力学 与 波动 力学 是 完全 等 价 的 ,是 
同一 种 力学 规律 的 两 种 不 同 的 表述 .同年 底 , 狄 喇 殉 和 约 当 完成 了 
变换 理论 ,使 两 种 理论 综合 成 为 一 种 量子 力学 体系 。 后 来 ， 狄 史 殉 
还 用 更 为 普遍 的 方式 将 量子 力学 表述 出 来 。 

从 下 一 章 起 ,将 主要 采用 所 谓 薛 定 谓 绘 景 来 逐步 叙述 量子 力 
学 的 基本 原理 ,并 且 应 用 量子 力学 理论 来 解释 原子 的 各 种 现象 和 
处 理 原 子 的 各 种 问题 。 


十 


1-1 能量 为 10MeV 的 a 粒子 束 人 射 厚度 为 4 的 金 和 锁 。 金 的 密度 p= 
1.93X10kg。m- :,Z 二 79,A 二 197, 已 知 探测 器 在 9=45° 方 向 计数 每 分 钟 有 
100 个 散射 < 粒子 。 问 : : 

” ”(D 车 人 射 。 粒 子 能 量 为 20MeV; 
《2) 或 改 为 10MeV 质子 束 人 射 ; 
(3) 或 探测 器 转 到 0 一 135° 处 ; 
《4) 或 金 箱 厚 度 为 24; 
则 每 分 钟 散射 粒子 的 计数 各 为 多 少 ? 

答 : (1)25,(2)25,(3)2.9,(4)200 

1-2 ”一 个 能 量 为 10MeV 的 a 粒子 与 原子 中 的 一 个 电子 磁 描 , 设 电子 初 
始 静止 。 求 ; : 

(1)a 粒子 能 够 转移 给 电子 的 动量 最 大 值 ， 

(2)a 粒子 的 最 大 偏转 角 。 

答 :(1)4.0X10-23kgms-1, (2)2.7X10 一 弧度 

1-3 ”应 用 普天 克 公 式 (1. 4-7) 

(1) 将 公式 写成 : 


8xhc 1 
“TM Zee 


再 证 明 维 恩 位 移 定律 :jmsx 了 一 5 为 常量 ), 式 中 加 ,是 wr (4) 峰值 处 的 波长 值 ， 
170 


b=0. 20141 =0. 00290mK 
8 


(2) 证 明 斯 不 藩 定律 
U(T)=oT 


式 中 U(T) = Jur (v)dv 为 总 能 量 密度 ,co 一 8 ka'/15hsc =7.52X10™" 


加 _ Go | oo “0 ns 2 1 
Jm ™“K 是 常量 [提示 : | 和 =| dzz pe -62, 均一 下] 
1-4 应 用 普 包 到 公式 证 明 : 
eo 2 
(1) 单 位 体积 的 光子 数 N = 2. 029 x 10"T3 Cm-:)[ 提 示 : | -dz 
=2 》\ 二 一 2.40411] 


(2) 每 一 个 光子 的 平均 能 量 e 一 3.73X10-27(J) 
1-5 用 Ca 阴极 光电 管 做 光电 效应 实验 ,用 不 同 波 长 4 的 单 色光 照射 ， 
测 出 相应 的 临界 过 止 电压 了 ,得 到 下 列 数据 ; 
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照射 光波 长 MCA ) 3132 


试 定 出 普 朗 克 常数 有 。 

答 :6.6X10-3J。s 

1-6 波长 为 0.708A 的 光子 与 静止 的 电子 碰撞 , 求 : 

(1) 散 射 角 60=30° 处 光子 波长 的 改变 量 Ahi 

(2) 此 时 ,电子 的 反 促 角 9; 

(3) 反 冲 电子 的 动能 了 。 

答 : (1)0.00325A ,(2)15°,(3)80eV 

1-7 波长 为 0.50A 的 X 射线 光子 在 康 普 顿 散射 中 传递 给 一 个 电子 的 
最 大 能 量 是 多 少 ? 如 果 换 成 波长 为 5000A 的 可 见 光 光子 ,结果 又 如 何 ? 

管 :2. 19KeV ,2. 41X 10 eV 

1-8 波长 为 4 的 光子 与 自由 电子 磁 擅 ， 

(1) 设 自由 电子 初始 动量 的 值 为 p, 方 向 与 光子 的 人 射 方向 一 致 , 试 证 明 
康 普 顿 散 射 公 式 写 为 : 


2 
AAA 一 2 人 et hsm ) 


7] 


式 中 二 (pe 十 me) 是 自由 电子 的 初始 能 量 ,和 是 电 子 的 康 普 顿 波长 ; 
〈2) 奉 电子 初始 动量 的 方向 与 光子 的 人 射 方向 相反 , 则 AM 如何 表示 ? 
(3) 能 量 为 2eV 的 光子 与 自由 电子 碰撞 , 若 电 子 初始 动能 为 2X 10'eV， 

运动 方 同 与 光子 人 射 方 四 相反 , 求 散 射 光 子 的 能 量 。 


2714 __ . 
答 :(2)A4 一 21 ein ) ;, (3)7. 6X 10’:eV 


1-9 ” 试 证 明 自 由 电子 不 能 吸收 光子 。 
1-10 ” 试 求 氢 原 子 以 及 He+ Lit+ .C+ 离子 的 束 曼 线 系 、 巴 耳 末 线 系 


帕 邢 线 系 的 各 自 头 四 条 谱 线 的 波长 。 
管 ， 


HH 


道 线 | 赖 曼 线 系 (A) | 巴 耳 末 线 系 (A)| 帕 邢 线 系 (有 和) 


1215.7 z 6564. 7 18756 


1025.7 4862. 7 12822 


972.5 4341.7 | 10941 


949. 8 4102.9 10052 


303.8 1640. 5 4687. 2 
256. 3 1215. 2 3204. 1 


本 时 


243.0 | 1085.0 2734. 2 
237. 3 1025. 3 2512.0 
135.0 729. 1 2083. 1 


113.9 540. 1 1424.0 


| 


2 十 


L 


108.0 482.2 1215.1 


105.5 455. 7 1116. 4 
33.8 | 182.3 520. 7 
28.5 . 


27.0 120.5 3{03. 8 

26. 4 113.9 279.1 
1-11 粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 . 

12 


区 


日 日 


C+ 


加 下 


0， 0 过 Ta 

co ， TX<0 和 zx>a 

中 运动 , 试 应 用 琉 尔 - 索 末 菲 量子 化 条 件 式 (1. 5-24) 求 体系 能 量 的 可 能 取 值 。 
另 应 用 德 布 罗 意 关系 式 p 一 车 再 求 之 。 


2.2 
Ea ni, nn 二 1,2,3,… 


1-12 应 用 玻 尔 - 索 末 菲 量 子 化 条 件 式 (1. 5-24), 求 出 一 维 谐振 子 [ 势 能 
ne :z?] 的 能 量 允 许 值 。 

答 ;E, 二 nw， n= 二 1],2,3,** 

1-13 ”应 用 玻 尔 - 索 末 菲 量 子 化 条 件 ， 荆 求 电子 在 恒定 均匀 磁场 中 作 国 
局 运动 的 可 能 轨道 半径 。 

答 :r， = (EE), n=1,2,3,." 


1-14 ”一 个 光子 电离 处 于 基态 的 所 原子, 被 电离 的 电子 重新 和 质子 结合 
成 处 于 第 一 激发 态 的 氢 原 子 同 时 发 射 波长 为 466 人 的 光子 。 试 求 原 人 射 光 子 
的 能 量 和 被 电离 电子 的 动能 。 

答 : 人 射 光 子 能 量 ,36. 8eV ,被 电离 电子 的 动能 :23. 2eV 

1-15“” 当 和 氢 原子 从 初 定 态 有 跃迁 到 激发 能 (这 个 定 态 与 基态 的 能 量 差 ) 为 
10. 20eV 的 末 定 态 ' 发 射 一 个 波长 为 4861 A 的 光子 ， 试 确定 初 定 态 的 结合 能 
(电子 从 这 个 定 态 电离 所 需 的 能 量 )。 

管 ;0. 85eV 

1-16 ”在 夫 兰 克 - 替 效 实 验 中 , 若 容 器 内 充 以 氢 原 子 蒸 气 , 用 能 量 为 
12. SeV 的 电子 束 复 击 基 态 氢 原子 , 问 可 以 同时 观测 到 哪些 波长 的 光谱 线 ? 

答 ; 可 同时 观测 到 三 条 谱 线 ,其 波长 分 别 为 :1026A ,1216A ,6563A 

1-17 对 于 氢 原 子 : 

(1) 试 计算 电子 在 量子 数 为 ” 的 阅 周 轨道 上 运动 的 频率 、 线 速 度 和 线 加 
速度 ; 

(2)? 证 明 , 若 上 之 之 1, 则 电子 由 =” 十 1 胃 道 跃迁 到 轨道 的 防 尔 频率 即 是 
电子 绕 第 ”圆周 轨道 运动 的 频率 ， 


447r277124 (2x) tmes 


管 : 频率 ~ (C4ne, )in Ce Jamhs’ 线 速度 < Ce 二, 线 加 速度 (4reo )3714 大 4 


1-18 ” 氢 原 子 由 "一 4 能 级 向 "一 1 能 级 有 迁 时 发 射 一 个 光子 。 计算 氧 原 
子 的 反 冲 能 量 , 并 且 证 明 反 冲 能 量 远 小 于 能 级 差 E. 一 E 


V(rz)= | 


呆 
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答 : 氧 原子 的 反 冲 能 量 为 8. 67X10-seV, 其 中 leV 王 1.96X107-6zzzuc; 

1-19 计 及 原子 核 的 有 限 质量 效应 ,计算 氧 ,. 重 气 和 超重 氢 原 子 之 间 瓦 。 
线 的 波长 差 。 

答 : 吾 , 线 是 氧 原子 巴 耳 末 线 系 中 的 第 一 条 谱 

Mp 一 人 一 1.79A ,7 一 一 1.190A 7 一 加 一 一 0.60 信 

1-20 将 原子 核 的 质量 近似 表 为 MAM,, 式 中 M 是 质子 的 质量 ,4 

是 核子 数 。 试 对 于 原子 氨 、 重 氨 和 离子 :He+, 求 核 的 有 限 质量 效应 对 玻 尔 能 

级 EE, 的 相对 修正 御 。 


AE ， A 
和 演 : 氢 :一 包 X10 一 5. 44, 重 氢 : 一 党 Xx10 一 2.72,4He+ :一 全 2X10 


一 1. 36 

1-21 已 知 钠 原 子 光谱 主线 系 第 一 条 谱 线 的 波长 为 5893 A , 辅 线 系 系 
限 的 波长 为 4086A 。 试 求 : 

(1)3s 和 32 的 光谱 项 量子 亏损 A,、4, 和 能 量 ; 

(2) 钠 原子 的 电离 电势 和 第 一 激发 电势 ， 

管 : (1)As=1.36,4s, 一 0,89,Es.a,, = 一 5,14eV ,Es.a,,=—3.04eV 

(2)V。=5.14 伏 ,V;=2.1 伏 

1-22 ,计算 德 布 罗 意 波长 ; 

1) 一 1kg,v 王 1ms-! 的 质点 ; 

(2) 玉 一 leV .10eV ,li0*eV 和 10eV 的 自由 电子 ; 

(3)E=1leV 和 10eV 的 自由 质子 ; 

(4)EE==0. 02eV 的 月 由 中 子 ; 

(5)E=5MeV 的 a 粒子 。 : 

答 :(1)6. 63X107-24A3i (2)12.25A .0.39A .0.012A .3.88X10-+A, 
(3)0. 29A .9.04X10 一 Ai(C4)2.01A; (5)6.39X10-5A 

1-23 试 求 高 速 运动 粒子 的 德 布 罗 意 波长 与 能 量 之 间 的 关系 式 。 

管 :1 王 Ahcy7/ LE: 一 (aoc2)2 1] 

1-24 显微镜 下 可 显示 出 最 小 图 像 的 尺寸 是 波长 的 数量 级 。 故 光 学 显 微 

镜 分 辩 本 领 的 理论 极限 为 10"A 的 数量 级 。 问 ; 

《1 电子 显 微 锐 中 ,大 电子 被 加 速 到 能 量 为 150KeV , 则 其 分 辨 本领 的 理 
论 极 限 数 量 级 是 多 少 ? 

(2) 若 改 用 能 量 为 150KeV 的 质子 束 照 射 图 像 , 其 分 辨 本领 的 极限 又 约 
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是 多 少 ? 

答 :(1)3X10™ A,(2)7X10™A 

1-25 NaCl 晶体 的 原子 间距 为 2. 81A ,一 束 热 中 子 在 NaCi 晶体 上 衍射 
在 20" 方 向 得 到 一 级 衍射 峰 。 求 热 中 子 的 动能 ， 

管 :0.0221eV 


{5 


第 二 章 量子 力学 原理 (1 )， 
波 函 数 及 薛 定 谱 方 程 


上 一 章 叙 述 的 原子 实验 现象 是 建立 量子 力学 的 基础 。 本 章 和 
下 一 章 叙 述 量子 力学 的 基本 原理 , 它 反 过 来 又 是 解释 原子 现象 和 
所 有 非 相 对 论 性 微观 体系 现象 的 基础 。 量 子 力学 的 理论 框 染 是 由 
下 列 五 条 假设 构成 的 。 

假 似 一 ”微观 体系 的 运动 状态 由 相应 的 归 一 化 波 图 数 描述 。 

假 仙 二 ”微观 体系 的 运动 状态 流明 数 随 时 间 变 化 的 规律 遵从 
薛 定 诅 方程 。 

假设 三 ”力学 量 由 相应 的 线性 厄 密 算 符 表 示 ，。 

假设 四 ”力学 量 算 符 之 间 有 确定 的 对 易 关 系 , 称 为 量子 条 件 ; 
坐标 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 1 、 这 、Z 与 动量 算 符 的 三 个 直 
角 坐 标 系 分 量 Pi .2s、2ps 之 间 的 对 易 关 系 为 Yj, 一,Y; 二 0,pjpi 一 
pipj==0,Xjpr 一 Perj 二 i 有 hd,(j,k 二 1,2,3), 称 为 基本 量子 条 件 ; 力 
学 量 算 符 由 其 相应 的 量子 条 件 确定 。 

假设 五 ”全 辐 的 多 粒子 体系 的 波 函 数 对 于 任意 一 对 粒子 交换 
而 言 具 有 对 称 性 : 玻 色 子 系 的 波 函 数 是 对 称 的 , 费 密 子 系 的 波 函 数 
是 反对 称 的 。 

量子 力学 对 微观 体系 运动 状态 的 描述 和 对 力学 量 的 表示 不 是 
一 回 事 ,这 与 经 典 力学 不 同 .假设 一 和 假设 二 分 别 指出 微观 体系 量 
子 态 的 描述 方式 和 态 随时 间 演 化 的 动力 学 规律 ,这 在 本 章 叙 述 。 假 
设 三 和 假设 四 分 别 指出 力学 量 的 表示 方式 和 力学 量 取 值 ( 有 些 力 
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学 量 的 取 值 量子 化 ) 的 动力 学 规律 ,将 在 下 一 章 叙 述 。 对 这 四 条 假 
设 的 认识 还 将 通过 以 后 几 章 的 阐述 逐渐 深化 。 假 设 五 在 第 九 章 叙 
述 。 量 子 力学 的 这 些 假设 的 提出 是 建立 在 实验 事实 基础 上 的 ,其 正 
确 性 也 已 经 实验 事实 检验 。 


3 2.1 波 画 数 及 其 统计 和 解释 


2. 1-1 波 范 数 


实物 粒子 的 运动 具有 波 粒 二 象 性 ,因此 量子 力学 用 坐标 7 和 
时 间 + 的 复 函数 到 Cr, 六 来 描述 粒子 的 波动 状态 , 称 (r,t) 为 波 本 
数 或 态 函 数 ， 

粒子 自由 运动 如 果 有 确定 的 动量 p, 因 而 相应 有 确定 的 非 相 
对 论 性 能 量 马 一 世 (m 是 粒子 的 质量 ), 则 按照 德 布 罗 意 关系 式 
(1. 6-2) 和 式 (1. 6-1) ,与 粒子 相伴 随 的 德 布 罗 意 波 有 确定 的 波 矢 
= 双 ( 波 长 ;一 分 ) 和 确定 的 角 频率 w 一 元 (频率 一 元 ) ,表明 粒子 
的 自由 运动 伴随 着 平面 波动 。 描 述 平面 波动 的 波 函 数 是 

Vlrst)—=Ae™ oAe? mE (2,1-1) 
式 中 4 是 常量 ,下 一双， 


2 


粒子 作 自由 运动 是 指 它 没有 处 在 力 场 中 ,因而 也 可 以 伴随 着 
这 样 的 波动 , 即 为 若干 平面 波 的 线性 全 加 , 波 函 数 为 
yr)=|CCp) ,rt)dpedpydp. 


- | CCp) Ae's' -mdp,dp,dp. (2. 1-2) 


式 中 合 加 系数 C(p) 与 时 间 t 无 关 ( 见 $ 2.2)。 
粒子 知 是 处 在 力 场 中 , 则 运动 状态 较为 复杂 ,描述 粒子 波动 状 
态 的 波 函 数 立 Cr, 轧 应 取 相 应 的 形式 。 以 后 如 果 没 有 作 特 别 的 说 
明 ,所 讨论 的 都 是 粒子 在 力 场 中 的 运动 。 
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2 1-2 ” 波 融 效 的 统计 和 解 鱼 


现在 来 探讨 ,物理 上 对 描述 粒子 波动 状态 的 波 函 数 应 作 怎 样 
的 解释 ? 即 实物 粒子 的 波 粒 二 象 性 是 什么 含意 ? 波动 性 与 粒子 性 
之 间 应 如 何 联 系 ? 
z 电子 的 衍射 实验 表明 ,粒子 不 是 物质 波 包 , 波 也 不 是 由 粒子 组 

成 的 。 因 为 实验 中 可 以 做 得 人 射电 子 流 的 强度 微弱 到 电子 几乎 是 

前 一 个 已 经 打 到 收集 器 或 照相 底片 上 后 一 个 才 从 电子 枪 射出 , 实 
验 显 示 出 ,一 方面 一 个 电子 人 射 并 不 形成 咎 射 花样 而 只 在 照相 砍 
片上 造成 一 个 感光 点 , 另 一 方面 即使 电子 之 间 没 有 联系 但 只 要 电 
子 束 人 射 的 时 间 足 够 长 ,照相 底片 上 就 得 出 完美 的 和 孙 射 花样 。 可 
见 , 单 个 电子 在 运动 过 程 中 总 保持 着 完整 的 颗粒 性 ,但 是 运动 行为 
具有 波动 性 。 

由 此 看 来 ,不 能 片面 地 夸大 粒子 的 波动 性 和 粒子 性 两 方面 中 
的 哪 一 面 ,也 不 能 用 经 典 力学 的 概念 来 理解 粒子 的 波动 性 和 粒子 
性 ,而 应 当 从 实验 事实 出 发 正确 认识 粒子 的 波 粒 二 象 性 .再 来 分 析 
电子 晶体 入 射 实验 中 照相 底片 上 的 衍射 图 样 。 一 方面 从 电子 的 波 
动 性 看 ,衍射 图 样 反映 出 波 在 照相 底片 上 各 点 的 强度 分 布 
I(r,t) |, 衍射 图 样 中 亮 的 地 方 是 波 强度 大 的 地 方 ,而 暗 的 地 方 
是 波 强 度 小 的 地 方 ; 另 一 方面 从 电子 的 粒子 性 看 ,衍射 图 样 又 反映 
出 打 到 照相 底片 上 各 点 的 电子 数目 分 布 ,衍射 图 样 中 亮 的 地 方 是 
到 达 的 电子 数目 多 的 地 方 , 而 暗 的 地 方 是 到 达 的 电子 数目 少 的 地 
方 。 对 单个 电子 来 说 ,衍射 图 样 反映 出 一 个 电子 被 散射 后 打 到 照相 
底片 上 各 点 的 几率 分 布 , 亮 的 地 方 是 电子 出 现 的 几率 大 的 地 方 ,而 
障 的 地 方 是 电子 出 现 的 几率 小 的 地 方 。 综 合 电 子 的 波动 性 和 粒子 
性 两 方面 来 看 ,可 知 电 子 波 在 照相 底片 上 各 点 的 强度 正比 于 一 个 
电子 在 底片 上 相应 各 点 出 现 的 几率 。 

一 般 地 说 ,粒子 的 运动 状态 用 波 阻 数 炎 (r,t) 描 述 , 时 刻 t 波 
在 空间 一 点 7 的 强度 | 下 Cr, 皇 正比 于 该 时 刻 上 粒子 在 该 点 r 出 
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现 的 几率 。 这 就 是 玻 恩 于 1926 年 对 粒子 的 波动 性 所 作 的 统计 解 
释 。 按 照 这 个 解释 ,物质 波 乃 是 粒子 的 几率 波 , 粒 子 本 身 始终 保持 
是 完整 一 颗 颗 的 ,但 是 粒子 的 运动 没有 轨道 , 任 一 时 刻 在 空间 各 点 
都 有 出 现 的 几率 ;不 过 ,描述 粒子 运动 状态 的 波 函 数 腕 (Cr, 切 本 身 
并 没有 直接 的 物理 意义 ,而 是 波 的 强度 | 下 Cr 上 才 有 明确 的 物 
理 意 义 , 它 给 出 粒子 时 刻 上 在 空间 各 点 出 现 的 几率 分 布 ( 妈 坐标 取 
值 的 几率 分 布 )。 / 


2. 1-3” 波 函 数 归 一 化 ;6 画 数 与 平面 波 波 画 数 的 妇 一 化 
按照 波 吗 数 的 统计 解释 ,要 求 粒 子 任 一 时 刻 在 空间 各 点 出 现 

的 几率 总 和 为 一 , 即 要 求 波 消 数 业 (r, 引 满足 所 谓 归 一 化 条 件 
| cr ar=1 (2. 1-3) 


如 果 所 用 的 波 函 数 更 Cr, 思 没有 满足 归 一 化 条 件 , 则 应 将 更 Cr, 昌 乘 
以 归 一 化 常数 N, 使 得 有 


a dr=1 (2. 1-4) 
这 称 为 将 波 函 数 归 一 化 。 归 一 化 常数 六 取 为 正 实数 ,等 于 
N= (2. 1-5) 


ee 4 


由 于 对 几率 分 布 来 说 ,有 意义 的 只 是 相对 几率 分 布 ,而 到 Cr, 六 与 
Ntr:t 描 述 完全 相同 的 相对 几率 人 分布, 因此 更 (Cr 与 入 Tri) 
描述 粒子 的 同一 个 运动 状态 。 波 函数 数 (r,t) 归 一 化 后 ， 
(r,t)12dr 为 粒子 时 刻 t 在 r 点 附近 体积 元 dr 内 出 现 的 几率 ， 
炎 (r,) 上 ? 则 是 粒子 时 刻 t 在 > 点 出 现 的 几率 密度 ( 即 坐 标 取 值 为 
r 的 几率 密度 )。 : 
现在 来 求 粒 子 自 由 运动 的 平面 波 波 函 数 式 (2. 1-1) 的 归 一 化 
常数 4。 这 是 粒子 运动 最 简单 的 情况 , 但 是 偏偏 其 平面 波 波 函 数 不 
能 按 式 (2. 1-3) 的 要 求 归 一 化 ,因为 粒子 坐标 取 任意 > 值 的 几率 密 
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度 |Y,Cr, 六 1: 恒 为 常量 42, 故 几率 总 和 | | 于 ,Cr,z jdr 为 无 限 
大 ,车 按 式 (2.1-3) 归 一 化 ,将 得 到 归 一 化 常数 4 等 于 零 。 能 够 按 
式 (2. 1-3) 归 一 化 的 波 函 数 称 为 它 的 绝对 值 平方 在 粒子 运动 的 整 
个 空间 中 是 可 以 积分 的 (简称 为 是 平方 可 积 的 )。 任 何 真实 体系 的 
运动 状态 波 函 数 总 是 平方 可 积 的 。 可 是 粒子 自由 运动 的 平面 波状 
态 是 一 种 理想 化 的 状态 ,平面 波 波 函数 不 是 平方 可 积 的 .下面 利用 
狄 喇 克 8 函数 将 平面 波 波 函数 归 一 化 , 求 出 归 一 化 常数 。 为 简明 起 
见 , 具 体 讨论 粒子 在 一 维 空间 中 自由 运动 的 情况 ,平面 波 波 函 数 由 
式 (2. 1-1) 改 写 为 

Wrst) = Ae' tr Er (2. 1-6) 


式 中 下 一刀 .注意 到 粒子 的 动量 取 值 并 不 是 量子 化 的 ,而 是 在 区 


2m 
间 ( 一 oo ,0) 内 连续 取 所 有 实数 值 (将 在 § 3.4 中 证 明 ), 因 此 粒子 
自由 运动 如 果 说 有 确定 的 动量 ,不 能 理解 为 粒子 动量 的 确定 值 是 
;而 应 当 理 解 为 取 值 是 (p 一 6p,p 十 6p), 于 是 平面 波 波 清 数 归 一 
化 表示 式 由 

| Ae dz=4| er/Aoipr/ | 一 1] 
应 改写 为 

[Nap a’| emermndz=1 (2. 1.7) 


再 利用 狄 吓 克 引信 的 8 函数 , 它 是 一 种 广义 函数 ,只 在 积分 号 下 才 
真正 有 意义 ,但 通常 将 它 定 义 为 
co ， 之 一 1 
(rz 一 zzo) 一 | (2. 1-8) 
0， 六 To 
以 保证 有 | 
: 人” "sc 一 =odz=| 0(z—z0)dz=1 (2. 1-9) 


To —6r, 


6 函数 有 以 下 基本 性 质 : 
80 


RETR NS TL 


0" (XZ) 二 6(X)， 为 实 旺 数 
0( 一 7X) 二 0(X)， 为 偶 卫 数 


O(ax) 一 二 SCz) 


9 C2. 1-10) 
| fr) rr)dr= f(r) 
XO(XT)=0 
Z0(Z 一 ZX) 一 Zoo00Z 一 Z0) 
等 等 (请 读者 目 行 证 明 )。 它 也 可 以 看 成 是 某 些 普通 孙 数 的 特定 极 
限 , 例 如 : 


OrT)=lim 


He 


sin (ax) 
A 


. sin’(az) 
5(z) 一 Lim 一 一 一 一 


Wi CO 


7x)= lim— : (2 1-11) 
oot TT 二 0) 


(7)=lim() ee 
o-oo0 A 
以 及 
5 一 去 | id (2. 1-12) 
27J _-- 
等 等 [请 读者 自行 证 明 ,它们 满足 式 (2. 1-8) 和 式 (2. 1-9)]。 
将 式 (2. 1-7) 与 式 (2. 1-9) 比较 ,有 
4 eerndz 一 | V(r)V, (rdr=6(p—p') 
(2.1-13) 
再 与 式 (2. 1-12) 比 较 , 得 A=— 715i 


于 是 ,粒子 一 维 自由 运动 的 平面 波 已 归 一 化 的 波 函 数 式 (2. 1-6) 写 
成 


2 
e iPr E=£ (2. 1-14) 


l 
Se DE 2772 
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称 有 p(z 世 正 交 归 一 化 成 3 函数 ,由 式 (2. 1-13) 表 述 。 如 果 粒 子 在 
三 维 空间 中 自由 运动 ,其 平面 波 波 函数 式 (2. 1-1) 的 归 一 化 常数 可 


1 
1 f + | 三 
GR Egm (01-15) 


称 丈 ,(r, 引 正 交 归 一 化 成 6 明 数 ; 


V(r ,t) = 


oo 


中 Aiewememdr= | Wir dr=dp—p') 


=0(pe— pr Op,— py 6(p:— pe ) (2. 1-16) 
2.1-4 粒子 动量 取 值 的 几率 分 布 


粒子 在 一 定 的 运动 状态 下 ,对 于 每 一 时 刻 t, 不 仅 坐 标的 取 值 
有 确定 的 几率 分 布 ,而 且 动 量 的 取 值 也 有 确定 的 几率 分 布下 面 说 
明 这 一 点 。 将 粒子 运动 状态 的 波 函 数 于 Cr, 妃 作 傅 里 叶 展 开 


Var)= IC aine” "dpdpydp. (2. 1-17) 


其 逆 变 换 为 


Codr (2.1-18) 


可 以 看 出 ,CCp, 与 一 Cr 昌之 间 有 一 一 对 应 的 关系 , 有 Cr, 刘 给 定 
后 CCGp,t 由 式 (2.1-18) 完 全 确定 ,同样 地 CCGP 给 定 后 立 Crt) 
由 式 (2. 1-17) 也 完全 确定 。 现 在 通过 分 析 电 子 晶 体 衍射 实验 中 昭 
相 底 片上 的 衍射 图 样 来 给 出 物理 上 对 CCp,t) 的 解释 。 一 方面 从 电 
子 的 波动 性 看 , 式 (2. 1-17) 表 明 , 电 子 从 晶体 表面 反射 后 的 运动 状 
态 炎 (r,t) 可 以 看 成 是 所 有 平面 波 的 线性 全 加 , 式 中 CCp,t) 是 动量 
为 p 的 平面 波 罗 ,(r) 一 zoe” rr 的 波幅 ,其 绝对 值 的 平方 


IC(p;2) 上 是 平面 波 业 ,《r) 的 相对 强度 , 它 作 为 粒子 动量 p 的 铬 
数 , 给 出 在 电子 的 运动 状态 亚 (r,) 中 包 仿 的 所 有 平面 波 的 相对 强 
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Cp ,= rt) 


je 14 le 二 | = 


a Nl RN 了 


度 分 布 ; 电子 的 品 体 入 射 人 图样 反 观 出 电子 从 品 体 表面 反射 后 的 运 
动 状态 中 所 包含 平面 波 的 相对 强度 分 布 ,不 同 动量 p 的 平面 波 朝 
不 同 的 方向 传播 到 达 周 相 底 片上 的 不 同 地方 , 衍 射 图 样 中 亮 的 地 
方 是 相对 强度 大 的 平面 流传 播 到 达 的 地 方 , 而 暗 的 地 方 是 相对 强 
度 小 的 平面 波 传播 到 达 的 地 方 . 另 一 方面 从 电子 的 粒子 性 看 ,电子 
的 晶体 衍射 图 样 反 映 出 电子 束 从 晶体 表面 反射 后 动量 取 值 为 各 个 
不 同 疡 的 电子 数目 分 布 ,不 同 动量 D 的 电子 朝 不 同 的 方向 运动 到 
达 照 相 底片 上 的 不 同 地 方 ,衍射 图 样 中 亮 的 地 方 是 有 很 多 电子 其 
动量 p 指 问 的 地 方 ; 而 暗 的 地 方 是 只 有 很 少 电子 其 动量 p 指 问 的 
地 方 ;对 单个 电子 来 说 ,衍射 图 样 就 反映 出 一 个 电子 被 晶体 表面 反 
射 后 动量 取 值 为 各 个 不 同 p 的 几率 分 布 。 综合 电 子 的 波动 性 和 粒 
子 性 两 方面 来 看 , 可知 散 射电 子 波 所 包含 的 平面 波 炎 ,lr) 的 相对 
强度 正比 于 电子 动量 取 值 为 p 的 几率 。 

推广 到 一 般 情况 ,粒子 的 运动 状态 用 波 函 数 殉 (r,t) 描 述 ,将 
(r,t) 作 傅 里 叶 展 开 , 如 式 (2. 1-17) 所 示 , 则 其 傅 里 叶 变 换 的 绝对 
值 平方 |CCp,2)1? 正比 于 粒子 在 态 歼 (r,t) 下 时 刻 t 动量 取 值 为 p 
的 几率 。 
容易 证 明 , 如 果 波 函数 亚 (r,t) 已 经 归 一 化 ,如 式 (2.1-3) 所 
示 , 则 CCP, 妃 必 年 也 已 经 归 一 化 ,如 


|icoo | “dpdp,dp 一 ] (2. 1-19) 
事实 上 ,利用 式 (2. 1-18), 有 
| ICCp,t) ldpdp,dp. 一 | dz pydp: 


r /Rd 


# ] ip*r f 1 —ip® 
. | (r Dorie mdr| yr on) f 
一 |y. (rtD Wr tO(r—r ydrdr 
=| cr [2dr 
一 ] (2. 1-20) 
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在 上 面 的 推演 过 程 中 ,用 到 三 维 情况 下 的 式 (2. 1-12) 以 及 式 (2. 1- 
10) 中 6 也 数 的 第 四 个 性 质 。 这 样 ,1C(p ,上 就 是 粒子 在 态 守 (7， 
t) 下 ,时 刻 i 动量 取 值 为 p 的 几率 密度 , 它 作 为 2 的 函数 ,就 是 粒 
子 动量 取 值 的 几率 分 布 图 数 。 

因此 ,粒子 归 一 化 的 波 函 数 灾 Cr,b 的 傅 里 叶 变 换 的 绝对 值 平 
方 |1C(p,2)1 给 出 粒子 在 运动 状态 烤 (r, 才 下 动量 取 值 的 几率 分 
布 。 


2. 1-5 ”坐标 和 动量 的 期 望 值 


粒子 在 一 个 确定 的 运动 状态 下 ,由 波 明 数 刍 (r,t) 既然 可 以 完 
全 确定 地 给 出 粒子 坐标 取 值 的 几率 分 布 浮 数 和 动量 取 值 的 几率 分 
布 消 数 , 也 就 可 以 分 别 给 出 粒子 的 坐标 和 动量 在 态 炎 (r,) 下 任意 
时 刻 : 的 统计 平均 值 ,量子 力学 中 称 为 期 望 值 。 为 简明 起 见 , 先 以 
粒子 在 一 维 空间 中 运动 的 情况 作 具 体 讨论 ,然后 再 推广 到 粒子 在 
三 维 空间 中 运动 的 情况 。 

假定 粒子 的 运动 状态 流水 数 Y 团 (x; 四 已 经 归 一 化 , 则 在 态 
V(x,t) 下 ,坐标 x 的 期 望 值 为 

z=| zlw(z,t) dx=| (Tt TV x,t) dx 


(2. 1-21) 
动量 p 的 期 望 值 为 
5=|- plC(p,t) dp (2. 1-22) 
如 果 要 直接 利用 归 一 化 波 函 数 灾 (z, 己 来 计算 动量 的 期 望 值 ,可 将 
式 (2. 1-18) 代 入 上 式 , 有 
p =| dp| vi (2 Dm dz 


. | px,t) ormmdz 


] 一 
(Cor hy 
= 如 天 dp| WV’* (x',t)e'r Tdx 
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hIST im nn 


. | ¥en (一 于) 也 Xerermdz 
进行 分 部 积分 ,假定 粒子 的 运动 是 在 空间 有 限 的 范围 内 , 波 斋 数 
业 (z,t) 在 边界 zx 一 士 co 处 等 于 零 , 得 


p= | ap| WW’* (x! ee]. ert) dz 


= 上 | C7 TW Cr 二 (rt)dr' dz 


即 p=| WV' (zi 了 元 殖 (zDdz (2. 1-23) 
对 于 粒子 在 三 维 空间 中 运动 的 情况 ,有 

7= | (rrV r,t dr (2,. 1-24) 

p=|¥* (rd Vr dr (2. 1-25) 

式 中 v=i+] +h 去 (2. 1-26) 


式 (2.1-24) 和 式 (2.1-25) 表 明 , 粒 子 在 态 炎 (7,1) 下 , 若 要 得 到 举 

标 和 和 动量 的 期 望 值 ,可 以 将 波 肾 数 归 一 化 ,并 且 将 坐标 和 动量 分 别 
用 算 符 表示 : 

r= (2. 1-27) 

p 一 ?一 一 六 《2. 1-28) 


再 分 别 按 式 (2.1.24) 和 起 (2.1-25) 计 算 。 坐 标 和 动量 的 期 望 值 的 
求 得 ,一 方面 依赖 于 粒子 所 处 运动 状态 的 归 一 化 波 函 数 , 另 一 方面 
也 依赖 于 表示 坐标 和 动量 的 算 符 。 

上 面 的 结论 可 以 直接 推广 到 粒子 的 另外 一 些 力学 量 , 如 势能 
V(r)、 动 能 7 一 反 - 以 及 哈密 顿 函 数 全 二 .十 V(r) 。 将 这 些 力学 量 


分 别 用 相应 的 算 符 表示 ,有 
VCr) 一 一 一 VCGf) 王 VCr) (2. 1-29) 


rr 六 有 _1,h DJ: 一下 2 
1 ——>1 om > ) om 
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式 中 Vv 三 Ta a (2. 1-30) 
HB Ve yrve ) (2.1-31) / 
2m /9m ' 
则 粒子 在 态 殉 (r,t!) 下 ,上 述 力学 量 的 期 望 值 分 别 为 
7= | (rt rT r,t) dr (2. 1-32) 
T= |v: Cr Dy) rt)dr (2. 1-33) 


H=|v: (rE +tV Yr dr (2. 1-34) 


例如 ,对 于 粒子 在 一 维 空间 中 运动 的 情况 ,具体 推算 动能 的 期 望 
值 ,有 
元 =| 之 plccp, 1) |2dp 


sr 1 l ipr / / 
oh V(x "7A "dz 


1 —1pr) 
2 COA A pd 
dp 2 六 


| p_ yer,t) 
|- | W(x em mdz 
了 _h 2 Em 一 7 户 工 /站 

Vr) 二 jr 2 dz 


l 和 类 / ipr 
_dp | V(r ter dr 


em (— )2 志 t)dx 


-一 OD 


| Ox —r)IV’ (xr .元 (了 Yr)dr 


¥ 
Vr,t) dr (2. 1-35) 


-| VV* (r,t)(— 
2. 1-6 ”量子 态 ;量子 力学 的 第 一 条 假设 


实验 证 实 实物 粒子 具有 波 粒 二 象 性 ,粒子 在 运动 过 程 中 其 内 
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豪 属 性 (如 质量 .电荷 等 ) 保 持 粒子 性 , 而 运动 行为 呈 波 动 性 。 在 量 
子 力学 中 ,是 如 何 用 波 函 数 来 描述 和 确定 这 种 具有 波 粒 二 象 性 的 
粒子 的 运动 状态 呢 ? 

运动 状态 (简称 为 状态 或 态 ) 是 指 一 个 体系 的 每 一 种 可 能 的 运 
动 方式 , 即 在 受到 独立 的 、 互 不 矛盾 的 和 完全 的 条 件 限制 下 而 确定 
的 每 一 种 运动 方式 。 经 典 体系 的 运动 状态 的 确定 是 决定 性 的 。 以 
经 典 的 一 个 质点 运动 为 例 , 质 点 在 时 刻 上 的 坐标 和 动量 同时 有 确 
定 值 rx( 和 PC) ,它们 就 作为 限制 条 件 唯 一 地 和 完全 地 确定 质点 
在 该 时 刻 上 的 状态 ,因为 质点 其 它 所 有 的 力学 量 都 是 坐标 和 动量 
的 函数 ,已 知 这 两 个 量 在 时 刻 上 的 值 也 就 确定 了 其 它 所 有 力学 量 
在 时 刻 上 的 值 , 质 点 在 时 刻 上 的 运动 方式 就 完全 确定 。 但 是 ,不 可 
能 对 微观 体系 的 运动 状态 作 决定 性 的 确定 ,具有 波 粒 二 象 性 的 粒 
子 在 一 个 态 下 ,坐标 和 动量 一 般 来 说 在 任 一 时 刻 同时 都 没有 确定 
值 ,而 是 分 别 有 确 定 的 取 值 几率 分 布 。 不 过 ,微观 体系 的 运动 状态 
不 可 能 决定 性 地 确定 并 不 等 于 说 不 可 能 确定 .如 上 所 述 , 粒 子 在 由 
波 函 数 到 Cr, 描述 的 态 下 ,坐标 取 值 有 确定 的 几率 分 布 ,动量 取 
值 也 有 确定 的 几率 分 布 。 后 面 还 会 看 到 ,粒子 其 它 所 有 力学 量 的 取 
值 也 都 有 确定 的 几率 分 布 。 于 是 ,从 波 函 数 亚 (7, 起 出 发 ,得 出 诸 力 
学 量 在 时 刻 1 各 自 取 值 的 几率 分 布 ,可 以 用 它们 共同 作为 限制 条 
件 来 确定 粒子 在 时 刻 上 的 状态 。 波 函数 严 (r,t) 随 时 间 演 化 , 诸 力 
学 量 各 自 取 值 的 几率 分 布 就 跟着 随时 间 演 化 , 这样 描述 粒子 的 运 
动 状 态 随时 间 演 化 。 因 此 ,微观 体系 运动 状态 的 确定 是 非 决 定性 
的 .统计 性 的 。 称 微观 体系 的 态 为 量子 态 。 在 量子 力学 中 ,用 本 身 
并 没有 直接 物理 意义 的 波 函 数 来 描述 微观 体系 的 量子 态 。 

微观 体系 的 运动 状态 由 相应 的 波 函 数 完全 地 描述 。 波 函数 归 
一 化 以 后 ,给 出 粒子 在 这 个 运动 状态 下 ,在 任 一 时 刻 t 时 坐标 、 动 
量 以 及 其 它 所 有 力学 量 取 值 的 几率 分 布 , 用 它们 来 统计 性 地 完全 
确定 这 个 运动 状态 。 这 就 是 量子 力学 的 第 一 条 假设 。 
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3 2.2 访 替 加 原理 


物质 波 作为 一 种 波动 ,与 其 它 种 类 的 波动 一 样 ,必定 遵从 波 的 
登 加 原理 ;但 它 是 几率 波 ,因此 对 波 的 肆 加 原理 要 赋予 统计 解释 。 
这 就 构成 量子 力学 的 态 登 加 原理 。 

仍 从 考察 电子 的 衍射 实验 着 手 分 析 , 为 简明 起 见 , 讨 论 电子 的 
双 终 干涉 实验 ,如 图 2. 2-1(a) 所 示意 。 人 射电 子 束 穿 过 双 缝 后 ,在 


[i+w 


(a) Cb) 《C ) 
图 2. 2-1 电子 双 缝 干涉 实验 结果 示意 图 


屏 上 形成 干涉 图 样 。 如 果 将 颖 2 关上 ,只 留 单 颖 1 开 着 , 记 电 子 穿 
过 单 颖 工 后 的 状态 波 函数 为 到 ;Cr, 昌 , 则 电子 束 在 屏 上 形成 的 入 
射 图 样 由 波 函 数 亚 ,Cr,t) 在 屏 上 的 强度 分 布 | (r,t)1? 决定 。 如 
果 将 颖 1 关上 ,只 留 单 颖 2 开 着 , 记 电 子 穿 过 单 缝 2 后 的 状态 波 函 
数 为 亚 ,(r ,2) , 则 电子 束 在 屏 上 形成 的 衍射 图 样 由 波 函 数 下:Cr ,1 
在 屏 上 的 强度 分 布 | 罗 ,(r,t) 1? 决定 。 如 图 2.2-1(b) 所 示 。 但 是 车 
将 两 个 缝 都 开 着 , 记 电 子 穿 过 双 颖 后 的 状态 波 函 数 为 殉 (r,t) , 电 
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子 束 在 屏 上 形成 的 干涉 图 样 应 应 由 波 函数 平 (72) 在 屏 上 的 强度 分 
布 | r,t) 决定。 实验 结果 表明 
BAG PILE A AOAIII A (2. 2-1) 
而 是 有 
[Vr,2) | = Vr) ,r,t) |’ 
= | lr,2) 1+ Vr,t) | +2Re(W? VY,) 
(2. 2-2) 
如 图 2. 2-1(c)? 所 示 。 这 是 由 于 电子 穿 过 双 缝 后 的 状态 既 可 能 是 
ViGrt) ,也 可 能 是 殉 ,(r,t) ,然而 实际 上 是 罗 (r,), 它 同时 包含 有 
Yi 《r,t 和 亚 ,《r,t) 的 成 分 ,r,t) 和 YY,《r,t) 互 相 秋 加 成 干涉 小 
(rt) ,由 |W《r,t) 上 决定 屏 上 的 干涉 图 样 。 与 式 (2.2-1) 相 比 , 式 
(2. 2-2) 右 边 多 出 Wi 与 WW, 之 间 的 干涉 项 2Re (Wi 业 ,), 它 使 得 屏 
上 实际 的 干涉 图 样 不 同 于 由 | 1* 和 和 |; |? 分别 决定 的 两 个 干涉 
图 样 的 重合。 实验 揭示 出 :电子 如 果 既 可 能 处 于 态 (rr,2) 中 , 同 
时 又 可 能 处 于 态 有 :(r, 蚊 中 , 则 电子 一 定 是 处 在 由 妥 和 殖 : 登 加 
而 成 的 态 罗 (r ,四 二 Cr, 引 十 CoWs《r,t) 中 (由 于 屏 上 的 干涉 图 
样 稳定 ,C1、C; 均 与 时 间 无 关 ); 胖 Cr 所 也 是 电子 的 一 个 可 能 运动 
状态 。 
推广 到 一 般 情 况 。 一 个 微观 体系 如 果 可 能 处 于 态 V(r,) 中 ， 
同时 又 可 能 处 于 态 轨 ;《r, 引 、 亚 ;《r,t)、…' 中 , 则 这 个 体系 一 定 是 处 
于 由 这 些 态 个 加 而 成 的 态 有 (rt 中 
Vlr,t)=C YY rt) i+C VT, r,t) +C V(r) (2. 2-3) 
式 中 的 诸 肥 加 系数 C1,C;、C3、… 是 复数 并 且 均 与 时 间 无 关 ; 
V(r,t) 也 是 这 个 体系 的 一 个 可 能 的 运动 状态 。 体 系 处 于 这 个 登 加 
太 于 (r,1) 下 ,一 方面 同时 有 处 于 态 Cr WCr2) sr 、… 
的 各 一 定 的 可 能 性 ; 另 一 方面 ,这 个 由 诸 态 1、 、 殉 :… 丫 加 而 成 
的 态 亚 (r,t) 又 是 体系 的 单纯 一 个 态 ,由 这 个 态 的 波 函 数 的 绝对 值 
平方 |W(r,2)|:= [CW (rst) + Clr yt) Cr ,t+ | 
(2. 2-4) 
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决定 粒子 坐标 的 几率 分 布 。 这 就 称 为 量子 力学 的 态 合 加 原理 。 

必须 指出 ,不 能 用 经 典 概念 来 理解 量子 力学 的 态 全 加 原理 ,经 
典 波 动 的 个 加 是 指 两 列 波 之 间 的 个 加 ,不 是 同一 体系 的 两 个 同时 
可 能 的 波动 状态 之 间 的 登 加 ,在 玻 尔 的 毛 原 子 理论 中 ,更 没有 说 由 
电子 的 一 个 可 能 圆 运动 轨道 和 另 一 个 可 能 圆 运动 轨道 可 以 合成 出 
电子 新 的 一 个 可 能 圆 运 动 轨道 .另外 , 态 合 加 原理 也 不 同 于 数学 上 
将 体系 的 一 个 波 兽 数 按 一 个 基 函 数 完 备 组 展开 。 后 者 要 求 基 函 数 
组 完备 ,但 不 要 求 基 范 数 是 描述 这 个 体系 运动 状态 的 波 函 数 , 而 且 
后 者 在 展开 式 中 , 诸 展 开 系数 一 般 来 说 均 与 时 间 有 关 。 


9 2.3 萨 定 刘 万 程 


现在 来 探求 微观 体系 的 运动 状态 随时 间 演 化 的 规律 , 即 体系 
状态 流 函 数 炎 (r,t) 所 满足 的 波动 方程 。 这 是 量子 力学 描述 微观 体 
系 运动 的 动力 学 方程 。 


2. 3-1 万 程 的 引出 ;量子 力学 的 第 二 条 假设 


这 个 方程 是 不 可 能 应 用 经 典 力学 推导 出 来 的 , 它 的 提出 只 能 
作为 量子 力学 的 一 条 假设 ,其 正确 性 由 从 它 得 出 的 物理 结果 与 实 
验 事 实 是 否 符 合 来 检验 。 醇 定 记 于 1926 年 建立 了 这 个 方程 ,因而 
称 为 薛 定 坦 方 程 。 下 面 就 来 引出 这 个 方程 。 

育 移 指出 这 个 方程 应 具备 的 条 件 。 方 程 自然 应 当 含 有 体系 的 
状态 波 函 数 辫 Cr, 对 时 间 上 的 微 商 ,并 且 由 于 允 (r 思 完全 确定 体 
系 的 运动 状态 , 故 方程 只 能 含有 更 (Cr, 包 对 上 的 一 阶 微 商 。 而 只 含 
对 时 间 一 阶 微 商 的 方程 车 要 描述 波动 过 程 ,方程 必须 含有 虚数 i， 
因此 ,方程 的 解 (r,t) 一般 为 复 淆 数 。 方 程 自然 又 应 当 含有 普 朗 
克 和 常数 ,方程 应 当 是 线性 的 ,因为 方程 的 解 是 要 作为 描述 体系 状态 
的 波 函 数 的 ,而 体系 的 状态 遵从 态 释 加 原理 , 故 要 求 方程 的 两 个 独 
立 解 的 线性 到 加 也 是 方程 的 一 个 解 。 方 程 应 含有 一 个 以 量子 力学 
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方式 表示 的 用 来 表征 所 讨论 体系 的 力学 量 ,表明 不 同 微观 体系 的 
运动 状态 随时 间 演 化 有 不 同 的 规律 .但 是 ,方程 的 系数 不 应 当 包 合 
状态 的 参量 (如 动量 ,能量 等 ), 因为 一 个 体系 的 所 有 运动 状态 的 波 
滑 数 虱 要 满足 这 个 体系 的 波动 方程 。 

综合 上 述 ,可 以 合理 地 将 方程 写成 


; hr,t) = Hr,t) (2. 3-1) 


方程 左边 二 这 是 普 衣 克 常数 , 算 符 ; 方 并 具有 能 量 的 量 纲 。 方 程 右 
边 的 及 是 一 个 线性 算 符 , 包 含 空间 坐标 ,时间 及 对 空间 坐标 的 
微 商 ,也 应 具有 能 量 的 量 纲 ,应 当 是 一 个 表征 所 讨论 体系 的 力学 量 
算 符 对 应 在 经 典 力学 中 , 一 个 质点 的 运动 状态 随时 间 演 化 的 动力 
学 规律 一 -哈密 顿 正 则 方程 组 ， 
dz 到 
dt 9p:” di 2 5 
式 中 已 是 体系 的 哈密 顿 函数 , 用 以 表征 所 讨论 的 经 典 体系 ,于 是 
可 以 合理 地 认为 方程 式 (2. 3-1) 中 的 算 符 五 就 是 体系 的 用 算 符 表 
示 的 哈密 顿 量 。 
具体 考察 粒子 自由 运动 的 情况 。 粒 子 自 由 运动 如 果 有 确定 的 
动量 p, 则 运动 状态 为 平面 波 , 波 函 数 如 式 (2.1-1) 所 示 ,上 


2 
Vr)t) = Ae'?'"™, = 族 - (2. 3-3) 


它 应 当 满 足 粒子 自由 运动 的 波动 方程 。 现 在 由 粒子 自由 运动 方程 
的 解 来 引出 方程 ,将 算 符 i 万 广 作 用 于 殉 ,(r,t), 有 


i [LA]= ELAe' ERA] 


k=1i,2,3 (2. 3-2) 


不 难看 出 ,如 果 用 算 符 人 = 一 到 V* 作用 于 ,r,t), 有 


_ 万 2[ 4ee . rr) | — Pp_r Ae'e: rE | 
2 2m- 
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主意 全 入 于 目 由 运动 如 果 有 确定 的 动量 p, 则 有 确定 的 能 量 £= 
,综合 上 述 两 式 , 可 得 


; ior = — FV rt) (2. 3-4) 
利用 直接 代入 的 方法 容易 证 实 , 粒 子 自由 运动 由 硅 干 个 对 应 于 不 
同 动量 的 平面 波 线 性 个 加 而 成 的 状态 波 湖 数 


Vr =|COp ,rt)dprdpydp. 


=|CCp) Ae' Pp Mdp: dp,dp, (2. 3-5) 


也 满足 上 面 的 方程 .因此 ， 可 以 认为 粒子 自由 运动 的 任 一 运动 状态 
波 盟 数 胖 (r, 轧 都 满足 方程 


i her) = (rt) (2. 3-6) 
27171 
对 照 方程 式 (2. 3-1) 可 知 ,方程 中 的 线性 算 符 坪 为 
hi > 下 a 
H om = ; V p77 (2. 3-7) 


它 正 是 由 经 典 力 学 中 一 个 质点 自由 运动 的 哈密 顿 盟 数 玉 一 及 将 


2 
式 中 动量 p 用 算 符 表示 (p p= J ) 而 得 到 的 。 
推广 到 粒子 在 力 场 中 运动 的 情况 ,在 经 典 力学 中 ,如 果 一 个 质 
点 在 力 场 中 运动 , 设 势 能 图 数 为 VCr (一 般 情 况 下 势 场 Y( 门 也 可 
以 是 时 间 * 的 函数 ) , 则 体系 的 哈密 顿 函数 为 
= Vn) (2. 3-8) 


对 应 到 量子 力学 中 ,将 上 式 中 坐标 r 和 动量 p 分 别 用 算 符 表示 , 见 
式 (2. 1-27) 和 式 (2.1-28) , 则 体系 的 哈密 顿 算 符 为 


Pp 十 (站 = 一 元- 二 V(r) (2. 3-9) 


= 放 


人 
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rt 满足 方程 
2 
; jr) = [VT V(r) Yr) (2. 3-10) 


再 推广 到 完全 一 般 的 情况 .讨论 任 一 个 非 相对 论 性 微观 体系 ， 

论 它 是 单 粒 子 体系 还 是 多 粒子 体系 ,也 不 论 它 有 无 对 应 的 经 典 
本 系 设 它 的 哈密 顿 算 符 为 鼠 ( 可 以 与 时 间 上 有关) ,用 来 表征 这 个 
微观 体系 。 慨 设 这 个 体系 的 任 一 运动 状态 的 流量 数 业 (2) 邵 满 丰 如 
下 所 示 的 薛 定 请 方程 


ht)= HC) (2. 3-11) 
这 就 是 量子 力学 的 第 二 条 假设 。 
所 有 的 实验 事实 都 证 明了 薛 定 刘 方 程 描述 非 相对 论 性 微观 体 
系 的 正确 性 。 
2. 3-2 ”几率 守恒 与 几率 流 密度 


讨论 粒子 在 势 场 V(r) 中 运动 。 根据 体系 的 运动 状态 波 函 数 
TYGr:t) 随 时 间 上 演化 满足 其 定 请 方程 式 (2.3-10) ,可 以 得 出 粒子 
坐标 的 几率 密度 分 布 CCr, 忆 随时 间 上 演化 的 规律 。 事 实 上 , 设 
rt 在 时 刻 上 已 经 归 一 化 ,由 

Pr:t) 一 | 也 (rt)| =’ (rt)V r,t) (2. 3-12) 


有 
PPD) rt) + (rst) 


应 用 蕉 定 记 方 程式 (2. 3-10) 及 其 复 共 思 式 
r,t) = 去 [一 2 VV Yr) 


9 yy: lr ， 
FY (r,t)=—7F| sn Vv HV Cr) YY (r,t) (2.3-13) 
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Spr,t) = 一 让 [ 一 二 (r,t) HV Cr,t) r,t) 
二 * (rs) 直 [一 下 -了 全 (rst) +Vr)V(lr,t) | 

一 一 了 [元 (VIV—YI')] 
记 
j= VV") 


= p+ yp" )=Re(V"Ly) (2.3-14) 
er ef 
得 到 

pr,t) 十 六 二 jrst)=0 (2. 3-15) 


这 就 是 描述 粒子 坐标 的 几率 密度 分 布 随时 间 演 化 的 方程 。 它 具有 
流体 力学 中 连续 性 方程 的 形式 , 故 知 由 式 (2. 3-14) 表 示 的 j (r,t) 
是 几率 流 密度 和 拓 量 。 

方程 式 (2. 3-15) 表 明 , 苹 定 启 方 程 描述 的 粒子 几率 守恒 ,这 个 
方程 本 身 就 是 粒子 几率 守恒 的 微分 表示 式 , 它 指出 ,粒子 在 空间 某 
处 出 现 的 几率 不 会 凭空 地 增加 或 减少 , 必定 通过 几率 流 的 方式 与 
空间 另外 处 进行 几率 的 相互 传递 。 再 将 方程 式 (2. 3-15) 两 边 对 全 
空间 积分 ,还 可 以 得 到 粒子 几率 守恒 的 积分 表示 式 。 由 


吉首 Gridz 一 一 | V » Jj(r,t)dr= Pi ds 
全 空间 全 空间 


式 中 5 表示 包围 全 空间 的 封闭 曲面 ,假定 粒子 的 运动 在 有 限 的 全 
间 内 , 它 的 波 困 数 在 这 个 封闭 曲面 上 各 点 的 值 全 为 零 , 再 注意 
到 表示 j(r ,的 式 (2. 3-14) ' 故 上 式 右 边 等 于 零 , 于 是 得 到 


由 pcr,oDdr= 常 数 (与 时 间 + 无 关 ) 。。 (2.3-16) 
全 空间 
上 式 表 明 , 粒 子 在 全 空间 出 现 的 总 几率 是 守恒 的 ,粒子 运动 状态 的 
波 聘 数 如 果 在 某 个 时 刻 已 经 归 一 化 ,使 得 粒子 在 全 空间 出 现 的 总 


几率 等 于 一 , 则 在 另外 的 任 一 时 刻 粒子 的 波 函 数 总 是 保持 归 一 化 ， 
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即 粒 子 在 全 空间 出 现 的 总 几率 始终 为 一 ,粒子 在 运动 过 程 中 ,不 会 
发 生 粒 子 的 产生 和 源 没 现象 。 检 定 刘 方 程 描述 的 粒子 几率 守 蚀 , 肯 
定 了 波 函 数 满足 的 方程 与 波 函 数 的 统计 解释 这 两 者 之 间 在 理论 上 
的 互 治 性 。 | 


2.3-3” 波 函数 的 标准 条 件 


求解 苹 定 请 方程 必须 预先 给 定 初始 条 件 和 边界 条 件 。 方 程 的 
解 作为 描述 体系 运动 状态 的 波 函 数 ,不 同 的 边界 条 件 对 应 于 描述 
体系 两 类 不 同 的 状态 , 即 束 缚 态 和 自由 态 , 粒 子 的 运动 如 果 被 势 场 
束缚 ,使 得 波 函 数 在 空间 无 限 远 处 的 值 全 为 零 , 称 粒子 处 于 束缚 
态 。 反 之 ,粒子 的 运动 如 果 没 有 受到 势 场 束缚 ,理论 上 说 可 以 出 现 ， 
在 空间 无 限 远 处 , 则 称 粒 子 处 于 自由 态 。 

除 此 之 外 , 莅 定 记 方 程 的 解 若 要 能 够 作为 描述 体系 运动 状态 
的 波 函 数 ,还 需要 满足 物理 上 对 波 联 数 的 一 些 要 求 。 

假定 粒子 是 在 有 限 的 空间 内 运动 , 式 (2. 3-16) 成 立 , 则 要 求 波 
函数 应 是 平方 可 积 的 。 

物理 上 要 求 粒子 坐标 的 几率 密度 pCr, 站 [ 式 (2. 3-12)] 和 几率 
流 密度 jCr,)[ 式 (2. 3-14)j] 任 一 时 刻 在 空间 任 一 点 的 值 为 有 限 、 
单 值 和 取 值 分 布 连续 , 因此 波 函 数 应 当 在 时 空 变 量变 化 的 全 部 区 
域内 满足 三 个 条 件 , 即 有 限 性 、 单 值 性 和 连续 性 。 并 且 , 如 果 势 场 ， 
7(r) 是 > 的 连续 函数 (或 者 在 革 些 间断 点 上 为 有 限 的 突变 ), 则 酬 
定 雇 方程式 (2. 3-10) 本 身 要 求 波 函 数 对 空间 坐标 的 一 阶 微 商 也 连 
续 。 这 三 个 条 件 称 为 波 函 数 的 标准 条 件 , 它 在 应 用 薛 定 刘 方 程 求 解 
微观 体系 的 各 种 问题 中 起 着 重要 的 作用 。 


32.4 定 人 访 
通过 求解 一 个 体系 (这 个 体系 由 它 的 哈密 顿 算 符 全 表征 ) 的 


艾 定 证 方程 ,可 以 得 出 这 个 体系 所 有 可 能 的 运动 状态 在 任意 时 刻 
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i 之 0 的 波 函数 。 本 闻 讨 论 如 下 的 一 种 基本 情况 。 
2. 4-1 定 态 与 定 态 薛 定 刘 方 程 


讨论 粒子 在 势 场 中 运动 且 V《r) 与 时 间 无 关 的 情况 。 体 系 的 
哈密 顿 算 符 由 式 (2. 3-9) 表 示 


一 区 十 7 一 一 区 六 2 十 VCr) (2. 4-1) 
故 与 时 间 无 关 。 这 样 的 体系 可 以 有 两 类 运动 状态 。 其 中 的 一 类 运 
动 状态 的 波光 数 可 以 分 离 空间 变量 和 时 间 变 量 , 即 
Vlr,t)=y(r)f (1) (2. 4-2) 
ED 0 


1 万 一 了 和 dr 一 [一 天 yy: 十 ycr] 更 Cr (2. 4-3) 


有 
1] dy/ 


i hi pers -7 三 [ 一 营 Y2+YCD)]mCr) 一 EC 党 车 量 ) 
(2. 4-4) 
它 化 为 两 个 方程 。 时 间 变 量 的 函数 f(t) 满 足 方程 
SO EO) (2. 4-5) 
解 为 
太一 Ce 一 人 (2. 4-6) 
空间 变量 的 函数 VCr) 满 足 方程 
一半 六 ? 十 Fr)]ye(r) 一 Eyedr) (2. 4-7) 


方程 中 包含 参量 上 ,因而 用 上 表征 方程 相应 的 解 如 Cr) 。 于 是 , 波 
孙 数 亚 (r,t) 式 (2. 4-2) 具 有 如 下 形式 
We(r st) = (re (2. 4-8) 
式 中 已 将 式 (2. 4-6) 石 边 的 常数 C 并 入 函数 Ye(7)。 
可 以 看 出 ,体系 的 这 一 类 运动 状态 的 流明 数 WE(r,i) 式 
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(2. 4-8) 由 参量 上 的 一 个 值 表 征 , 这 个 参量 可 证 明 是 实数 ,具有 人 能 
量 的 量 纲 ; 和 有 确定 的 


角 频率 ==。 因此 根据 德 布 罗 意 关系 式 可 知 ,体系 处 于 由 波 函 数 


Vz (r,t) 式 (2, 4-8) 描 述 的 运动 状态 下 有 确定 的 能 量 , 能 量 的 确定 
值 就 是 表征 波 函 数 We(r,t) 的 实 参 量 E 所 取 的 那 一 个 值 。 能 量 有 
确定 值 的 运动 状态 称 为 定 态 。 定 态 波 沙 数 We(r,t) 的 形式 如 式 
(2. 4-8) 所 示 , 通 常 也 可 简单 地 用 其 在 :=0 时 刻 的 波 函 数 罗 (7 ,0) 
即 空间 变量 的 函数 yelr) 来 代表 。 定 态 波 函数 业 p(r,) 随 时 间 t 演 
化 有 确定 的 函数 关系 e ,在 1 二 0 时 刻 的 波 薄 数 于 (7r,0) = 
gelr) 满 足 方程 式 (2.4-7)。 这 个 方程 是 在 体系 的 哈密 顿 算 符 与 时 
间 无 关 的 情况 下 从 薛 定 刘 方 程 推导 得 到 的 , 称 为 定 态 隘 定 组 方程 . 
由 式 (2. 4-8) 可 以 得 知 , 在 定 态 下 粒子 坐标 的 几率 密度 分 布 、 

几率 流 密度 分 布 以 及 粒子 动量 的 几率 密度 分 布 分 别 为 
plr,t)= [Yelr,t) := eCr) (2. 4-9) 


jr t) = Ref wi Cr 下 er] 一 Re[ ys (1) Lyelr)) (2. 4-10) 


2 
ICCtp,t)|* = we 1) se ?dr 


7 ore 


= | jge(n) 7 和 3 edr| (2. 4-11) 


它们 都 不 随时 间 改 变 , 在 下 一 这 中 还 可 以 看 到 ,其 它 力 学 有 量 取 各 可 
能 值 的 几率 分 布 也 不 随时 间 改 变 。 上 述 这 些 量 都 是 只 依赖 于 定 态 
在 t=0 时 刻 的 波 函 数 Ye(r,0) 二 gz(r) ,这 是 粒子 处 于 定 态 下 运动 
的 特点 。 
”如 果 一 个 体系 的 哈密 顿 算 符 五 具有 比 式 (2. 4-1) 更 为 复杂 的 
表示 式 , 但 仍 与 时 间 无 关 , 则 定 态 薛 定 雇 方 程 写 为 
Hye= Eye (2. 4-12) 
重要 的 问题 是 要 找 出 一 个 体系 所 有 人 允许 的 定 态 , 即 求 出 体系 
所 有 人 允许 的 定 态 在 :一 0 时 刻 的 波 函 数 和 它们 相应 的 能 量 确定 值 。 
这 归结 为 求解 这 个 体系 的 定 态 苹 定 户 方 程式 (2.4-7) 或 式 
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(2. 4-12) 。 定 态 分 为 束缚 定 态 和 自由 定 态 ,这 两 者 的 波 函 数 分 别 要 
求 满足 束缚 态 和 自由 态 的 边界 条 件 , 并 且 都 要 求 满足 波 函 数 的 三 
个 标准 条 件 。. 但 是 就 体系 的 束缚 定 态 来 说 ,并 不 是 当 定 态 薛 定 谓 方 
程 中 的 实 参 量 E 任意 取 值 ,方程 的 解 都 满足 波 函 数 的 边界 条 件 和 
三 个 标准 条 件 。 实 参量 使 得 方程 的 解 满 足 上 述 条 件 的 所 有 取 值 
就 是 体系 所 有 人 允许 的 束缚 定 态 的 能 量 确定 值 ,构成 体系 束缚 定 态 
的 能 谱 。 能 谱 为 分 立 谱 , 表 明 体系 束缚 定 态 的 能 量 量子 化 。 每 一 个 
分 立 的 能 量 称 为 一 个 能 级 。 定 态 薛 定 刘 方 程 相应 于 能 量 已 为 某 个 
值 的 满足 波 函 数 的 边界 条 件 和 三 个 标准 条 件 的 解 就 是 体系 相应 于 
能 量 为 这 个 值 的 定 态 波 函数 。 如果 能 量 E 的 一 个 值 相 应 有 d 个 独 
立 无 关 的 解 描 述 d 个 不 同 的 定 态 , 则 称 能 量 £ 的 这 一 个 值 有 d 度 
简 并 。 

一 个 体系 的 定 态 莅 定 记 方 程式 (2. 4-7) 或 式 (2. 4-12) 实 际 上 
就 是 这 个 体系 的 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 方程 。 体 系 定 态 的 能 谱 是 哈 
密 顿 算 符 的 本 征 值 谱 , 体 系 的 定 态 波 函数 组 是 哈密 顿 算 符 的 本 征 
函数 组 .因此 ,求解 定 态 醉 定 调 方 程 就 是 求 体系 哈密 顿 算 符 的 本 征 
值 方程 满足 物理 条 件 的 解 的 问题 。 


2. 4-2 非 定 态 由 若干 定 态 俐 加 而 成 


一 个 体系 如 果 哈 密 顿 算 符 互 与 时 间 上 无关, 除了 存在 定 态 以 
外 ,还 人 允许 有 为 一 类 运动 状态 ,这 一 类 的 运动 状态 是 由 若干 不 同 能 
量 的 定 态 登 加 而 成 ,没有 和 定 态 的 特点 , 称 为 非 定 态 。 
设 由 若干 相应 于 不 同 能 量 的 定 态 亚 加 成 一 个 非 定 态 , 则 波 函 
数 为 
Vr, 站 一 2 Ceye(me (2. 4-13) 
它 作 为 体系 一 -1 运动 状态 的 波 函 数 ,应 应 当 满 足 这 个 体系 的 薛 定 廖 


方程 式 (2. 3-10) , 即 
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yy, 
i hi DCegelr)e em =[— 元 V+HVO) TY Cegelr)e-en 
E 4 去 


(2. 4-14) 
上 式 右边 应 用 定 态 薛 定 刘 方 程式 (2. 4-7) ,有 
> hegre 如 人 二 2 Crygelr) Ee ‘Eh DCrEyer)e™ ‘EA 
故 
>》, 1 SECr)e-ien 一 和 
再 注意 到 不 同 定 态 的 波 函 数 之 间 独 立 无 关 , 得 到 
aE 
EE 
表明 体系 任意 的 不 同 能 量 的 定 态 波 函 数 线性 释 加 ,只 要 秋 加 系数 
全 与 时 间 无 关 , 则 悉 加 而 成 的 波 消 数 满足 这 个 体系 的 薛 定 户 方程 ， 
描述 这 个 体系 的 一 个 非 定 态 。 / 
上 述 提供 出 求 体系 (其 哈密 顿 算 符 瓦 与 时 间 上 无关) 的 非 定 
态 在 上 全 0 时 刻 波 函数 的 一 个 方法 。 由 于 体系 的 哈密 顿 算 符 同 其 它 
力学 量 的 算 符 一 样 ,下 一 章 中 将 要 介绍 ,其 本 征 函 数组 形成 正 交 归 
一 化 的 完备 组 ,因此 体系 任 一 个 非 定 态 的 波 函 数 总 可 以 按 体系 哈 
密 顿 算 符 的 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完备 组 展开 , 即 
到 (ri 一 Dag(t felr)= D> Ceder)e'en (2.4-16) 
并 且 式 中 诸 展 开 系数 {Ce} 全 与 时 间 无 关 。 如 果 已 知 体系 的 一 个 非 
定 态 在 :一 0 时 刻 的 波 育 数 炎 (r,0) ,代入 式 (2. 4-16), 得 
Wlr,0)= > Cegalr) (2. 4-17) 


=0 (2. 4-15) 


再 将 上 式 两 边 作 运算 | 如 (rydr, 利 用 全 的 本 征 函数 组 的 正 交 归 一 
性 
| (rfelr)dr=dpg (2. 4-18) 
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式 中 bpg 是 殉 罗 内 元 (L. Kronecker)6 符号 


6 = ee (2. 4-19) 
lo, 天 汉民 
可 以 求 出 式 (2. 4-17) 中 的 全 部 展开 系数 
Ce= | yi (rr,0)dr (2. 4-20) 


代 回 式 (2. 4-16), 就 得 到 体系 这 个 非 定 态 在 上 之 0 时 刻 的 波 陋 数 
(rt) 一 > | (r Vr ,0)dr J Cr e-em (2. 4-21) 
例 2.4-1 粒子 在 一 维 空间 中 自由 运动 ,其 哈密 顿 算 符 


hii* FF 
= 二 = 一 地 本 (2. 4-22 ) 
与 时 间 无 关 。 体 系 的 定 态 苹 定 坦 方 程 为 
-2 (CD 一 EUe(z) (2. 4-23) 


解 出 定 态 波 函 数 就 是 平面 流 消 数 , 呈 
V(r) = re 人， p= 土 V 2mbE (2. 4-24) 


能 量 在 £ 汪 0 范围 内 可 连续 取 值 ,每 个 值 都 有 二 度 简 并 。 设 粒子 在 
上 一 0 时 刻 的 运动 状态 波 函 数 为 波 包 形 式 
V(r,0)=Ne-" /2 
式 中 归 一 化 常数 N= 二 (xa’)-M。 由 式 (2. 4-17) ,有 
(rose 一 | COp) ror mae" "dp (2.4-26) 
式 中 展开 系数 CC(p) 由 式 (2. 4-20) 可 求 得 为 
ccp)=| _ CAA je Cra) se "dz 


(2. 4-25) 


2 1 


一 7 @ ap /Zh (2. 4-27) 
再 由 式 (2. 4-16) 或 式 (2. 4-21) , 就 得 到 粒子 在 :0 时 刻 的 运动 状 


态 波 函数 
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Vr)=) CP) me endp 


(27 和 ? 
本 % ,，, 
-| 二 | Pe 


-| 所 | - 2 Cr exp[ 一 


(2. 4-28) 
2 (a + et) 
由 于 已 经 使 W(x， 0) 式 (2 4-25) 妆 一 化 ;元 C(p) 式 (2.4-27) 已 妇 
一 化 ,因此 上 式 W(x,) 肯 定 是 已 经 归 一 化 的 , 从 上 式 看 出 ,自由 粒 
子 的 波 包 状态 随时 间 演 化 在 逐渐 扩散 。 

最 后 指出 ,体系 的 哈密 顿 算 符 如 果 与 时 间 有 关 , 则 蕉 定 记 方 程 
的 解 不 能 分 离 空间 变量 和 时 间 变 量 , 体 系 没 有 定 态 ,只 存在 唯一 一 
类 状态 即 非 定 态 。 


S 2. 9 一 维 定 访问 题 


现在 应 用 征 态 苹 定 请 方程 来 具体 讨论 一 种 简单 体系 一 一 粒子 
全 _ 维 势 场 中 运动 的 态 问题 .它们 在 数学 上 比较 容易 处 理 , 而 所 
得 到 的 结 且 能 够 显示 出 体系 的 基本 量子 特征 ,是 处 理 各 种 实际 复 
杂 问 题 ( 包 括 原 子 和 分 子 物 理 的 许多 现象 ?的 基础 。 


2. 5-1 无 限 深 方 势 阱 


议 粒 子 在 一 维 空间 一 个 理想 化 的 势 场 中 运动 ,势能 函数 为 
0 ， 0 二 过 过 a 
V(r)= (2. 5-1) 
co ， x 二 0 和 和 ZX 之 a 
如 图 2.5-1 所 示 。 由 于 VCz) 被 简化 成 不 连续 函数 ,分 为 三 个 区 域 ， 
定 态 疼 定 塌方 程 必须 分 区 求解 . 在 势 阱 外 的 x<0 区 域 和 xz>a 区 
域 了 一 cc, 只 有 方程 的 解 
WE 过) 一 0， <0 和 za 
方程 才 成 立 , 从 物理 上 看 粒子 没有 可 能 进入 这 样 的 势 场 区 域 。 因 
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此 , 粒 于 和 钙 完 全 束缚 在 势 阶 中 。 


bh: dd’ 
om dziyr 


4 一 一 
方程 的 解 为 


0 a A 


图 2. 5-1 一 维 无 限 深 方 势 阱 


在 势 阱 内 (0 入 xz 入 a) ,方程 为 


0 之 Xa 


式 中 mm 是 粒子 的 质量 。 记 


V 22 (2. 5-2) 


Ye(X)= Asinkzr Becoskz, 
0 和 过 和 da 


综合 起 来 ,得 到 体系 定 态 桩 定 


立 方程 的 解 为 


(xX)=1 
WE 人 0， xz<0 和 xz>a 


~!Asingzx 二 T Becoskz, 0O< 过 二 a 


(2. 5-3) 


波 函 数 必须 满足 有 限 性 . 单 值 性 和 连续 性 三 个 标准 条 件 。 由 


JelXT) 式 (2.5-3) 在 x 二 0 和 zx=a 两 点 须 连续 ,有 
z z B=0 
和 | 
Asinka=0 
由 上 式 ， 
ka = nr, n= 二 1],2,3,."* 
再 结合 式 (2. 5-2) ,得 到 体系 定 态 的 能 量 取 值 为 


hmen’ 


2 9 nl, 3 


天 


和 27ma 
相应 的 征 态 波 函 数 为 
.NX 
pe Xz 0 委 工 二 4， 
0 ， 之 0 利 TX>a, 


n=1,2,3 
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(2. 5-4) 


(2. 5-5) 


上 式 中 的 归 一 化 常数 4 由 
| pr (x) nCz)dz= A | sin (Ez)dz=1 
计算 得 到 
”% 
4 一 | 二 | (2. 5-6) 


由 式 (2. 5-4) 看 出 ,体系 的 能 量 取 值 是 完全 量子 化 的 ,形成 一 
系列 分 立 的 能 级 。 这 是 一 个 基本 的 量子 现象 。 它 源 于 粒子 运动 具 
有 波 粒 二 象 性 ,粒子 完全 束缚 在 势 阱 内 ,其 运动 定 态 是 一 个 个 两 站 
固定 的 驻 波状 态 ,因而 频谱 分 立 。 表 征 量子 化 能 级 E, 的 正 整数 ” 
称 为 能 量 量子 数 。 体系 定 态 能 量 E, 与 x 成 正比 。 能 量 最 低 的 定 态 
称 为 基态 ,基态 能 量 为 


(2. 5-7) 


通常 ,E¥8 一 Vnin 称 为 体系 的 零点 能 , 式 中 Van 是 势 场 VCz) 的 最 小 
值 .因此 ,粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 运动 的 基态 能 量 就 是 体系 的 
零点 能 。 体 系 的 零点 能 不 等 于 零 又 是 一 个 基本 的 量子 现象 。 它 仍 
源 于 粒子 运动 具有 波 粒 二 象 性 ,导致 对 经 典 描述 的 偏离 . 若 按 经 典 
描述 ,这 个 体系 的 Eas 一 Ess 一 0。 

由 式 (2. 5-5) 看 出 ,体系 的 一 个 能 量 已 , 对 应 于 体系 的 一 个 定 
态 波 函 数 四 (zx) , 即 每 一 个 能 级 E, 均 没有 简 并 。 另外 ,每 一 个 定 态 
”都 是 驻 波状 态 ,因此 定 态 波 函 数 均 取 为 实 函数 ;并 且 , 定 态 波 函数 
可 有 节点 ,第 激发 态 如 Hi(Cz) 有 ) 个 节点 (z=0 和 z=a 这 两 个 
端点 除外 ) ,如 图 2. 5-2 所 示 。 


2. 5-2 一 维 造 振子 
设 粒子 质量 为 m, 在 一 维 空间 的 势 场 
V(z)=3Kz’ 一 co<z<oo (2. 5-8) 


中 运动 ,这 个 体系 就 称 为 一 维 谐振 子 。 它 无 论 在 理论 上 或 应 用 上 ， 
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7 一 4 
16 
14 
12 
10 如 一 3 
le! 
6 
n= 二 2 
4 
’ n= 1 


图 2. 5-2 一 维 无 限 深 方 势 阶 中 粒子 定 态 的 能 级 及 、 波 图 数 办 及 | 四 | 
(x 二 1,2,3,4) 的 图 示 


都 有 基本 的 重要 性 .在 经 典 力学 中 ,质点 作 一 维 谐振 动 的 轨道 方程 
是 

T=asin (wt 9?) / (2. 5-9) 
式 中 


14 
=| | (2. 5-10) 


是 谐振 子 的 固有 角 频 率 ,a 和 9 分 别 是 谐振 动 的 振幅 和 和 初 位 相 。 在 
量子 力学 中 , 则 应 用 和 定 态 薛 定 诅 方程 来 求解 微观 的 一 维 谐振 子 问 
题 . 
体系 的 定 态 苗 定 误 方程 是 
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[一 站 和 + Kz’Jype(z)= Eyelr), 一 CO 之 XT 过 O00 


2mdzx: 
(2. 5-11) 
4 二 | 分 va=| 中 ”ex (2. 5-12) 
手记 
1 一 和 (2. 5-13) 
则 方程 式 (2. 5-11) 变 为 
于 约定 0 一 名 4%(6) 一 0， 一 co<z<co (2.5-14) 
一 十 局 两 点 是 方程 的 非 正 则 奇 点 ,在 一 土 吕 附近 ,方程 可 近似 
写成 
dp(6) 
和 _ gpC€) = 
故 方程 的 解 8 人) 在 一 十 附近 的 渐 近 形式 是 
J(E) 一 ee 


要 求 VC) 满足 有 限 条 件 使 得 上 式 中 只 能 取 负 与 。 因 此 ,方程 式 
(2. 5-14) 的 解 可 取 如 下 形式 
J(E)=e-*/2H(E) (2. 5-15) 


代 回 方程 式 (2. 5-14) ,得 到 态 (6) 满 足 方程 


dH (CE) dH (CE) 
de 26 一 到 一 一 十 (一 1 已 () 一 0， 一 co<《4<oo 


(2. 5-16) 
应 用 级 数 解 法 ,注意 到 $==0 点 是 方程 的 常态; 可 将 且 (6) 在 $=0 
H(AO)= at (2. 5-17) 


代入 方程 式 (2. 5-16) ,整理 后 有 
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Prat Da 42 一 《2 十 1 一 Wale =0 


于 是 得 到 系数 的 递 推 关系 式 


21l4 邮 ... 
CU 二 > (vo vt) U=:0 ,1 ,2,3, (2. 5-18) 


因此 ,方程 式 (2. 5- 的 通 解 训 
有 (6 一 al 1+ 二 et -| 


(3 一 人 -Oe | 


十 ai 1 十 2 3 一 “6z 十 


式 中 ae 和 aa 是 两 个 待定 常数. 
上 式 在 的 任意 有 限 区 域 上 一 至 收敛 ,保证 了 Jy(5) 式 
(2. 5-15) 在 $ 取 任 意 有 限 值 均 为 有 限 , 但 是 ,如 果 上 式 保 持 为 无 穷 


级 数 而 没有 中 断 成 为 多 项 式 , 则 有 (外 一 一 一 呈 。 事 实 上 ,无 穷 
级 数 式 (2. 5-19) 的 系数 比 有 


ut+2 2 


(2. 5-19) 


A, vo U 
比较 函数 的 级 数 展开 式 
ee 1+iT+ 打 二 + 
一 2 ! | 将 +) 
用 6b, 表示 这 个 级 数 中 避 的 系数 ,也 有 
Butz 2 
bb, uo 过 


因此 五 (6) 式 (2. 5-19) 在 1 外 足够 大 处 的 行为 是 
H(é)~ave: +aée’ 
使 得 (5) 式 (2. 5-15) 有 
J(E) =e HE) ~ eT” (aues +ater )— oo 
为 了 保证 J() 在 一 = 之 2 范围 内 有 限 ; 态 ($) 式 (2. 5-19) 必 须 
在 某 一 项 中 断 而 变 成 多 项 式 , 中 这 个 级 数 的 系数 必须 从 某 一 项 起 
变 为 零 。 记 它 的 系数 不 为 零 的 最 高 占 次 项 为 n 次 ,由 式 (2. 5-18) 
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季 , 为 了 使 $ 的 nn 十 2 次 医 的 系数 a+z 为 零 , 须 

2n 十 1 一 A 二 0， n=0,1,2,3,"" (2. 5-20) 
如 果 n 为 奇数 ,再 令 ao 二 0, 玉 (6) 就 变 成 一 个 奇 次 多 项 式 ; 如果 
为 偶数 ,再 令 aa = 二 0, 则 二 (4) 成 为 一 个 偶 次 多 项 式 。 总 之 ， 
式 (2. 5-20) 使 得 体系 定 态 薛 定 请 方程 式 (2. 5-11) 的 解 Jy(&) 式 
(2. 5-15) 在 一 co<s<co 范 围 内 保持 有 限 性 。 将 式 (2. 5-13) 代 入 式 
(2. 5-20) ,就 得 到 一 维 谐 振子 的 定 态 能 谱 为 


,=(n 十 元 hw n=0,1,2,3,..… (2.5-21) 


HH(S) 式 (2. 5-19) 中 断 成 多 项 式 后 ,还 有 一 个 系数 (ai 或 ao) 待 


”年 。 将 它 作 适 当 的 选择 ,使 得 最 高 次 笑 为 ”的 多 项 式 可 以 表示 为 


er 
它 称 为 厄 密 (C. Hermite) 多项式, 式 中 最 高 宕 次 项 为 (26)"。7 一 0， 
1,2,3,4 的 厄 密 多 项 式 是 
H.(§)=1, H(t)=2€ 
H,(€)=4€—2, H,(€)=86—12é (2. 5-23) 
万 (5) 一 1654 一 486 十 12 
将 式 (2. 5-20) 的 4 代 回 方程 式 (2. 5-16), 得 到 


dH.(6) ,edH.(S) 
dé dé 


H.(€)={(—1)"e 1 一 0 1 2 3 《2. 5-22) 


二 2nH.,(£)=0,， n=0,] ,2,3,.° 


(2. 5-24) 

上 式 称 为 厄 密 方程 。 不 难 验 证 , 厄 密 多 项 式 (2. 5-22) 满 足 这 个 方 

程 。 于 是 ,一 维 谐振 子 的 相应 于 能 量 为 上 , 式 (2.5-21) 的 定 态 波 限 
数 ge ,由 式 (2. 5-15) 并 将 式 (2. 5-22) 和 式 (2. 5-12) 代 人 后 ,得 为 

p(x)= Ne 2H, ar), n=0,1,2,3,."* (2. 5-25) 


式 中 “= | 到]| ,N, 是 归 一 化 常数 。N, 可 由 归 一 化 条 件 算出 , 利 


用 H,(é) 式 (2. 5-22) , 有 
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1=| Iw) ldr=Ni | e-*H?Cé)dé 
一 Ni | H (6) se- dé 
=N: | ee fH, (5)d5 一 N? 和 | ed 


Nem /A 
于 是 得 到 


， 了 和 
一 


(2. 5-26) 


N _ oO 
~、 Nr 2771 
由 式 (2. 5-21) 可 看 出 ,一 维 谐振 子 的 能 量 取 值 是 完全 量子 化 
的 ,形成 一 系列 等 间距 的 能 级 , 相 邻 能 级 的 间距 是 iw。 事 实 上 , 势 
场 Y(z) 式 (2.5-8) 也 是 一 个 无 限 深 势 阱 ,在 zx 习 土 * 处 趋 于 无 限 
大 ,因而 有 Y(z) 一 一 一 0, 表 明 粒 子 的 运动 在 边界 z-> 士 co 处 受 
到 势 场 的 束缚 ,体系 的 定 态 全 是 束缚 定 态 。 基 态 能 量 为 


这 就 是 零点 能 ,大 于 零 。 这 是 粒子 具有 波 粒 二 象 性 的 表现 :粒子 决 
不 可 能 完全 静止 在 任何 一 点 。 按 照 经 典 力学 的 描述 ,一 维 谐振 子 能 
景 最 低 的 状态 是 静止 在 平衡 点 ,Ex# 为 雷 。 而 从 许多 实验 事实 ( 例 
如 晶体 在 温度 趋 于 绝对 零度 的 情况 下 对 和 射线 散射 ,散射 X 射线 
的 强度 趋 于 某 一 不 为 零 的 极限 值 ) 都 可 以 明显 地 看 到 零点 振动 的 
存在 。 

一 维 谐振 子 的 每 一 个 能 级 上 , 都 没有 简 并 。 相 应 的 定 态 部 是 驻 

波状 态 , 因 此 和 定 态 波 函 数 (zx) 都 取 为 实 消 数 。 pn 
点 ;第 7 激发 态 (zx) 有 7 个 节点 (X= 二 土 吕 两 个 端点 除外 )。 
2. 5-3(a) 表 示 出 n= 二 0,1,2 和 4,5 五 个 定 态 波 电 数 ;图 2. 5- te 
的 实 线 表示 一 维 谐振 子 在 这 五 个 定 态 下 ， 粒子 坐标 的 几率 密度 分 
布 | 办 (z)| 。 

按照 经 典 力学 对 一 维 谐振 子 的 描述 ,在 处 dz 区 间 内 找到 
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一 


0 
一 6.0 一 3.00.0 3.0 6.0 & 一 6.0 一 3.0 0.0 3.0 6.0 &€ 
(a) (b ) 


图 2.5-3 一 维 谐振 子 的 定 态 (= 0,1,2 和 4,5)(a) 波 函数 风 的 图 示 
(b) 1p, | 的 图 示 ( 经 典 振子 的 运动 限制 在 两 竖 直 虚线 之 闻 的 区 间 内 ) 
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质点 的 几率 w(Cz)dz 正比 于 质点 作 轨 道 运动 在 些 区 则 内 扣留 的 时 
间 dz, 即 
dz 


ZU 一 二 


式 中 工 是 振动 的 周期 , 故 


和 再 由 式 (2. 5-9),zX 二 asin (wt 十 9) ,有 
| 2 
v= =awcos (wt 9) =aw| ] 一 巨 | 
得 到 经 典 质 点 坐标 的 几率 密度 分 布 为 
tu(z) 一 二 (02 一 2 (2. 5-28) 


式 中 振幅 a 可 由 元 Ka? 二 EE 和 式 (2.5-10) 定 出 , 它 为 
=-| 2 | 


人 
IH 


(2. 5-29) 


E 是 一 维 谐振 子 的 能 量 。 图 2. 5-3(b) 中 的 虚线 表示 经 典 一 维 谐振 
子 坐 标的 几率 密度 分 布 。 从 图 中 可 以 看 出 一 维 谐 振 了 于 在 量 于 态 下 
的 坐标 几率 密度 分 布 导 经 典 描述 的 差别 。 特 别 是 ,在 经 典 情 况 下 ， 
质点 只 允许 出 现在 jz1 和 a 的 区 域内 ,对 应 于 能 量 为 ,= 
Cn 十 地)fiu 的 


a= | A] 一 二 1 


mw 性 
而 在 量子 态 下 ,粒子 却 有 可 能 出 现在 经 典 的 禁区 1z|> “2 
内 , 即 有 
2| nln ldz= | ee HE)d>0 


ou 


(2.5-30) 
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这 是 一 种 量子 效应 。 不 过 ,由 于 上 式 被 积 函数 中 因子 e- 起 的 作 
用 ,粒子 出 现 的 几率 主要 还 是 分 布 在 |z|< 2 十] 一 的 区 域内 。 


2. S-3 势 双 宅 透 
设 粒子 在 一 维 空 间 的 势 场 Y(zx) 中 运动 ,有 
0， XO 
re- OTRa (2. 5-31) 
0 ， TT>a 


图 2.5-4 粒子 穿 透 一 维 方 势 爸 


如 图 2. 5-4 所 示 。 由 于 粒子 的 运动 在 边界 xz 一 十 co 处 不 受热 场 的 
束缚 ,体系 的 定 态 都 是 自由 征 态 。 定 态 的 能 量 在 (0,) 范 围 内 连续 
取 值 , 换 句 话说 ,体系 的 能 谱 已 知 ,无 须 再 求 ， 

这 里 要 讨论 的 是 属于 粒子 锌 一 维 势 场 散射 的 问题 。 一 个 有 预 
先 确定 的 能 量 和 动量 p= 二 M2mE 的 自由 粒子 从 无 限 远 处 来 ,入 
射 高 度 为 Yo。、 宽 度 为 a 的 一 维 方 势 合 , 芝 到 势 又 散射 后 又 到 无 限 
远 处 去 .按照 经 典 力 学 的 摘 述 ,如 果 质 点 人 射 的 能 量 小 于 势 刍 的 高 
度 ,质点 是 不 可 能 越过 势 垒 继续 向 前 到 无 限 远 处 去 的 ,只 可 能 返回 
向 后 ;反之 ,如 果 质 点 人 射 的 能 量 大 于 势 垒 的 高 度 , 则 质点 将 肯定 
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地 经 过 势 垒 区 域 继 续 向 前 去 到 无 限 远 处 。 但 是 ,具有 波 粒 二 象 性 的 
粒子 的 运动 则 不 同 , 即 使 粒子 入 射 的 能 量 小 于 势 垒 的 高 度 , 粒 子 也 
有 穿 透 势 对 的 几率 ,这 称 为 隧道 效应 。 同 理 , 即 使 粒子 入 射 的 能 量 
大 于 势 垒 的 高 度 , 粒 子 也 有 从 势 公 两 壁 向 后 反射 的 几率 。 下 面 就 具 
体 来 计算 粒子 在 人 射 能 量 无 小 于 势 又 高度 V。 
0<E<V, (2. 5-32) 

的 情况 下 人 射 一 维 方 势 垒 式 (2. 5-31) 时 穿 透 势 垒 的 几率 。 

求解 这 个 体系 的 定 态 薛 定 刘 方 程 ， 在 zx 生 0、.0 委 z 委 a 和 Xx 之 a 
三 个 区 域内 ,方程 可 分 别 写 为 


h? dd 、 
2 d2 . 

[snd tVolge(r) =Egye(zr), 0 和 xz 和 ar (2. 5-33) 
2 4 

— be(7) = Eye(z) ' >a 


式 中 mm 是 粒子 的 质量 . 记 


{2mE\’ = 人 | 
‘= | 万 ' 《= 所 ? 


方程 式 (2. 5-33) 的 解 为 
Ale* 十 A,e™“*"， Z< 0 


(2. 5-34) 


je(z) 一 Bie 十 Pae O07zSa (2.5-35) 
Cie 生 十 Ce 一 人， DC 


假定 粒子 是 从 无 限 远 处 自 左 向 右 信 射 势 侈 。 于 是 在 上 式 中 ， 
zx<0 区 域内 的 函数 Aie“ 是 粒子 人 射 的 波 函数 ,Aze-* 是 粒子 从 势 
急 向 后 反射 的 波 函 数 ;+>a 区 域内 的 函数 Cle* 是 粒子 穿 透 势 又 
后 继续 向 右 运动 的 波 函 数 ;由 于 在 z>a 区 域内 没有 力 场 作用 , 粒 
子 穿 透 势 又 后 继续 向 右 运 动 直至 无 限 远 都 不 会 发 生 反射 , 故 
C:=0。 应 用 粒子 的 几率 流 密度 表示 式 (2. 3-14), 可 以 直接 求 出 粒 
子 人 射 .反射 和 透射 的 几率 流 密度 分 别 为 
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* d 了 是 工 i d # 一 了 二 全 
/人 入射 pri ze )—Ae” 五 (4 ee) 
-一 2 | A | (2. 5-36) 
。 [A ited (a ez)—A itz dd ( A: eit”)] 
J 反射 一 dz 2 2 d 2 
-和 4 (2. 5-37) 
。 -一 一 | Ce kz d 一 (《C ez) 一 CC eitr dd (Cue-ite)] 
/透射 一 中 “ 雹 | !” dr 
一 一 2 |C, | (2. 5-38) 
此 ,定义 透射 系数 7 和 反射 系数 六 分 别 为 
= | 7 (2. 5-39) 
7 入射 | 
R= | 人 (2. 5-40) 
了] 入射 


用 它们 分 别 表示 一 个 粒子 穿 透 势 又 的 几率 和 被 势 又 反射 的 几率 。 
由 几率 守恒, 可 知 


T+R=l (2. 5-41) 
将 人 对 式 (2. 5-36) 、7 身 式 (2. 5-37) 和 j 通 # 式 (2. 5-38) 代 和 人 ,得 到 
(2. 5-42) 
和 
| 
| 5 


使 体系 的 定 态 薛 定语 方程 式 (2. 5-33) 的 解 Je(z) 式 (2. 5-35) 
| 可 以 求 出 gelz) 式 中 的 常 系数 之 比 


让 年 。Ve(z) 式 (2. 5-35) 及 其 微 商 在 z 一 0 和 一 a 两 点 必须 连 


疾 , 放 有 
4 十 4 一 已 ;十 总 ， 
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ik (A — A,) 一 天 (B,) — BbB,) 
Ble*” 十 Be" 一 Ce 
k' (Ber — Be™*’)=ikCer 


联 立 解 得 
Ci _ 2ikk’'e 一“ 
A,™ Capshea) oRecheka) “544) 
A, (K+k'?)shCk'a) 
A! (k2—k'?)sh(k a)+2ikk'ch(k'a) (2. 5-45) 
六 CC ?| dk2k’'? 
|A| (pih)ishi(k a) + 4kk’ ch Ck’a) 
一 [1 sh’ | 
和 4AE(V EE) 4 
一 1] 
国 ] | ] (ete—e— te)? (2. 5-46) 
16 汪 ( 一 汪 ) 
Vo Vv 
其 中 用 了 式 (2; 5-34)。 如 果 有 
Ka= Va] (2. 5-47) 
则 透射 系数 可 以 近似 地 表示 为 
i 一 E _E 一 ?pmty — Ea 
Tr~16F(1 pe (2. 5-48) 


由 上 式 可 看 出 ， 透 射 系数 7 很 灵敏 地 依赖 于 粒子 的 质量 m、 
势 垒 宽度 a 以 及 Vo 一 E。 例 如 , 对 于 电子 , 设 Vo 一 E==1 电子 伏特 ， 
大 a 王 1A， 有 7 全 3.6X10-, 若 a 二 10A, 则 了 二 3. 5X107 ;而 
对 于 质子 ， 同 样 设 Vo 一 二 1 电子 伏特 ， 若 4 二 1A 和 10A， 则 人 
分 别 为 10-* 和 10™'”。 由 此 可 见 ， 在 宏观 领域 ,是 难以 观测 到 隧 
道 效应 的 ; 但 是 在 微观 领域 ， 势 侄 透射 系数 虽然 很 小 ， 却 不 是 小 
到 可 视 为 零 , 隧道 效应 会 产生 重要 的 作用 ,由 式 (2. 5-48) 示 出 的 透 


”“ 射 系数 工 随 努 又 宽度 a 的 增加 而 指数 减 小 的 规律 多 次 由 实验 证 
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够 尖端 的 位 移 


实 , 在 所 请 其 空 隆 道 现 
象 中 又 进一步 被 证 实 。 
由 于 金属 内 部 电子 的 能 
量 低 于 真空 中 自由 电子 
的 能 量 , 因此 可 以 将 一 
个 金属 尖端 与 一 其 金属 
平板 之 间 极 狭 猴 的 间 隐 
作为 电子 能 够 穿 透 的 势 
公 , 而 金属 的 脱出 功 就 
相应 于 式 (2. 5-48) 中 的 
参量 Vo 一 EF。 图 2. 5-5 示 
出 隧道 电阻 和 隧道 电流 
随 金 属 锅 尖 端 离 金 属 平 
面 的 间距 变化 关系 的 实 
验 曲 线 。 扫 描 隧道 显 微 


图 2.5-5 ”隧道 电阻 和 隧道 电流 随 铭 尖 端 离 金 镜 就 是 利用 这 种 灵敏 的 


属 表 面 间距 的 变化 关系 实验 曲线 
《 引 目 C. Binnig et al. ,1982 年 ) 


的 不 平整 高 度 小 于 0.1A 。 


变化 关系 检测 金属 表面 
的 不 规则 性 ,可 检测 到 


2?-1 设 料 子 限定 在 [一 乞 , 季 ] 区 间 上 作 一 维 运动 。 若 在 :一 0 时 刻 ,粒子 


>> 感 
L LL 
运动 的 波 图 数 为 
(aa 区) 加 工 < 
ajy(zx) = 
0 zl>> 上 
. 2 
(bw zr) mE < 
Pz)= 了 
4， zr|> 忆 
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试 逐个 ， 
(1) 将 波 函 数 归 一 化 ; 
(2) 求 粒子 坐标 几率 密度 分 布 ; 
(3) 分 别 求 出 粒子 出 现在 两 个 子 区 间 [一 地 ,0] 和 [0, 地 ] 的 总 几率 ,再 比 
较 两 者 的 大 小 。 


答 !(1):(e) 归 一 化 常数 为 V 元 ,DJA 元 ,ce 了 二 


eal plel E-， 
《3):(a) 2 与 2 ,(b) 2 与 7 ,(c)0.076 与 0.924 


2-2 已 知 t 二 0 时刻, 粒子 处 在 由 下 列 波 银 数 


2 . AI 
over asmnaz， rea 


9， TX<OTa 


(2)¢(7)= er 2, 


ri 


_ ] rh, rh 


(4)p (zx) 一 人 (一 0) 
所 描述 的 状态 之 中 , 试 分 别 求 其 动量 的 几率 分 布 。 


27 fiia pa 
全 :10pm Ss 而 
lp2/aln? 
(2) -HeFe 


(3)6(Cp— po) 


] 
(4)77 大 


2-3 一 维 运动 的 粒子 处 于 态 


yz)= 人 让 之 0 
0， < 
其 中 * 汪 0。 求 ; 
(1) 粒 子 坐 标的 几率 分 布施 数 ; 


(2 粒子 坐标 的 期 望 值 zx 和 粒子 坐标 平方 的 期 望 值 x?; 
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(3) 粒 子 动量 的 几率 分 布 图 数 ; 
(粒子 动量 的 期 望 值 和 粒子 动量 下 方 的 期 户 值 A， 


(5) 证 明 《〈Az)2: 。 (APY - , 式 中 CE 三 好 一 元 2, (Ap) pi—5? 
| ea 工 之 0 
答 ,(1)|y(z)|“= 二 
0， Z<.0 
3 一 3 
(2)7 一 7 一 天 


《3)1C( 户 ) 上 二 213 /ra + p?)? 
(4)p=0, pp:=X? 
一 一 一 一 ~ ~- 已 页 
(5) Az) + (ApY = > ~ 
2-4 ”粒子 作 一 维 自由 运动 , 设 在 1 二 0 时 刻 的 状态 波 范 数 为 一 个 高 斯 型 
波 包 到 (rz,0)= Ne , 试 求 在 上 >0 时 刻 : 


(1) 粒 子 的 波 了 滑 数 (x,1); 
(2) 粒 子 坐 标的 几率 密度 分 布 ; 
(3) 粒 子 动量 的 几率 密度 分 布 ; 
(4) 粒 子 坐 标的 期 望 值 x 和 动量 的 期 望 值 p; 
(5) 粒 子 的 几率 流 密度 j。 
a2 YY :1 3 并 
答 :(1)| 和 api | exp | — zen F775 | 
a,, 加 CE 
(2)—n( G + ht /mm ) exp { — mr iri | 
(3)— ee (4)x=0,p=0 
7 大 
a hi zt az 
0 Tr ep | 一 2 二 7 | 


2-5 粒子 作 一 维 身 由 运动 ， 
(1) ,YY, (zr, ) 一 
若 处 于 平面 波状 态 J 


Lerp-aA, 式 中 已 取 粒子 在 


[一 皇 , 芭 ] 内 箱 归 一 化 , 尼 = 乱 , 求 几 率 流 密度 六 


(2) 证 明 平面 波 的 线性 三 加 态 Vid = pve 仍 是 粒子 一 


维 自由 运动 的 可 能 状态 
(3) 取 CCp) ae Wr,t); 
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， 9 
Co, po— fpepott 


2 2 
(4) 奎 取 C(p) 二 、 、 
0 
0， p<po 一 守 和 p>pot+ 汪 ; 
求 (zt)。 
三 
答 :(1) 二 7 
A 
(| 大 | [ti | | 


/ ep 121 .rep : -| 6p, pt 
(4) pA 下 (sin| hz 2 1 7 p71 ) 
i ps 
1 exp | 元 Coz 一 总 站 | 


2-6 已 知 气 原 子 在 基态 下 电子 运动 的 波 函 数 为 


Vt{r,t) = (ree — Veraoe 一 二 10 


式 中 r 以 球 极 坐 标 系 表示 ,oo= ;二 0.53 A 为 第 一 玻 尔 轨道 半径 ,El = 


一 大 -为 基态 能 量 ,J(r) 与 0.9 无 关 [这 个 结果 是 由 求解 毛 诛 子 的 定 态 葵 定 光 


方程 得 到 的 , 详 见 式 (4. 2-45) ]。 试 求 : 
(1 ) 归 一 化 常数 NN; 
(2) 电 子 坐 标 几 率 密度 分 布 及 其 最 可 几 处 ; 
(3) 电 子 坐 标 径 向 几率 分 布 及 其 最 可 几 处 : 
《4) 电子 径 回 坐标 > 的 期 望 值 ; 
(5) 电 子 的 几率 流 密 度 ji; 


(6) 如 果 将 基态 氧 原子 的 半径 定义 为 第 一 玻 尔 轨道 半径 ao, 试 求 半径 为 
ao 的 球体 内 电子 出 现 的 总 几率 ;者 将 基态 氢 原 子 的 半径 ro 定义 为 在 半径 为 


ro 的 球体 内 电子 出 现 的 总 几率 达 90 和 多 , 试 求 ”ro。 


答 : CDN= (rao3)-4,(2)r 一 0 处 ,(3)r 一 ao 处 ， Cr 一 了 ao， (5)7 一 0， 


《6)0. 323 ,ro 一 2. 66a0 


2-7 如 果 粒 于 所 处 的 外 场 均匀 但 与 时 间 有 关 , 即 了 一 VD) ,与 了 无 关 。 


(1) 试 将 该 体系 的 含 时 薛 定 刘 方 程 分 离 变量 ; 
(2) 方 程 的 解 殉 (r ,t) 有 人 怎样 的 一 般 形 式 ? 
以 一 维 情 况且 取 了 (Ci) = 二 Vocoswot 为 例 说 明之 。 
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答 ;:(1)V(zx,!t) = Nexp(ilkrt— wt—$(t) 1), 式 中 $= | vd yde 
0 


(2) 对 于 V(t) 二 Vocoswot, 有 (zx,t) = Nexp{i(kz—wt— Fesinwt)} 
0 
2-8 ” 粒 于 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 运动 , 执 能 函数 为 


OOO, |z|>> 亏 
TY 《ZI 一 
0， EA 
求 该 粒子 的 定 态 该 图 数 和 能 量 允 许 值 。 
2 让 2p2 
管 : ,二 2 9 1 一 ], 23 
2ma 
和 /二 sin 人 之， Cn 为 偶数 )， zl 过 全 
a a 2 
p(X) 一 
各 
和 / 二 cos <， (bn 为 奇数 )， Iz| 志 所 
a a 2 
(7) =— 
0， [zj 了 
2-9 粒子 在 一 维 势 场 
0， 0 过 I 二 a 
ve)=| 
V0， ZV0, Ta 


中 运动 , 求 束 缚 定 态 能 级 和 相应 的 定 态 波 遂 数 。 
答 : 能 量 满足 的 方程 为 


arc sin 


= (nr ka), nn 二] ,2,3,** 
2mVo 4 


式 中 4 一 于 /2xx 巨 .由 于 反正 弦 函 数 的 值 取 在 | 0, 也 | 区 间 , 故 上 式 也 可 表示 


为 
0<arc stn 一 (nx—gka) 一 本 
27722V 。 


定 态 波 函数 为 
Ale"”, rT<0 z 
jr)—=< Asin(kz++60), OTEa 
ae， Ta 
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式 中 k= 二 2m(Vo—E) 


2-10 分 子 间 的 范 德 瓦 耳 斯 力 所 产 生 的 势能 可 近似 地 表示 为 
co ， Z<<0 
V,， Ora 
—Vi， 2 和 :8 
0， Tb 
求 束缚 态 的 能 级 所 满足 的 方程 。 
管 :束缚 能 级 E, 满足 方程 


(ph (ba) 1k2chhio thokashha 


k;shkia 一 gkRAchkia 


2 (VE) 2m (IV,|+E) _ 2mb E 


2-11 粒子 在 一 维 4 势 阱 中 运动 V(r) 二 一 a6(z),(a>>0)。 求 粒子 的 束 
缚 定 态 能 级 。 


2-12 ”粒子 封闭 在 由 不 可 穿 透 壁 围 成 的 方 箱 里 ,可 以 在 里 面 自 由 运动 
斌 求 其 定 态 波 函数 和 能 生 允 许 什 ， ' 并 讨论 能 量 的 简 并 性 。 
答 ; nn 一 二 | 号 号 十 咏 十 转 | ， 


旺 nn ns pm p2 


7 Hy ,> 一 上 2 3 


8 NAT 。 Ny . 失信 
gp | fh ,Ad i - 
A | 2 sin 一 -一 Sin psin ， 箱 内 
2 2QOC a ， C 


0， 箱 外 
2-13 一 个 质量 为 m 的 粒子 以 能 量 玉 沿 xz 轴 正 方向 人 射 阶梯 势 全 
0， T<s0 
“1 yo Ir>0 
设 到 >>VY。o, 求 透射 系数 和 反射 系数 。 


4 ~ EE—Vo) ,R= (VE—~~VE-—Vo) 

(VvV E+vVE—Vo) (Vv E+~vVE—Vo) 
2-14 计算 能 量 E>0 的 粒子 穿 过 3 势 双 V(r)=a6(x),(a>0) 的 透射 

系数 。 
管 :了 一 1/ (1 十 7 丙 大 


管 :本 二 一 一 -一 一 一 一 一 
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2-15 ”带电 为 e 的 一 维 谐振 子 处 于 恒定 均匀 外 电场 中 ,电场 强度 & 的 方 
问 沿 十 方 回 。 求 

(1) 该 体系 的 能 谱 及 相应 已 归 一 化 的 定 态 波 函 数组 ; 

(2) 在 第 7 个 定 态 内 (xz) 下 ,坐标 的 期 望 值 x; 

(3) 感 应 电 偶 极 矩 D 及 极 化 率 X。 


. 1 Eee 
从 :DE 二 (nn 十 下) 一 二 一 71 二 0,] ,2,……: 
2 D100 


a 地 ee eE 
p(T) = | | exp | — 计 (eH, etre) | 


1 0” 


e 


2-16 质量 为 产 的 小 球 被 图 定 在 长 为 人 支点 为 卫 的 无 质量 杆 的 末 蜗 ， 
并 在 重力 作用 下 在 冬 直 平面 内 探 动 。 在 小 角 近 似 下 , 求 体系 的 能 级 。 


答 :E 一 (n 十 广 )iw， n= 二 0,] ,2,3,… ,其 中 w= \/ 号 
2-17 ”山内 密 囊 算 符 月 一 一 下 .9 ?十 朗 (w? Tz 十 way 十 wa'z?) 所 描述 的 
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体系 称 为 各 向 异性 谐振 子 。 试 确定 这 一 体系 的 可 能 能 量 ; 再 对 各 向 同性 的 情 
形 (o 一 三 ws 一 w) ,计算 能 级 请 的 人 简 并 度 。 


答 :天 ，， 一 Cu 十 ) 六 wi 十 (ns 十 oz 十 (743 十 J ， 


1 2 


(2 一 -人 ， (3) 门 = 上” 
HO” 


j1] 9722 9123 一 站， cy 了， 
rinora CT Ys) Nn Ns, NnseXP | 一 训 (Caazz2 十 ao232 十 q2z2) | 
“ H, (ax), (azy YH,, (aaz) 
4 4 ?72C 
式 中 Nu 一 | | yA 天 ,i=1, < 3 
看 ww 一 迪 一 一 内 则 
E,= (n+ he 1 一 0,1,2, 3， 


能 量 简 并 度 为 -Cn 十 1)(z 十 2) 


2-18 粒子 质量 为 M, 在 一 个 平面 上 距离 定点 0O 为 恒定 值 尺 绕 0 点 转 
动 , 这 称 为 平面 转子 。 试 求 体 系 的 能 谱 及 妇 一 化 定 态 波 锁 数组 。 


112 万 ? 
从 :En = 7NRi? m= 二 0, 土 ] ,二 2, 十 3，***， 
] 
fn (P= e 7 
~ 2 
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2-19 ”转动 惯量 为 了; 电 偶 极 矩 为 刀 可 以 在 r-y 平面 自由 转动 的 平面 转 
子 , 置 于 沿 z 方向 的 恒定 均匀 外 电场 中 , 设 电场 强度 < 足 够 大 , 求 体系 的 能 谱 
及 归 一 化 定 态 波 函数 组 。 


管 : 忆 一 COx 十 斑 世 天 一 De 
pW =| Hr eIH,lap), n=0,1,2,3,. 
TDe 
sc-[ 作 | 


2-20 设 粒 子 所 处 势 场 V(4,z) 依 赖 于 某 一 参量 4。 
(1) 试 证 明 粒 子 束 缚 定 态 能 量 忆 ,(4) 有 关系 式 


aE.(A) _ (~ ,, 9| 下 于 
| J (zt 机 | 一 7 re 本 十 7 (CA， x) | 和 Quz)dz 


式 中 yg,(4,7T) 为 相应 定 态 已 归 一 化 的 波 取 数 。 

(2) 应 用 (1) 的 结论 于 带电 荷 的 一 - 维 谐振 子 在 恒定 均匀 外 电场 中 , 求 基 态 
下 体系 的 电 偶 极 矩 。 

答 :(2)Ds 一 了 
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力学 量 算 符 及 量子 条 


只 
| 
届 


微观 体系 某 些 力学 量 ( 例 如 坐标 .动量 等 ) 的 可 能 取 值 是 连续 
变化 的 ,而 男 一 些 力学 量 ( 例 如 和 角 动 量 、 某 些 体系 的 能 量 等 ) 的 可 能 
取 值 却 是 量子 化 的 。 并 且 ,微观 体系 在 任意 一 个 运动 状态 下 ,在 任 
一 时 刻 , 诸 力学 量 不 可 能 同时 都 有 确定 值 ,而 是 都 有 各 自 确定 的 可 
Bb 取 值 几率 分 布 。 这 与 经 典 体 系 的 力学 量 的 取 值 规 律 不 同 , 因此 ， 
量子 力学 中 力学 量 的 表示 方式 也 不 能 与 经 典 力学 的 相同 。 本 章 论 
述 在 量子 力学 中 ,力学 量 用 算 符 表示 和 应 用 量子 条 件 来 完全 确定 
相应 各 力学 量 的 算 符 。 


§ 3.1 算 符 及 其 运算 规则 


上 一 章 已 引用 了 坐标 算 符 ?二 r 和 动量 算 符 p 一 了。 现 


在 ,再 对 算 符 的 概念 ,代数 运算 规则 以 及 量子 力学 中 常用 的 几 类 算 
符 简略 地 作 一 般 性 的 介绍 。 


3. 1-4 黑 但 特 空间 及 算 符 


蘑 伯 行 (D. Hilbert) 空 间 是 指定 义 在 某 数 域 上 的 完备 的 线性 
内 积 空间 。 量 子 力学 中 所 用 的 黑 但 特 空间 定义 在 复数 域 上 ,并 且 一 
般 说 来 是 无 限 维 的 。 一 个 微观 体系 的 所 有 可 能 运动 状态 的 波 函 数 
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就 张 成 一 个 黑 介 特 空间 ,每 一 个 运动 状态 的 波 盟 数 到 Cr 昌都 是 空 
疗 的 一 个 元 素 , 称 为 空间 的 一 个 矢量 。 空 间 中 两 个 矢量 多 , (r,t) 和 
Yrb 世 的 内 积 ( 有 立定 义 为 


(i) = | (rt) ,r,t)dr (3.1-1) 


空间 具有 完备 性 表明 ,一 定 能 够 找到 正 交 归 一 化 的 基 矢 量 完 备 组 
($i(r)} ,使 得 这 个 空间 中 的 任 一 矢量 炎 (r,t) 都 可 以 按 此 基 矢 量 完 
备 组 展开 , 即 


V(r,t) = D/C)$ (7) (3. 1-2) 
并 且 式 中 右边 的 诸 展 开 系 数 均 可 以 确定 ,为 
C,(1) = (gis)= | (FV r,t)dr (3. 1-3) 


黑 伯 特 空间 Vp 中 若 有 映射 4 将 Yr 映射 到 Vs 自身 , 即 对 于 
Va 中 任 一 个 矢量 于 (r,t), 有 


Vr) rr EV (3. 1-4) 
则 称 4 为 黑 伯 特 空间 中 的 算 符 。 可 写成 
VY'(r,t)=AYVC,t) (3. 1-5) 


表示 矢量 WW' (r,t) 是 算 符 4 对 矢量 业 (r,t) 作 用 的 结果 。 这 里 约 
定 , 算 符 只 对 其 右边 的 矢量 作用 。 
可 以 定义 单位 算 符 1 和 零 算 符 0: 对 于 Vn 中 任 一 矢量 
立 (rt ,分 别 有 
1Vlr,t)=V(r,7) (3. 1-6) 
和 
QV(r,t)=0 (3. 1-7) 
另外 ,两 个 算 符 4 和 B 相等 、. 算 符 的 和 、 数 乘 、 末 积 分 别 定义 为 对 
于 Vp 中 任 一 矢量 数 (r,t), 奋 有 


AYV(r,t)=BY (r,t), 则 A=8 (3. 1-8) 
CW(rt) = AV(r,t) BY (r,t) 9 出 C=A+B 
(3. 1-9) 
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CC,t) 二 ALAYW(r,t)]]， 数 人 E 数 域 人 2， 


则 C=A4 (3. 1-10) 
CVlr,t)=ALBY,t)], 则 C=AB (3.1-11) 
算 符 的 相 加 满足 交换 律 
A 十 B= 二 B 十 A (3. 1-12) 
和 结合 律 
(A+B)+C=A+(B+C) (3. 1-13) 
但 是 ,要 特别 强调 指出 , 算 符 的 相 乘 一 般 来 说 不 满足 交换 律 , 即 
AB¥BA (3. 1-14) 
引入 两 个 算 符 4 和 5B 的 对 易 子 
[A,B8]=AB-B8A (3. 1-15) 


如 果 对 饭 子 [4,8j==0, 则 称 这 两 个 算 符 4 与 已 对 易 ,否则 称 4 与 

B 不 对 吻 。 容易 证 明 , 算 符 的 对 易 子 满足 下 列 恒等式 : 
[A,B8]=—[B,4] 
[4A,4]=0, 数 4€ 数 域 2 
[A,B-+C]=[A,B]+[A.,C) 
[A+B,Cl=[A,Cl+[B,C] (3. 1-16) 
[A,BC1=B[A,C1+[A,BIC 
[AB,C]=AFB,C]+[A,CI1B 
[A,LB,CI+LB,LC,AN+EC,LA,B]=0 

(请 读者 自行 证 明 )。 

3. 1-2 ”量子 力学 中 常用 的 几 类 算 行 


1. 线性 算 符 
算 符 A 若 满 足下 列 条 件 : 
ACC¥Y HFC)=C AV,+C,AY, (3. 1-17) 
式 中 立 ; 和 炎 ; 是 任意 的 两 个 和 失 量 ,C; 和 C; 是 任意 的 两 个 复数 , 则 
称 4 为 线性 算 符 。 例 如 ,将 某 个 函数 相 乘 一 个 函数 的 运算 、 对 一 个 
函数 作 微 商 运 算 、 作 积分 运算 等 都 是 线性 算 符 。 但 是 , 取 对 数 运算 、 
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开 方 运算 等 不 是 线性 算 符 。 
逆 算 符 。 设 线性 算 符 4 对 任 一 个 矢量 立 作用 的 结果 为 : 


AV=Y', ( 任 一 WEVp) (3. 1-18) 
如 果 存 在 另 一 个 线性 算 符 8 有 作用 : 
BY'=VW (3. 1-19) 
则 称 算 符 A 和 B 互 为 逆 算 符 。 记 为 / 
B=A-!, A=B"! (3. 1-20) 


显然 ,有 


AA-!=A"1A=1 
(A-)- 1=A 
(A) 二 A-1， (数学 0,XE 数 域 0)。 (3.1-21) 
(A1A,)-!= A, 1A ”i z 
注意 :并 不 是 每 一 个 线性 算 符 都 存在 逆 算 符 , 一 个 线性 算 符 如 果 其 
本 征 值 | 见方 程式 (3. 1-30)j 谱 中 包含 有 鹤 的 本 征 值 ,这 个 算 符 就 
没有 逆 算 符 。 因 此 , 坐标 算 符 + 和 动量 算 符 宇 了 都 没有 逆 算 符 ， 
顾 密 共 绒 算 符 。 两 个 线性 算 符 4 和 8B 对 任意 的 两 个 矢量 多 
和 更 作用 ,如 果 下 式 成 立 : | 
(FA 有 一 (BT YW) (3. 1-22) 
按照 内 积 的 定义 式 (3.1-1), 即 如 果 有 
| 时 (r AWCr dr= | IBY rt) dr (3.1-23) 


则 称 算 符 4 和 B 互 为 厄 密 共 e 算 符 。 记 为 z 
B= A*, 4 一 尼 + (3. 1-24) 
容易 验证 : 
(A+)+=A 
(A 二 A,)t+=At+ 二 A,+ 
(4A)+=4*A+, ( 数 4 已 数 域 2) 
(AA,)+=A,+A,+ 


(3. 1-25) 
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2. 么 正 算 符 
线性 算 符 U 如 果 满 足 条 件 
UU+=UtU=1, 即 U+==U-! (3. 1-26) 
则 称 上 为 么 正 算 符 。 么 正 算 符 的 一 个 基本 性 质 是 : 它 对 任意 两 个 
矢量 作用 的 结果 ,不 改变 这 两 个 矢量 的 内 积 。 事实 上 ,利用 式 (3. 1- 
23)、(3. 1-24) 和 式 (3. 1-26) ,有 


(UY, Ov)= [Or [OW, (r,t) |dr 
=|¥r VO) ldr 


= | (rst)dr 

=—(V,,V) (3. 1-27) 
因此 ,利用 么 正 算 符 作 变 换 不 改变 一 个 和 拓 量 的 模 , 也 不 破坏 两 个 相 
互 正 交 的 矢量 的 正 交 性 。 另 外 还 可 以 证 明 , 么 正 算 符 必定 有 逆 算 
符 ; 么 正 算 符 的 逆 算 符 也 是 么 正 算 符 ; 两 个 么 正 算 符 的 乘积 也 十 么 
正 算 符 。 

”3. 厄 密 算 符 
线性 算 符 4 如 果 满 足 条 件 
4+ 一 4 (3. 1-28) 

则 称 4 为 厄 密 算 符 或 自 轿 算 符 。 由 式 (3. 1-23) 可 知 , 厄 密 算 符 4 
满足 关系 式 


| 到 i Cr FAV, r,t) dr 


(3. 1-29) 
式 中 到 和 允 : 是 任意 的 两 个 矢量 。 厄 密 算 符 有 如 下 两 点 基本 性 
质 ,下面 同时 给 出 证 明 。 

(1) 厄 密 算 符 的 本 征 值 全 是 实数 
线性 算 符 4 的 本 征 值 方程 写 为 

A 二 | (3. 1-30) 

方程 中 4 称 为 算 符 4 的 本 征 值 ,$; 称 为 算 符 4 的 相应 于 本 征 值 4 
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的 本 征 和 拓 量 (或 本 征 阻 数 )。 在 $2.4 中 引出 的 定 态 薛 定 廖 方程 式 
(2,4-12) 就 是 一 个 体系 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 方 程 ,是 方程 式 
(3. 1-30) 的 实例 。 

设 4 是 线性 厄 密 算 符 , 利用 式 (3.1-29) ,将 式 中 任意 的 两 个 
矢量 有 和 歼 , 取 为 算 符 4 的 相应 于 任 一 个 本 征 值 4 的 同一 个 本 
征 秋 量 和 (7) ,再 应 用 算 符 4 的 本 征 值 方 程式 (3. 1-30), 有 

Ea (gn) dr=A |B) (r)dr 
得 z 
A 二 A (3, 1-31) 
可 兄 厄 密 算 符 的 任 一 个 本 征 值 都 是 实数 。 

(2) 厄 密 算 符 的 相应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 矢量 必定 正 交 

由 式 (3. 1-29) ,将 式 中 任意 的 两 个 矢量 炎 ; 和 WV; 分 别 取 为 厄 
密 算 符 4 的 相应 于 两 个 不 同 本 征 值 尺 和 C0 性 为 ) 的 本 征 矢量 
(rr) 和 (7), 再 应 用 算 符 4 的 本 征 值 方程 并 注意 到 厄 密 算 符 的 
本 征 值 都 是 实数 ,有 

[BAB rdr= | C7) CLAS, C7) dr 
即 
(1 一 人 ) | $i rR Cr)dr=0 
故 如 果 力 和 加, 则 有 
| 时 四 可 (mdr=0， 天 (3. 1-32) 

必须 指出 , 厄 密 算 符 的 相应 于 同一 个 本 征 值 的 庄 简 并 的 本 征 
矢量 之 间 并 不 一 定 正 交 。 不 过 ,由 于 这 些 简 并 的 本 征 矢 量 的 任意 线 
性 碍 加 矢量 仍 是 相应 于 这 一 个 本 征 值 的 本 征 矢量 ,总 可 以 重新 组 
合 出 新 的 一 组 简 并 的 本 征 矢量 ,使 它们 之 间 相 互 正 交 。 事 实 上 , 设 
厄 密 算 符 4 的 本 征 值 有 度 简 并 , 即 相 应 有 个 不 同 的 本 征 
天 量 { 办 Cr) } 《! 一 1 ,2 机 ,fn) : 
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hg (mr) 一 0 加， 12 六 (3.1-33) 
将 这 个 简 并 的 本 征 矢量 作 任意 的 线性 羡 加 : 


内 ,从 六 一 Dj Cpr) ? 7 一 ,2 (3. 1-34) 
:一 1 


它们 仍 是 算 符 4 的 相应 于 本 征 值 的 本 征 矢量 : 


三 太 
4 办 ,站 一 4 > Cad slr)= 2) CidA$a lr) 
i 二 1 := 二] 
1 
=% Cpr) = hp ,jr), 7 一 1 2 (3, 1-35) 


若 要 组 合 出 新 的 , 个 对 本 征 值 % 简 并 的 本 征 矢量 {g(r)) (j= 
1,2,…,/,), 需 要 用 及 个 下 加 系数 。 再 强 使 这 /个 简 并 的 本 征 矢 


[gar dr=6, j=1,2, fn (3. 1-36) 
( 式 中 六 是 克 罗 内 克 8 符号 ), 共 给 出 志方 (f, 一 1) 十/ 
= 二,(f, 十 1) 个 确定 盖 加 系数 的 条 件 。 在 六 >1 的 情况 下 有 


及 > 王族 CA 十 D， 因 而 组 合 出 新 的 六 个 对 本 征 值 4 简 并 的 并 且 


是 正 交 归 一 化 的 本 征 矢 量 { 几 ,Cr (二 1,2,…,f,) 总 是 可 能 的 。 
例如 ,可 以 将 式 (3. 1-34) 取 为 

J, Cn, 0， 0,， … 01 人 页 
| Ca C2 0, '*» 0 内 

内 | 一 |Ca，， (Ca Cass 0 内 (3. 1-37) 


pr Ci, Cy Cr 3， 机 Cr pr 


式 中 一 共 需 要 元 /.(f, 十 1) 个 不 等 于 零 的 全 加 系数 (Cw) ,由 新 的 
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(3.1-36) 恰 好 可 以 唯一 确定 这 些 丢 加 系数 。 

总 之 ,可 以 使 得 一 个 厄 密 算 符 的 全 部 本 征 矢量 形成 为 一 个 正 
交 归 一 化 的 本 征 矢量 组 。. 量 子 力学 中 , 往往 使 重新 组 合 而 成 的 太 
个 对 一 个 厄 密 算 符 4 的 本 征 值 x 简 并 的 本 征 矢量 同时 又 是 另 一 
个 厄 密 算 符 B 的 分 别 相应 于 各 不 相同 本 征 值 的 本 征 矢 量 , 这 样 正 
交 性 问题 就 自然 得 到 解决 。 

另外 ,容易 看 出 两 个 厄 密 算 符 4 和 hs 之 和 一 定 是 厄 密 算 
符 ; 但 是 ,乘积 

A A 一 人 人 全 


十 (3, 1-38 ) 


44: 一 4:4， 
2 
不 是 厄 密 算 符 (除非 算 符 A 与 4, 对 易 )。 
量子 力学 中 ,表示 力学 量 的 算 符 要 求 都 是 线性 厄 密 算 符 ,而 用 
于 对 体系 的 运动 状态 波 函 数 及 力学 量 算 符 进行 变换 的 算 符 多 是 线 
性 么 正 算 符 。 下 面 将 逐步 具体 论述 。 


3 3. 2 “力学 量 用 算 符 表 太 


微观 体系 的 力学 量 用 算 符 表示 。 算 符 本 身 并 没有 直接 的 物理 
意义 ,用 以 表示 微观 体系 的 力学 量 是 对 如 下 几 方 面 而 言 的 。 


3.2-1 力学 量 在 体 杀 一 个 运动 状态 下 的 期 望 值 


在 3 2.1 中 已 经 论述 过 , 量子 力学 中 坐标 和 动量 分 别 用 算 符 
式 (2. 1-27) 和 式 (2. 1-28) 表 示 ， 
r=r (3. 2-1) 
p= 了 OD (3. 2-2) 
它们 在 微观 体系 的 一 个 运动 状态 下 ( 设 状 态 波 函数 亚 (r ,已 经 归 
一 化 ) 的 期 望 值 r 和 pp 分别 由 式 (2. 1-24) 和 式 (2. 1-25) 表 示 : 


=| Cr iv dr= | (rt)rE ri)dr (3. 2-3) 
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p=|v " Cr pv dr= | Cr 了 V(r,t)dr (3. 2-4) 


并 且 ,还 推广 到 势能 、 动 能 以 及 粒子 在 势 场 中 运动 的 哈密 顿 量 。 现 
在 ,再 进一步 推广 到 任意 一 个 有 经 典 对 应 的 力学 量 以 及 完全 任意 
的 一 个 力学 量 。 设 经 典 力学 中 有 一 个 力学 量 , 它 与 坐标 和 动量 的 
函数 关系 为 

F=F(r,p,t) (3. 2-5) 
式 中 时 间 变量 + 不 是 力学 量 ,只 作为 运动 参量 。 对 应 到 量子 力学 
中 ,假设 这 个 力学 量 的 算 符 尺 系 由 如 下 得 出 :保持 经 典 的 函数 关 
系 式 (3. 2-5) 不 变 ,但 将 这 个 函数 的 坐标 和 动量 这 一 对 正则 变量 分 
别 用 其 算 符 式 (3, 2-1) 和 式 (3. 2-2) 替 代 , 即 


及 一 GD 一 Pr 人 ,2) (3. 2-6) 
企 3 2.1 中 得 到 的 势能 算 符 、 动 能 算 符 以 及 粒子 在 势 场 中 运动 的 


哈密 顿 算 符 式 (2. 1-29)、2. 1-30) 及 式 (2. 1-31) 都 是 这 里 所 述 的 
竺 例 。 再 假设 这 个 力学 量 忆 在 微观 体系 的 由 归 一 化 波 函 数 严 Cr) 


描述 的 运动 状态 下 ( 设 (7, 人) 一 一 0) 的 期 望 值 表示 为 
F =|v: (r,t FV(r,t) dr 
=|v: (r Fr, TD ;tt) Wr,i)dr (3. 2-7) 


粒子 的 坐标 、 动 量 和 势能 动能 以 及 粒子 在 势 场 中 运动 的 哈密 顿 量 
在 一 个 运动 状态 下 的 期 望 值 式 (3. 2-3)、(3. 2-4) 和 式 (2. 1-32)、 
(2. 1-33) 及 式 (2. 1-34) 就 是 上 式 的 特例 。 
对 于 微观 体系 的 任意 一 个 力学 量 ( 即 使 它 没 有 经 典 量 对 应 )， 
记 表 示 它 的 算 符 为 ,假设 这 个 力学 量 在 体系 的 由 归 一 化 波 函 数 
Y 摘 述 的 运动 状态 下 的 期 望 值 表 示 为 
F=|v: Fvar, 即 F=(¥,FV) (3. 2-8) 


为 逻 和 FY 的 内 积 , 由 体系 的 运动 状态 波 函 数 炎 和 表示 这 个 力学 
量 的 算 符 F 共同 决定 。 
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3. 2-2 力学 墨 的 可 能 取 值 


微观 体系 的 每 一 个 力学 量 都 有 其 一 系列 的 可 能 取 值 ,构成 各 
目的 取 值 谱 。 有 一 些 力学 量 的 可 能 取 值 谱 完 全 连续 , 另 有 一 些 力学 
量 的 则 完全 分 立 , 还 有 一 些 力学 量 的 是 部 分 连续 部 分 分 立 。 量 子 力 
学 中 , 系 由 表示 一 个 力学 量 的 算 符 给 出 这 个 力学 量 的 可 能 取 值 谱 。 

设 某 一 时 刻 在 体系 的 一 个 状态 下 测量 力学 量 卫 ,一般 说 来 没 
有 确定 值 ,而 是 同时 可 能 有 多 个 取 值 ,并 且 取 各 个 可 能 值 有 确定 的 
几率 分 布 ;但 是 , 倘 阁 取 某 一 个 值 * 的 几率 是 一 而 取 其 它 所 有 可 能 
值 的 几率 都 是 零 , 则 说 体系 在 这 个 状态 下 力学 量 上 有 确定 值 ,为 
A。 体系 的 这 个 状态 称 为 力学 量 有 确定 值 4 的 状态 。 找 出 体系 的 
对 于 一 个 力学 量 太 来 说 有 确定 值 的 所 有 状态 ,其 所 有 相应 的 确定 
值 可 以 认为 就 是 这 个 力学 量 F 的 所 有 可 能 取 值 , 即 可 能 取 值 的 
谱 。 | 

在 体系 的 力学 有 量 f 有 确定 值 4 的 状态 岂 下 ,力学 量 f 的 期 望 
值 天 就 是 确定 值 \, 而 均 方 偏差 (AP) ?必定 等 于 零 , 即 

AF |g; Cr FFE) dr 
=|#; Cr) (F—XA) pr)dr 
-0 (3. 2-9) 


设 是 线性 厄 密 算 符 ,利用 式 (3.1-29), 上 式 可 以 写成 
(SF 一 | [CE 一 0 加 OrD)] [CR 一 2 加 Cr]dr 


=| (下 一 四 gr)12dr 王 0 (3. 2-10) 
上 式 成 立 的 充分 和 必要 条 件 是 / 
Fg$ Cr) = apr) (3. 2-11) 


这 就 是 体系 的 力学 量 玉 有 确定 值 的 状态 波 图 数 办 Cr) 满足 的 方 

程 。 它 实际 上 是 算 符 玉 的 本 征 值 方程 式 (3. 1-30) 。 在 8$ 2.4 中 引出 

的 定 态 苹 定 证 方程 式 (2. 4-12) 是 这 个 方程 的 实例 , 方程 的 解 加 (7) 
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要 满足 波 函 数 的 三 个 标准 条 件 , 因 此 方程 式 (3. 2-11) 中 的 本 征 值 
4 并 不 能 随意 取 值 ,只 有 所 有 那些 能 够 使 方程 的 解 满足 波 函数 三 
个 标准 条 件 的 4 值 才 组 成 力学 量 算 符 尼 的 本 征 值 谱 。 这 导致 有 的 
力学 量 算 符 的 本 征 值 谱 完全 分 立 , 有 的 完全 连续 ,有 的 则 部 分 分 立 
部 分 连续 。 量 子 力学 假设 :一 个 力学 量 算 符 广 的 所 有 本 征 值 ( 即 本 
征 值 谱 ) 就 是 这 个 算 符 所 表示 的 力学 量 的 所 有 可 能 取 值 ( 即 可 
能 取 值 谱 ) 。 微 观 体系 处 于 由 力学 量 算 符 素 的 每 一 个 本 征 值 相应 
的 本 征 函 数 所 描述 的 状态 下 ,力学 量 F 都 一 定 有 确定 值 , 为 这 个 
本 征 函 数 相应 的 本 征 值 。 可 以 使 得 一 个 力学 量 算 符 的 全 部 本 征 函 
数 形成 为 一 个 正 交 归 一 化 的 本 征 函 数组 。 


3. 2-3 ”力学 置 在 体系 一 个 运动 状态 下 可 能 取 值 的 几 秦 分 布 


如 果 微 观 体系 所 处 的 状态 不 是 力学 量 算 符 F 的 一 个 本 征 函 
数 描述 的 状态 ,体系 的 这 个 力学 量 下 就 没有 确定 值 , 而 同时 有 多 
个 可 能 取 值 ,并 且 取 每 一 可 能 值 都 有 确定 的 几率 。 量 子 力 学 中 ,由 
表示 这 个 力学 量 的 算 符 和 体系 所 处 运动 状态 的 归 一 化 波 函 数 
YGrt) 共 同 给 出 这 个 力学 量 在 体系 这 个 运动 状态 下 可 能 取 值 的 
几率 分 布 。 

设 力学 量 算 符 的 所 有 本 征 沙 数 构成 一 个 正 交 归 一 化 的 完 
备 组 , 不 失 一 般 性 ,假定 算 符 F 的 本 征 值 谱 完全 分 立 , 记 为 {为 ) ;并 
且 , 每 一 个 本 征 值 都 没有 简 并 。 算 符 玉 的 本 征 函 数组 记 为 
(#4.(7)}。 所 谓 本 征 函数 组 已 经 正 交 归 一 化 ,是 指 每 一 个 本 征 函 数 
部 已 经 归 一 化 , 而 任意 两 个 不 同 的 本 征 函 数 之 间 都 相互 正 交 ,满足 
如 下 正 交 归 一 化 条 件 

[8.08 Cdr= 6 (3. 2-12) 

式 中 人 6% 是 克 罗 内 克 6 符号 。 由 于 算 符 的 正 交 归 一 化 本 征 函 数 

组 是 完备 组 , 它 可 以 作为 体系 状态 波 函 数 张 成 的 黑 伯 特 空 间 中 的 

基 殴 数组 。 现 在 ,将 体系 一 个 运动 状态 的 归 一 化 波 函 数 于 (r,t) 按 
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力学 量 算 符 的 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完 备 组 展开 , 即 
r,t) = >/Ce(t) 加 Cr) (3. 2-13) 


下 面 求 出 式 中 的 诸 展开 系数 {C.(z)}。 将 上 式 两 边 乘 以 具 (7) ,再 
对 空间 坐标 积分 ,利用 式 (3. 2-12) ,有 


En Cr) 到 (ri)dr = SC |ge Cr) 加 Cr)dr 
一 > C(t)6; a =C,(t) 
得 到 
CD= | DY dr, n=1,2,3,. (3.2-14) 


由 力学 量 算 符 广 的 本 征 函 数 办 和 体系 的 态 函 数 炎 共同 确定 。 可 
以 对 C(t) 作 如 下 解释 。 将 体系 的 运动 状态 波 时 数 风 (7, 四 式 (3. 2- 
13) 代 入 它 的 归 一 化 表示 式 


jv (ri pr tdr=1 (3. 2-15) 
利用 式 (3. 2-12), 有 
1 一 > DC (CD gi hr)dr 
一 > DC CD 
= Yc) : (3. 2-16) 


另 一 方面 ,如 果 将 更 (r, 为 式 (3. 2-13) 代 入 力学 量 在 体系 的 由 这 
个 波 函 数 描述 的 运动 状态 下 的 期 望 值 式 (3. 2-8), 应 用 算 符 下 的 
本 征 值 方程 式 (3. 2-11), 则 有 


F =|v: (r,t)FWVr,t) dr 
=5) DC WC [gi PR Cr)dr 
= DD) > CI CD 
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= > AIC) (3. 2-17) 


综合 以 上 两 式 ,量子 力学 假设 : 式 (3.2-13) 中 的 展开 系数 C, (1) 的 
绝对 值 平方 |1C.() [? 是 体系 在 由 归 一 化 波 函 数 炙 (r,t) 描 述 的 运 
动 状 态 下 ,在 时 刻 t, 力 学 量 F 取 值 为 的 几率 。 称 C,(z) 为 力学 量 
F 取 值 为 的 几率 幅 。 由 式 (3. 2-14) 算 出 式 (3.2-13) 中 的 全 部 展 
开 系 数 {C(2)} ,分 别 取 其 绝对 值 平方 ,这 个 集合 {1C.(2) 上 } 就 给 出 
体系 在 运动 状态 亚 (r,) 下 ,力学 量 F 取 其 所 有 可 能 值 的 几率 分 
布 。 式 (3. 2-16) 表 明 , 在任 一 时 刻 i 总 几率 都 等 于 一 ; 式 (3. 2-17) 
则 是 体系 在 运动 状态 丈 (r,t) 下 ,利用 力学 量 下 的 所 有 可 能 取 值 
(4,} 和 可 能 取 值 的 几率 分 布 {1C,.(2) |?} 计 算 期 望 值 五 的 表示 式 。 

在 $2.1 中 论述 的 粒子 坐标 取 值 的 几率 分 布 和 动量 取 值 的 几 
率 分 布 就 是 这 里 所 讨论 问题 的 实例 。 下 面 再 举 出 一 个 例子 。 

例 3.2-1 将 束缚 在 品格 中 的 原子 核 的 质心 运动 近似 地 视 为 
z+ 轴 上 的 一 维 谐振 动 , 设 处 于 基态 。 假若 在 :=0 时 刻 , 原子核 由 于 
内 部 能 级 的 跃迁 而 沿 z 轴 方 向 发 射出 一 个 能 量 为 Ey 的 光子 , 求 此 
时 刻 核 的 质心 运动 仍 处 于 基态 ( 即 没有 能 量 传 给 原子 核 ,为 无 反 冲 
发 射 兴 子 ) 的 几率 以 及 处 于 能 量 为 En 王 1,2,3,…) 的 诸 激发 态 
的 几率 。 

解 : 由 题 设 在 :0 时刻, 原子 核 的 质心 运动 为 z 轴 上 的 谐 

振动 ,处 于 基态 / 


__ oa 4 --a2zr212 _ 
Vor) /元 © (3.2 18) 


式 中 a=[ 2 ,M4 为 原子 核 的 质量 ,w 为 谐振 动 的 角 频率 ,z 为 


核 质心 的 坐标 。 可 将 如 (z) 作 傅 里 叶 展开 

folz) = R| Cp ndp (3. 2-19) 

在 :一 0 时 刻 ,原子 核 由 于 发 射出 一 个 能 量 为 Ey( 因 而 动量 值 

为 po 二 字 ) 的 光子 , 核 质心 运动 的 动量 每 一 个 可 能 取 值 ”会 突然 
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改变 成 p 一 ps。 因此 ,动量 取 值 的 几率 分 布 1C(p)1? 会 突然 改变 成 
IC 十 | ,或 者 等 效 地 说 ,在 如 (4z) 的 人 埔里 叶 展 开 式 中 诸 平 面 
波 的 波 函 数 se 会 罕 然 改变 成 ee 加”, 故 原子 核 在 发 射出 光子 
后 的 瞬时 ,质心 运动 的 波 函 数 为 


pz)= Clp+po)e™ "dp 


(2 | 
= a) ClpYe ”dp 
~e- to (x) (3. 2-20) 
核 的 质 心 运 动 在 此 状态 下 ,能量 的 期 望 什 为 
E=| Jy” (rHY (rx) dr 
om i ds 
=| eng (nL 


十 er 7 


-E+ 2 一 了 jw 十 5 5 (3. 2-21) 


核 的 质心 运动 在 状态 yy(z) 下 ， 全 四 在 基 杰 golz) 的 几率 幅 式 
(3. 2-14) 为 


C, -| pe nda] EC)e -itor md 


= 一 -| exp[L 一 xz 一 下 二 por]dz 一 exp[ 一 ha] 


/x 
= [一 (3. 2-22) 
exP 4 hwnte’ “2 
故 仍 贸 在 基态 的 几率 为 
Ey 
[Co =expL— so. (3. 2-23) 


它 随 着 被 原子 核发 射 的 光子 能 量 的 平方 好 增 大 而 指数 地 下 降 , 因 
而 只 有 对 于 原子 核 内 部 低能 7 跃迁, 原子 核 的 无 反 冲 7 发 射 才 有 
较 大 的 几率 。 
另 一 方面 , 核 的 质心 运动 处 于 能 量 为 ,tn 关 0) 的 激发 态 
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少 4z) 的 几率 幅 为 
C， -| U Coplz)dz=| gy (rT) Yr)e Por dz 
= | eH,(€)e-'tot nedé (3. 2-24) 
式 中 已 记 人 = 二 ax。 利用 厄 密 多 项 式 态 ,.($) 的 生成 汕 数 
2—* 十 2tz 一 5S oe (3. 92.95) 


n=0 


由 上 式 可 以 直接 导出 如 (6) 的 式 (2. 5-22) 
H,(£)= et = [| 


d" 0 
de 


式 (3. 2-25) 两 边 乘 以 exp[ 一 名 一 血 匀 ,再 对 积分 。 左 边 为 


二 让 


一 (一 1)"ese 


| exp[—z+2é2—6—i 名 Ed 
2 
ri 2 


= x exp[ 一 
右边 为 


bo 
21D bose po/Ra)” 


4 Ri 


> S| exp[—$—if $1H, (€)d€= > aN WN C, 


凡 一 身 


比较 左右 两 边 z* 的 系数 ,并 代入 一 维 谐振 子 定 态 波 函 数 的 归 一 化 
常数 NN; 式 (2. 5-26), 得 


= ‘Po — 
C= mg — 名 | expL 多] (3. 2-26) 


故 核 的 质心 运动 处 于 第 激发 态 的 几率 为 
(po/2 hla? )" 
ni exPL 一 :多 
(CE2/2 hwMe’)’" 
一 一 一 一 expl 一 


7 | 


Le 


Es 
> hen] (3. 2-27) 
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例如 对 于 ?Fe 核 , 二 1. 44X10 电子 伏特 ,w 二 107 周 / 秒 , 有 
hw==4.14X10 习 电子 伏特 ,Mc*5. 31 X10* 电 子 伏特 ,得 
: [Co =e ?=0. 624, 
1C11?=0. 472X0. 624=0. 294， 


(0. 472)° 
21 


|C,1’= XO0. 624=0. 069， 


. ” 3 
[C= x0. 624 一 0. 011 (3.2-28) 


3.2-4 表 击 力学 是 的 算 符 必须 满足 的 条 件 


以 上 所 述 的 是 在 量子 力学 中 , 用 算 符 表示 微观 体系 的 相应 一 “ 
个 力学 量 的 含意 .由 此 可 知 , 表 示 力 学 量 的 算 符 必须 满足 一 定 的 条 
件 。 

首先 ,力学 量 算 符 必须 是 线性 算 符 ,这 是 由 于 态 秋 加 原理 要 求 
薛 定 刘 方 程式 (2. 3-11) 是 线性 方程 ,因此 体系 的 哈密 顿 算 符 人 里 以 
及 组 成 算 符 瓦 的 所 有 力学 量 算 符 都 必须 是 线性 算 符 。 另 外 ,一 个 
力学 量 算 符 如 果 某 个 本 征 值 有 简 并 ,这 些 简 并 的 本 征 函 数 的 任意 
线性 释 加 晒 数 应 当 也 是 体系 的 这 个 力学 量 有 确定 值 ( 为 这 个 本 征 
值 ) 的 状态 波 函数 , 亦 即 也 是 这 个 力学 有 量 算 符 的 相应 于 这 个 本 征 值 
的 本 征 卫 数 ,满足 这 个 力学 量 算 符 的 本 征 值 方程 ,因此 一 个 力学 量 
算 符 的 本 征 值 方程 必须 是 线性 方程 ,力学 量 算 符 必须 是 线性 算 符 。 

力学 量 算 符 又 必须 是 厄 密 算 符 。 因 为 一 个 力学 量 算 符 的 全 部 
本 征 值 就 是 这 个 力学 量 的 所 有 可 能 取 值 ,它们 应 当 都 是 实数 ,而 只 
有 厄 密 算 符 的 全 部 本 征 值 都 是 实数 。 中 式 (3. 1-29) 还 可 以 直接 看 
出 , 厄 密 算 符 在 体系 任 一 运动 状态 下 的 期 望 值 式 (3. 2-8) 是 实数 。 

最 后 ,力学 量 算 符 的 本 征 函 数组 必须 构成 完备 组 。 因 为 它 倘 若 
不 是 完备 组 ,需要 再 男 外 加 进 若 干 个 基 吵 数 后 才 构 成 完备 组 , 则 体 
系 必定 有 一 些 运动 状态 的 波 函 数 在 按 这 个 跑 数 完备 组 展开 后 导 男 
外 加 进 的 基 函 数 有 关 , 有 的 甚至 只 与 另外 加 进 的 基 函 数 有 关 。 在 体 
系 的 这 些 状态 下 测量 这 个 量 , 所 得 到 的 可 能 取 值 有 些 甚 至 全 部 不 
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是 这 个 算 符 的 本 征 值 , 换 句 话 说 ,这 个 量 在 体系 的 这 些 运 动 状态 下 
不 可 测量 , 故 这 个 量 并 不 是 力学 量 。 以 后 , 当 实 际 用 到 任意 一 个 力 
学 量 算 符 的 本 征 铺 数组 ,都 假定 它 已 经 正 交 归 一 化 ,并 且 认 定 它 一 
定 构 成 完备 组 。 


3.2-5 ”量子 力学 的 第 三 条 假设 


微观 体系 的 力学 量 由 体系 运动 状态 波 录 数 张 成 的 沁 伯 特 空间 
中 相应 的 线性 厄 密 、 并 且 其 本 征 消 数组 构成 完备 组 的 算 符 表示 , 力 
学 量 算 符 本 身 并 没有 直接 的 物理 意义 ,表示 相应 一 个 力学 量 的 含 
意 是 : 一 个 力学 量 算 符 的 本 征 值 谱 给 出 这 个 力学 量 的 所 有 可 能 了 到 
值 : 体 系 的 一 个 运动 状态 的 归 一 化 波 函 数 按 一 个 力学 量 算 符 的 正 
交 归 一 化 本 征 函 数 完备 组 展开 , 式 中 诸 展 开 系数 的 绝对 值 平方 给 
出 体系 的 这 个 力学 量 在 这 个 运动 状态 下 取 所 有 可 能 值 的 几率 分 
布 。 再 应 用 式 (3. 2-17) 或 式 (3. 2-8) ,还 可 以 计算 出 体系 的 这 个 力 
学 量 在 这 个 运动 状态 下 的 期 望 值 .这 就 是 量子 力学 的 第 三 条 假设 。 


3 3.3 ” 几 个 基本 的 力学 量 算 符 


微观 体系 有 几 个 基本 的 力学 量 , 例 如 粒子 的 坐标 和 动量 , 动 
能 、 势 能 和 总 能 量 , 以 及 轨道 角 动 量 和 衬 称 等 。 现 在 分 别 来 介绍 
这 几 个 力学 量 算 符 , 并 且 求 出 它们 各 自 的 本 征 值 谱 和 正 交 归 一 化 
本 年 唱 数 完备 组 ,第 六 章 中 还 将 介绍 一 个 力学 量 一 一 电子 的 上 自 旋 。 
3. 3-1 ”坐标 算 符 及 坐标 算 符 的 枉 数 
如 上 所 述 ,坐标 算 符 可 写 为 
P=r (3. 3-1) 
这 是 一 个 矢量 算 符 , 其 三 个 直角 坐标 系 分 量 为 
% 一 并 》 一 y， Z 一 > (3. 3-2) 


它们 显然 都 是 线性 厄 密 算 符 ,下 面 为 明确 起 见 , 具 体 讨论 粒子 在 一 
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维 空间 中 运动 的 情况 。 坐 标 算 符 x 王 z 满足 方程 [ 见 式 (2. 1-10) 

ZOL 一 oh) 一 To 一 工 0) (3. 3-3) 
方程 中 的 (x 一 zo) 是 犹 喇 元 6 图 数 ,z 是 实 参 量 。 它 就 是 坐标 算 
符 这 的 本 征 值 方 程 。 本 征 值 x。 允许 在 (一 cp ,ce) 区 域内 连续 取 所 
有 实数 值 .本 征 函 数 的 集合 {8(z 一 zo) ) 构 成 正 交 归 一 化 的 完备 组 ， 
其 正 交 归 一 化 的 表示 式 应 写 为 


| xT— Xo)Cr— rdr=6(ro— 0) (3. 3-4) 


这 是 因为 粒子 的 坐标 取 值 是 连续 的 ,所 谓 有 确定 取 值 xs 应 当 理 解 
为 取 值 在 (Xo 一 Ax。 ， Xo 十 Axzo) 区 辐 内 9 因此 是 在 这 个 取 值 小 区 间 内 
并 且 在 粒子 一 维 运动 的 整个 空间 内 找到 粒子 的 几率 为 1, 即 


To 二 Aro o0 
| dz Cr 一 20)G(0zr 一 odr=1 (3. 3-5 ) 


坐标 算 符 的 函数 ,例如 势能 算 符 , 与 为 
一 VCzZ) 一 CCz) (3. 3-6) 
是 标量 算 符 。 将 它 作用 在 坐标 算 符 z 的 本 征 函 数 6(zx 一 z,) 上 , 设 
VCz) 可 以 展开 成 zx 的 震级 数 , 则 利用 式 (3. 3-3), 有 
VITO(r— zo0)=V (ro0)0 (ro zo0) (3. 3-7) 
这 就 是 势能 算 符 Y(z) 的 本 征 值 方程 。 
对 于 粒子 在 三 维 空间 中 运动 的 情况 ,坐标 算 符 ?=r 和 势能 算 
符 V=V(r) 的 本 征 值 方程 可 分 别 写 为 
ro(r—ro)=roO(r— ro) (3. 3-8) 
和 
Vor—r,) = V(r Or —ro) (3. 3-9) 
方程 的 本 征 函 数 
G(Cr 一 ro) 一 6(z 一 zo)6(Cy 一 BC 20 ) (3. 3-10) 


3. 3-2 动 垩 算 符 及 动 是 算 符 的 函数 


动量 算 符 也 如 上 所 述 , 写 为 
140 


五 


p= V (3. 3-11) 
它 是 一 个 矢量 算 符 ,三 个 直角 从 标 系 分 量 为 。 
p: 一 了 训 ， 一 卫 训 == 了 总 (3.3-12) 
可 以 直接 验证 ,它们 都 是 线性 厄 密 算 符 . 对 于 粒子 在 一 维 空间 中 运 
动 的 情况 ,动量 算 符 > 的 本 征 值 方程 写 为 
二 (Xx)= ps$, (zx) (3. 3-13) 
解 方程 得 到 归 一 化 的 本 征 函 数 为 平面 波 波 函数 
pp, (7)— ror (3, 3-14) 


本 征 值 p; 可 以 在 区 域 ( 一 oo,) 内 连续 取 所 有 实数 值 。 本 征 函 数 
的 集合 {#6,(z)}) 构 成 正 交 归 一 化 的 完备 组 ,其 正 交 归 一 化 的 表示 
式 写 为 式 (2, 1-13), 即 


gg vdr=als| eondz 


=(p,— p' 7) (3. 3-15) 
其 理由 类 同 于 对 坐标 算 符 的 说 明 , 已 在 3 2. 1 中 叙述 过 。 
动量 算 符 的 图 数 写 为 


>_ py FE . 
F=F(p.)=F(= 5) (3. 3-16) 


例如 ,动能 算 符 (也 就 是 自由 粒子 的 哈密 顿 算 符 ) 为 
T= 起- 一 区 2 (3. 3-17) 


它 是 一 个 线性 厄 密 的 标量 算 符 。 将 它 作 用 在 动量 算 符 Zp; 的 本 征 消 
数 吉 (zc) 式 (3. 3-14) 上 ,有 


f° 4 
92m DZz2 Puri 


这 就 是 动能 算 符 了 式 (3. 3-17) 的 本 征 值 方程 。 


2 
(z)= $y,(z) (3. 3-18) 
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粒子 如 果 是 在 三 维 空间 中 运动 ,动量 算 符 和 动能 算 符 之 -的 
本 征 值 方程 分 别 写 为 
| Tv$(r)=ph,Cr) (3. 3-19) 
和 
hi? _ ， 
7p (7)= po(r) (3. 3-20) 
方程 的 本 征 函 数 : 


pp 7) = (3. 3-21) 


_1 ip*r/A 
这 里 顺便 说 明 一 个 问题 :自由 粒子 能 量 的 本 征 函数 即 动量 算 

符 的 本 征 函数 -- 一 平面 波 波 函数 还 可 以 采用 另外 一 个 方法 归 一 
化 , 称 为 箱 归 一 化 . 现 讨论 粒 子 在 一 维 空间 中 运动 的 情况 。 首 先 设 
想 粒子 是 在 有 限 范围 [一 也 ,二 ] 中 运动 ,最 后 再 令 工 一 一 oo。 这 


样 ,为 了 保证 动量 算 符 ?。= 的 厄 密 性 ,要 求 自由 粒子 的 任 一 
状态 波 函 数 满足 所 谓 周期 性 边界 条 件 .事实 上 ,一 般 地 记 粒 子 运动 
(3. 1-29) ,要 求 动量 算 符 满足 


2 hi dy [2 hi dy 、， 
| (— cl KA 了 全) dz (3. 3-22) 
即 
hh (x*d (yz 内 ) _ / 
?| dz dr=0 
故 


(pz 内 ) [=0 : 


可 知 对 于 体系 的 任意 两 个 状态 波 函数 轴 和 ,有 


p> (Xi) ”zi) — 讽 ， 
人 2 (71) Wx) 般 数 
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针对 于 体系 的 任 一 状态 波 函数 公有 


5 =e”. (3. 3-23) 
2 


区 中 , 扔 灸 。 得 定 , 它 对 于 体系 的 任 一 状态 波 函 数 来 说 部 是 相同 
的 。 取 平面 波 波 晴 数 并 令 本 征 值 p:==0, 则 

$» (XT)= Ae Pr ”二 A 
由 此 可 知 二 0。 因 此 得 到 

gz) =pzs) (3. 3-24) 
这 就 是 周期 性 边界 条 件 。 
平面 波 波 函 数 和.(z) 一 Ae 由 于 在 粒子 运动 范围 

[一 二, 所 J 上 满足 周期 性 边界 条 件 


L L 

go 一 了 于) 一 加.( 子 ) 《3. 3-25 ) 
如 

Me 一 ip 一 Aerpo/ 
有 

er 一 1 
得 到 动量 的 本 征 值 谱 为 
ps=— mn, 1 一 0 十 1, 士 2,… (3. 3-26) 


可 看 出 动量 取 值 量子 化 ( 当 取 工 一 co ,动量 的 可 能 取 值 重 又 连 
续 变 化 ) 。 再 由 归 一 化 条 件 


| mepaz=a 
得 4= - 方 g, 因 此 已 经 箱 归 一 化 的 平面 波 波 函 数 为 


pp» (Xx) 一 一 


Ce for/ (3. 3-27) 


箱 归 一 化 的 平面 波 波 函 数组 的 正 交 归 一 化 表示 式 为 : 
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| $7) (dzr=6 (3. 3-28) 

对 于 自由 袜子 在 三 维 空间 中 运动 的 情况 ,首先 设想 竹子 是 在 

有 限 范围 一 妾 <x 过 字 、 一 们 <<y< 当 和 一 宝 <z<< 汪 运动 ,最 后 青 
令 Li.Ls 和 ZL 一 >o0。 则 已 经 箱 归 一 化 的 平面 波 波 函数 为 


Bp ,pp CT»Y ,之 ) 一 LLP [于 (bx 十 户 ,y 十 力 :z 之 ) ] 


| ep) 了 er (3. 3-29) 
动量 的 可 能 取 值 量子 化 ,为 
2 2 _2xh 
Pr: 二 L, 7719 Py L, NH2s pP: =— 元 12; 


1 9112 9713 二 0， 士 1,， 士 2 … (3. 3-30) 
3. 3-3 ”体系 的 哈密 顿 算 符 


体系 的 哈密 顿 算 符 玉 随 体 系 的 不 同 而 异 。 一 个 粒子 在 势 场 
V(r) 中 运动 ,哈密 顿 算 符 由 式 (2. 3-9) 表 示 
B=P HV (0)=—2 V+V() (3. 3-31) 
也 随 势 场 〖(r) 的 不 同 而 异 。 如 果 体 系 的 哈密 顿 算 符 如 与 时 间 i 无 
关 , 因而 是 能 量 算 符 , 则 它 的 本 征 值 方程 就 是 这 个 体系 的 定 态 薛 定 
但 方程 式 (2. 4-12) 

H#$s= Ege (3. 3-32) 
因此 ,只 能 对 各 个 具体 的 体系 分 别 求解 其 能 量 算 符 的 本 征 值 方程 ， 
例如 对 于 粒子 在 一 维 空间 中 运动 的 情况 如 3 2.5 所 述 ,不 能 一 概 
而 论 。 特 别 要 注意 ,哈密 顿 算 符 五 式 (3. 3-31) 既 是 坐标 算 符 ? 的 
函数 ,又 是 动量 算 符 p 的 函数 ,但 哈密 顿 算 符 态 的 本 征 值 谱 和 本 
征 函 数 完备 组 只 应 当 唯一 地 由 求解 它 的 本 征 值 方程 式 (3. 3-32) 得 
出 。 
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3.3-4 有 角 动 量 算 符 


经 典 力 学 中 , 一 个 质点 轨道 运动 的 角 动 量 志 定义 为 坐标 ” 与 
动量 记 的 天 量 积 , 鲁 
L=—rxp (3. 3-33) 
它 是 一 个 矢量 ,三 个 直角 坐标 系 分 量 为 
Li= yp — zp, | 
L,=zp.— Zp: r (3. 3-34) 
Co yp 
对 应 到 量子 力学 中 ,一 个 粒子 的 角 动 量 算 符 为 
7 一 ?XpP=rX 卫 V (3. 3-35 ) 


它 是 一 个 矢量 算 符 ,三 个 直角 坐标 系 分 量 为 
(3. 3-36) 


可 以 直接 验证 ,它们 都 是 线性 厄 密 算 符 再 引进 角 动 量 的 平方 算 符 
六 ,定义 为 
产 一 产 十 产 十 声 (3. 3-37) 
显然 也 是 线性 厄 密 算 符 。 
变换 到 球 极 坐标 系 中 ,由 
ee 


Z 一 rsingcosm 7 
。 ， 0=t 一 | + 十 y 
y=rsintsing 一 人 > (3. 3-38) 
z=rcosb 
9 一 tg 一 二 


便 有 
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了 89 PI 
az a ar 好 rw 
9 ,1 1] sing 9 
一 Sin 和 cosw 9 元 十 cosbcosgy 万 一 一 sO a 
忆 - 本 了 | 斑 3+ 避 了 
YY YY YE YN (3. 3-39) 
一 Sinbsiny = 十 一 COsbosing 与 十 二 C 
33a aa aa 
到 一 到 方 赤 矶 一 到 ~ 


—~cOS6 去 一 二 sin 过 已 


分 别 代入 式 (3. 3-36) 和 式 (3. 3-37) ,得 到 角 动 量 的 四 个 算 符 上 ，、 
上, 和 上 在 球 极 坐标 系 中 的 表示 式 ， 


L,=ih(sing 5 二 ctgtcosg 元 ) 


L,=—i hi(cosp 河 ctg0sing 总 ) (3.3-40) 
L,=—i 有 
和 
.£2 Oo - 
:二 一 廊 [ ey (sinb 放 ) 十 (3. 3-41) 
算 符 式 (3, 3-41) 的 本 征 值 方程 写 为 
一 有 [a sing 汪 ) 十 = YC, 0) =AFlY (0,9) 


(3. 3-42) 
方程 中 4 友 为 算 符 天 的 本 征 值 。 可 以 将 方程 改写 成 
1] 3,. .9 1 了 加 
(pp (sing WB snd (99 =— A1Y (0,9) 
(3. 3-43) 


这 个 方程 在 数学 中 是 众 所 熟 知 的 , 为 了 使 方程 的 解 (9,9) 在 变量 
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0 变化 的 区 域 L0,xj 上 保持 有 限 , 在 变量 变化 的 区 域 L[0,2xj 上 为 
单 值 ,以 满足 波 函 数 的 标准 条 件 ,要 求 方程 中 的 参数 只 限于 取 值 
为 


人 一 【十 1)， [一 0 1 2 3 (3. 3-44) 
并 且 ,方程 相应 的 解 是 球 谐 函 数 
Yn 0,9) = NinPr (cosO)e™ 
(=0,1,2,3".; mm 二 0, 士 ] ,十 2,"…*, 士 ! (3. 3-45) 
上 式 中 ,PY(cos0) 是 缔 合 勒 让 德 (A.M..Legendre) 和 多项式 
十 中 
pr (z) = (1 ) "(1) .0<zl 
(3. 3-46) 
No 是 归 一 化 常数 ,由 球 谐 函 数 的 妇 一 化 表示 式 
2 
| | Yi:,(0,9)Y,(0,9)singdOdp=1 (3. 3-47) 
z 0 0 
可 算出 为 
TD (Un) 1 
Nin= (—1) (mr ] (3. 3-48) 
于 是 得 到 角 动 量 的 平方 算 符 元: 的 本 征 值 谱 是 
7 (CI 十 工 ) 丰 2 ， 1 一 0 23， (3, 3-49) 


相应 的 本 征 遂 数 是 球 谐 函 数 Y,(9,9) 式 (3.3-45), 本 征 值 方程 可 
写成 
727 0,9) 一 50 十 1) 方 ?7 (OP) ， 
1=0,1,2,3,.…， 
m 二 0, 填 1, 土 2,…, 土 / (3. 3-50) 
由 此 看 出 , 算 符 L? 的 本 征 值 谱 是 量子 化 的 ,1 二 0,1,2,3,… 称 为 角 
量子 数 ; 本 征 值 C++1) 丰 有 简 并 ,固定 ! 的 一 个 本 征 值 相 应 有 
(27 十 1) 个 不 同 的 本 征 痛 数 人 {Ym(0,9)} (mm 一 0, 士 1, 士 2,…, 士 /)。 
算 符 . 式 (3. 3-40) 的 本 征 值 方程 为 
二 DD=miBp) (3. 3-51) 
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方程 的 解 为 
四 ( 人 一 4e 7 (3. 3-52) 
要 求 方程 的 解 $B(y) 在 变量 yp 变化 的 区 域 L0,2x] 上 为 单 值 ,以 满足 


波 函数 的 标准 条 件 , 则 方程 式 (3. 3-51) 中 的 参数 mr 只 人 允许 取 值 为 ， 


m 二 0, 士 1, 士 2,…: (3. 3-53) 
于 是 , 角 动 量 的 z 分量 算 符 工 , 的 本 征 值 谱 是 
mh， mm 一 0, 士 1], 二 2, 十 3,*…, 士 ! (3. 3-54) 
式 中 要 求 |m| 的 值 不 超过 才 这 是 由 于 角 动 量 一 个 分 量 的 大 小 不 会 
超过 这 个 角 动 量 本 身 的 大 小 。 上 式 表 明 , 算 符 志 . 的 本 征 值 谱 也 是 
量子 化 的 ,mx 二 0, 土 1, 土 2,…, 土 ! 称 为 磁 量 子 数 。 算 符 志 . 的 正 交 
归 一 化 的 本 征 函 数 完备 组 是 


@. (9) —— 1l my 


e 


7 一 0, 士 1, 士 2,……, 士 / (3. 3-55 ) 


注意 , 算 符 过 . 的 本 征 函 数 如 果 要 计 人 变量 0, 对照 B, (9) 式 
(3. 3-55) 与 了 (0,O) 式 (3. 3-45) 可 知 , 角 动量 的 zx 分量 算 符 已 的 
本 征 值 方程 又 可 写 为 
LYin CO, 0) =m hhY, (0,9), 
1 一 0,1,2,3，…， 

m 二 0, 土 1 , 士 2,…, 土 / (3. 3-56) 
因此 , 角 动 量 的 平方 算 符 L: 和 > 分量 算 符 元. 有 共同 的 正 交 归 一 
化 本 征 函数 完备 组 {YmC0,P)) ,| ，_。， "1" ”| ,为 球 谐 
质数 组 ,其 正 交 归 一 化 的 表示 式 为 : / 
| | Ya C0 PY (0,PDsingdOdg—= 86 (3.3-57) 


几 个 低 江 和 xm 值 的 球 谐 函 数列 出 如 下 : 
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bh | ti j= .1 


passin” (3. 3-58) 
Y ,1 一 一 /5singcosber 
ru 一 /5_(acoszg- 1) 
Y ,1 -15singeosbe- 
rsinpe-m 


(注意 :说 一 (人 一 1 7 ) 

由 于 角 动 量 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 算 符 L,、L, 和 上 在 式 
(3. 3-36) 中 对 于 zx、y、z 轴 顺 次 置换 其 表示 式 是 完全 对 称 的 ,结合 
下 一 节 的 论述 ,可 以 确认 这 三 个 算 符 的 本 征 值 谱 完 全 相同 ,都 由 式 
(3. 3-54) 表 示 。 不 过 , 球 谐 函数 了 (0,9) 式 (3. 3-45) 不 是 算 符 L， 
和 工 , 的 本 征 函 数 , 这 可 由 直接 计算 验证 。 

例 3.3-1 平面 转子 和 空间 转子 。 

一 个 质点 质量 为 y, 在 zy 平面 上 绕 固 定点 ( 取 为 坐标 原点 )O 
并 与 点 O 保持 恒定 距离 R 运动 ,这 个 体系 称 为 平面 转子 。 可 以 求 
出 平面 转子 能 量 本 征 值 谱 和 本 征 藉 数组 。 平 面 转子 的 哈密 顿 算 符 
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为 
LL 2 


J 
本 征 值 方程 写 为 | 
hk 9p(o) E90) (3. 3-60) 
2 upR? op 人 四 4 “ 


求解 方程 ,并 要 求 方 程 的 解 在 变量 8 变化 的 区 域 L0,2zJ 上 为 单 值 ， 
以 满足 波 图 数 的 标准 条 件 , 得 到 能 量 的 本 征 值 谱 古 


m’ ns 


二 22， 1 一 0 十 ,十 2 (3. 3-61) 
能 量 的 正 交 归 一 化 本 征 陨 数 完备 组 是 
] 
中 0) 一 一 一 ee 一 0, 十 1, 士 2… (3. 3-62 ) 
9 / 寺 m1 


一 个 质量 为 上 的 质点 如 有 果 是 在 三 维 空间 中 统 轿 定点 ( 取 为 坐 
标 原点 )O 并 与 点 0 保持 恒定 距离 R 运动 ,这 个 体系 则 称 为 空间 
转子 。 空 间 转 子 的 哈密 顿 算 符 为 


~ 1 hi” 于 
一 区 二 一 24R? | Bsn 历 ) 十 5 元 
(3. 3-63) 
显然 ,空间 转子 能 量 的 本 征 值 谱 是 
、_ (十 上) 天 加 呈 
玫 ) 一 一 一 一 一 228R2 (一 0 1,<，3， 《3. 3-64) 


正 交 归 一 化 的 本 征 录 数 完备 组 就 是 球 谐 录 数 组 (Yn(9,9)}。 可 以 
看 出 ,能 量 玉 有 24 十 1 度 简 并 ，。 


3.3-$ 宇 称 算 符 


宇 称 是 一 个 没有 经 典 对 应 的 力学 量 。 字 称 算 符 记 为 己 ,定义 为 
对 体系 的 任 一 状态 波 函 数 作用 ,将 波 函 数 的 坐标 变量 相对 于 原 
点 作 空 间 反 演 , 即 
Pylr)=y(—r) (3. 3-65) 
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直接 验证 可 知 它 是 线性 厄 密 算 符 .将 它 再 作用 于 上 式 两 边 ,注意 到 
%Cr) 是 体系 的 任 一 状态 波 函 数 , 有 
P:=1 (3. 3-66) 
式 中 1 是 单位 算 符 。 
由 此 ,可 以 求 出 宇 称 算 符 P 的 本 征 值 谱 和 相应 的 本 征 函 数 
组 。 算 符 P 的 本 征 值 方程 为 
Phlr) = A$(r) (3. 3-67) 
再 用 算 符 忆 作用 于 上 式 两 边 。 利 用 式 (3. 3-66) ,左边 为 
P(r)= (7) 
利用 方程 式 (3. 3-67) ,右边 有 
PAbCr) =APh (rr) =X$ (7) 
左右 两 边 相 等 ,得 到 : 
X 二 1]， 即 4= 土 1 (3. 3-68) 
这 就 是 宇 称 算 符 7 的 本 征 值 谱 。 将 本 征 值 * 代 回 方程 式 (3. 3-67)。 
相应 于 本 征 值 4= 十 1, 方 程 可 写 为 


万 4 (7)=$, (7) (3. 3-69) 
相应 于 本 征 值 = 一 1, 方 程 可 写 为 
P$_(r)=—$_(r) (3. 3-70) 


结合 字 称 算 符 记 的 定义 式 (3. 3-65) 可 知 ,体系 的 所 有 对 于 坐标 变 
量 ~ 而 言 为 偶 函 数 与 奇 函数 的 状态 波 函 数 都 是 宇 称 算 符 忆 的 分 
别 相应 于 本 征 值 为 十 1 与 一 1 的 本 征 函 数 。 

在 量子 力学 中 ,往往 要 用 宇 称 这 个 力学 量 的 取 值 来 表征 体系 
的 运动 状态 ,以 区 分 宇 称 不 同 的 两 个 运动 状态 一 一 它们 的 波 消 数 
对 于 空间 反 演 有 不 同 ( 侦 或 奇 ) 的 对 称 性 。 

例 3.3-2 空间 转子 定 态 的 宇 称 。 

如 上 所 述 , 空 间 转子 的 定 态 波 函数 即 能 量 本 征 画 数 是 球 谐 函 
数 Y,(0,9) 。 对 其 坐标 变量 相对 于 原点 作 空间 反 演 ,在 球 极 坐标 系 
中 ，,r- 一 一 r， 即 

(r 0 0) 一 一 (7 一 0 十 0) 
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故 按 式 (3. 3-65) ,有 
PY (0,9)=Y,, (xr—0,At 9p) 
一 人 Pr [cos(x—0) le™ "te 
由 于 ew 二 (一 1)"e”, 而 由 式 (3. 3-46) 看 出 
Pricos(x— 0) |] 一 (一 1) 全 ”PCcosO) 


因此 有 
PY (0,9) = (—1)Y,,(0,9) (3. 3-71) 
表明 球 谐 函数 .7 了,(0,9) 有 确定 的 宇 称 ( 一 1)'。 : 
933.4 量子 条 件 


前 面 已 经 指出 ,在 量子 力学 中 为 了 求 出 微观 体系 一 个 力学 量 
的 所 有 可 能 取 值 ,并 且 探 明 其 可 能 取 值 是 否 量子 化 ,归结 为 计算 出 
这 个 力学 量 算 符 的 本 征 值 谱 。 这 须 求解 这 个 力学 量 算 符 的 本 征 值 
方程 ,而 前 提 是 先 要 已 知 这 个 力学 量 算 符 的 具体 表示 式 。 对 于 所 有 
有 经 典 对 应 的 力学 量 ,可 以 用 坐标 变量 > 即 坐 标 算 符 ? 的 本 征 值 
作为 自 变量 分 别 给 出 表示 它们 的 算 符 的 具体 形式 ,但 是 不 难 相信 ， 
如 果 用 另外 的 力学 量 算 符 (例如 动量 算 符 p) 的 本 征 值 作为 自 变 
量 ,这 些 有 经 典 对 应 的 力学 量 各 自 算 符 的 具体 形式 与 用 坐标 算 符 
7 的 本 征 值 作为 自 变量 的 相 比 较 会 有 不 同 ;何况 又 如 何 给 出 那些 
没有 经 典 对 应 的 力学 量 算 符 的 具体 表示 式 ? 问题 的 实质 是 物理 上 
如 何 确定 一 个 力学 量 的 算 符 。 现 在 就 来 叙述 量子 力学 中 确定 一 个 
力学 量 算 符 的 物理 规则 , 它 是 给 出 一 个 力学 量 的 可 能 取 值 谱 (包括 
取 值 可 能 量子 化 ) 的 物理 方案 ,这 称 为 量子 条 件 。 它 作为 是 量子 力 
学 的 第 四 条 假设 。 


3. 4-1 基本 量子 条 件 


量子 力学 中 ,表示 两 个 力学 量 的 算 符 f 和 C 之 间 有 确定 的 对 
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[FGl=FG—GF=iK (3. 4-1) 
式 中 大 是 相应 的 一 个 线性 厄 密 算 符 。 
首先 来 引出 粒子 的 坐标 算得 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 XY、y》 和 
及 动量 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 $,、p, 和 2, 之 则 的 对 易 关 系 。 
经 典 力 学 中 ,两 个 力学 量 和 GG 的 浪 松 括号 定义 为 
{五 ,G}) 如 典 一 | O_o (3. 4-2) 


dr; gp; 9p; dril 

它 有 如 下 的 代数 运算 规则 : 

1 一 一 人 CC 

{二 0， 数 4E 数 域 有 2 

{(F ,G1 二 Gs}={F,G) 十 (Gy) 

{FPF +F,G}= {FG} + (fF,,0G) 

{(F ,GG,)=G {FF,G,}++{F ,Gi}G, 

(EC 一 " {FG} 十 人 GE 2 

(F,{G,K}}+{G, {K,F)}+{K,{(F,G}}=0 
特别 是 对 于 粒子 坐标 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 +、y 和 z( 记 为 zi、z 
和 zs) 及 动量 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 p,、p, 和 p.( 记 为 Pp1、p: 和 
p;) 来 说 ,有 


(3. 4-3) 


{Tis ) 经 典 二 0 
{Pris 户 )j 经 典 二 0 (k,]7=1,2,3) | (3,. 4-4) 
(Zhes 户 站 经 典 二 0&j : 

对 应 到 量子 力学 中 ,类 似 地 定义 两 个 力学 量 算 符 F 和 G 的 量 
子 泊 松 括号 { 尼 ,C)arF。 为 了 使 量子 泊 松 揪 号 有 与 经 典 泊 松 括号 相 
同 的 代数 运算 规则 ,将 式 (3. 4-3) 与 式 (3. 1-16) 对 比 看 出 ,可 以 将 
重子 当 松 括号 写成 
: (F,G}as =aLF,G] (3. 4-5) 
式 中 [ 妥 ,C] 是 两 个 力学 量 算 符 尺 和 C 的 对 易 子 ,a 是 比例 系数 。 
(KR ,Ca 了 作为 力学 量 算 符 要 求 有 线性 厄 密 性 , 则 比例 系数 “ 必须 
取 纯 虚数 。 又 与 经 典 力学 作对 应 。 在 经 典 力学 中 ,有 
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dF _aF 5 [2 dx; oF | 
dt a </\ar;, dt 9p; dt 
J 
- 台 + 了 | 下 双 - 站 到 
天 十 之 ar 9p, 9p; 3r， 
= + {FH en (3. 4-6) 


式 中 FF 是 经 典 体系 的 一 个 力学 量 , 右 是 这 个 体系 的 哈密 顿 淆 数 ， 
推演 过 程 中 用 到 哈密 顿 正则 方程 。 在 量子 力学 中 ,类 似 地 有 


d FQ) | ， ~ 
dt dr Vv (Fr ,tt)F V(r,t)dr 


-| 到 rn)| 十 地 [信介 Vrst)dr 


(3. 4-7) 
式 中 是 微观 体系 的 一 个 力学 量 算 符 , 癸 是 这 个 体系 的 哈密 顿 算 
符 , 推演 过 程 中 用 到 体系 在 任 一 运动 状态 下 一 个 力学 量 的 期 望 值 
的 表示 式 (3.2-8) 和 本 定 记 方 程式 (2. 3-11), 具 体 的 推演 过 程 见 
$ 3.6。 对 比 式 (3. 4-6) 和 式 (3. 4-7) ,假设 式 (3. 4-5) 中 的 比例 系数 


== 址 ， 两 个 力学 量 算 符 上 和 的 量子 泊 松 括号 为 
{FG} gr= 直 [0] (3. 4:8) 


再 进一步 与 经 典 力学 作对 应 .假设 在 量子 力学 中 ,对 于 粒子 坐 
标 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 +、y》 和 ( 记 为 1、Y; 和 这 ;) 及 动量 
算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 PP 和 Pi( 记 为 Pp1、Pz 和) 来 说 ， 
量子 泊 松 括号 的 结果 与 经 典 力学 中 相应 的 泊 松 括号 的 结果 式 
(3. 4-4) 相 同 , 邑 

(Ze 之 站 量子 一 0 

才思 站 是 子 一 0 (k,;=1,2,3) (3. 4-9) 
世 必 ,力量 子 一 人 


注意 到 式 (3. 4-8) ,于 是 得 到 
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[Xz ,之 ; |=0 
[pi,pij=0 (k,j=1,2,3) (3. 4-10) 
[I »;] =i 6, 
这 就 是 粒子 的 坐标 算 符 ri、 zs 和 >zs 及 动量 算 符 PP 和 23 之 间 
的 对 易 关 系 , 称 为 基本 量子 条 件 。 
基本 量子 条 件 是 确定 粒子 坐标 算 符 和 动量 算 符 的 出 发 点 ,由 
它 可 以 给 出 粒子 的 坐标 算 符 和 动量 算 符 以 坐标 算 符 的 本 征 值 为 自 
变量 的 具体 表示 式 (3. 3-2) 和 式 (3. 3-12) ,也 可 以 给 出 坐标 和 动量 
算 符 以 别 的 力学 量 算 符 ( 例 如 动量 算 符 等 ) 的 本 征 值 为 目 变量 的 具 
体 表 示 式 。 详 细 的 讨论 见 第 五 章 。 容 易 直 接 验证 ,由 式 (3. 3-2) 所 示 
的 坐标 算 符 及 式 (3. 3-12) 所 示 的 动量 算 符 满足 基本 量子 条 件 式 
(3. 4-10) 。 


3.4-2 ”两 个 有 经 典 对 应 的 力学 合算 符 迪 间 的 对 易 关 系 


设 经 典 力学 中 有 力学 量 忆 和 G: 
F=F(xi,T2 ,Tapi, po Pi3;t) 


G=G(zris rs Ta pi pas psst) (3. 4-11) 
在 量子 力学 中 , 按 式 (3. 2-6), 这 两 个 力学 量 的 算 符 为 

玉 一 已 (六 ,工区 3 Db1, ps pa;t) (3. 4-12) 

G=G(Y) ,TY ,Ts D1, po, Dast) (3. 4-13) 


其 函数 关系 同 于 式 (3. 4-11) ,而 坐标 算 符 2 、zs 和 zs 及 动量 算 符 
2 2p: 和 Ps 之 间 遵 从 基本 量子 条 件 式 (3. 4-10) 。 在 这 两 个 算 符 的 
对 易 子 [ 产 ,Cj 中 , 设 可 以 将 算 符 天 式 (3.4-12) 和 C 式 (3.4-13) 对 
fr za za 和 P1、ps、ps 作 蹇 级 数 展开 , 再 利用 算 符 对 易 子 的 代数 运 
算 规 则 式 (3. 1-16) 及 基本 量子 条 件 式 (3. 4-10), 就 可 以 得 到 形式 
为 式 (3.4-1) 的 结果 , 它 就 是 两 个 有 经 典 对 应 的 力学 量 算 符 之 间 的 
对 易 关 系 。 

例 3.4-1 和 角 动量 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 算 符 5,、L, 和 上 .之 
间 的 对 易 关 系 。 
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由 式 (3. 3-36) ,应 用 基本 量子 条 件 , 有 

Le 了 一 本 六 一 2 一 之 记 

=— [yp.,2ps)— [yp rp. ]— [Zp,,zp + [zp,, rp. 
一 32[2。，,2。] 十 3[2。 jp Ey pr lp: [yjDp. 
一 3 六 [2。 ? Pl 一 3L2。 ; 廊 jp 一 x[y 9 p: 1P:— [y "jp: 
—ZZ[ py pr |—zL py lps, pp,~— [Lz,2 Ip,p, 
ZX [Dp,, pe + zp rjp tit, Pp lpyt zlpDy 


=—ifiyp,+i hzp,=i hhL, (3. 4-14) 
同 理 得 

[LsL.)=ihL, (3. 4-15) 

[LL l=ihL, (3. 4-16) 


以 上 三 式 合 起 来 称 为 角 动 量 的 量子 条 件 , 由 它 确定 角 动 量 算 符 志 
一 {上 i, 上 L,,L:} 的 具体 表示 式 。 不 难 验 证 , 角 动 量 算 符 以 坐标 算 符 的 
本 征 值 为 自 变 量 的 具体 表示 式 (3. 3-36) 满 足 角 动量 的 量子 条件 式 
(3. 4-14) (3. 4-15) 和 式 (3. 4-16) 。 这 三 个 对 易 关 系 合 起 来 记 为 


LxL=ift : (3. 4-17) 
另外 ,由 这 三 个 对 易 关 系 还 可 以 直接 推 得 
[L.Ed=[LL, Li+L+L:]=0 (3. 4-18) 
和 | 
[ZL,,L]=0 (3. 4-19) 
[LL’]=0 (3. 4-20) 


关于 没有 经 典 对 应 的 力学 量 算 符 之 间 对 昂 关 系 的 引出 ,以 后 
将 各 个 分 别 讨论 。 


3. 4-3 ”应 用 量子 条 件 确定 力学 盟 算 符 的 本 征 值 谱 


由 量子 条 件 确 定 一 个 力学 量 , 应 当 可 以 给 出 这 个 力学 量 的 所 

有 可 能 取 值 , 即 这 个 力学 量 算 符 的 本 征 值 谱 ( 自 然 , 最 终 也 应 当 可 

以 给 出 这 个 力学 量 算 符 以 某 个 力学 量 的 本 征 值 为 是 变量 的 具体 表 

示 式 , 至少 在 自身 表象 , 详 见 第 五 章 )。 下 面 列举 几 个 应 用 基本 量 地 
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条 件 求 出 有 经 典 对 应 的 力学 量 算 符 本 征 值 谱 的 实例 ， 
例 3. 4-2 坐标 算 符 的 本 征 值 谱 ( 讨 论 粒 子 在 一 维 空间 中 运 
动 的 情况 )。 
粒子 的 坐标 算 特 这 的 本 征 值 方程 写 为 
rg, 一 0 加 (3. 4-21) 
方程 中 xo 为 本 征 值 ,$,; 为 相应 于 本 征 值 ze 的 本 征 矢量 。 现 在 引入 
一 个 线性 么 正 算 符 U1(8,) / 
D1(p,é) =e (3. 4-22) 
为 动量 算 符 ? 的 指数 函数 , 式 中 & 是 在 区 域 { 一 co ,ce) 内 连续 可 变 
的 实 参量 。 一 个 算 符 4 的 指数 函数 e*( 其 中 4 为数 ) 定 义 为 


e914A 十 二 -A 十 … 二 生计 十 
一 》， 二 (3. 4-23) 


式 中 1 是 单位 算 符 。 下 面 应 用 基本 量子 条 件 式 (3. 4-10) 及 算 符 对 
易 子 的 代数 运算 规则 式 (3. 1-16) 来 计算 坐标 算 符 之 和 算 符 
(2 ,5) 式 (3. 4-22) 的 对 易 子 。 将 式 (3. 1-16) 中 的 第 五 式 
[4,p8C=BL4,C TAB5C 
重复 用 之 ,有 
[A,B"]= 2 B'[A,BJB"" (3. 4-24) 
对 于 坐标 算 符 和 动量 算 符 户 的” 次 项 ,有 
[为 "| 一 3 pb jp”! 


一 7 finp"™ = | Dy (3. 4-25) 


> 
于 是 得 

Ci, 01,6) J]=i hye 601(p,6) (3. 4-26) 
式 中 已 经 应 用 了 基本 量子 条 件 。 将 上 式 写 成 
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ZU (PE) 一 Di (PE)(z 十 6) (3. 4-27 ) 

作用 到 算 符 z 的 本 征 天 量 上 上 ,有 

zr[U. (Pp, 8 =U (Cp, 6) (r+. 
=(xoté)LU CD， 加] (3.4-28) 

这 就 是 坐标 算 香 Xz 的 本 征 值 方程 。 本 征 矢 量 为 


U (Pp,E)p =e ， —o0<Eé<o0 (3.4-29) 

相应 的 本 征 值 是 
Xo 二 é€， 一 co<5 一 cc (3. 4-30 
由 此 可 知 , 坐标 算 符 之 的 本 征 值 可 取 区 域 ( 一 ce ,ce) 内 的 所 有 实 


数 。 
例 3. 4-3 动量 算 符 的 本 征 值 谱 ( 讨 论 粒 子 在 一 维 空间 中 运 
动 的 情况 )。 


动量 算 符 ? 的 本 征 值 方程 写 为 
Pb = popp (3. 4-31) 
引入 线性 么 正 算 符 己 :( 之 ,7) 
U, (XY,7) =e™ (3. 4-32) 


为 坐标 算 符 的 指数 函数 , 式 中 ”是 在 区 域 (一 < ,oo0) 内 连续 可 变 
的 实 参 量 。 利 用 式 (3. 4-24)， 有 


[8p ,x" = 5682 rj 


(= 一 1 有 (3. 4-33) 


——i1 nr 
记 为 9x 


于 是 得 | 
[» ,U(X,7) |]=—i em r=) (3. 4-34) 

式 中 已 经 应 用 了 基本 量子 条 件 。 将 上 式 写 成 
pUsI,7)=U,(r.7) (Py) (3. 4-35) 


作用 到 算 符 2 的 本 征 和 天 量 加 上 ,有 
pLOsCz,7)p = pot Uz,n)$o ] (3.4-36) 
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可 见 
Ur No 一 eg 加， 一 co<7Y<ce (3.4-37) 
也 是 动量 工 得 2 的 本 征 天 量 , 它 相 应 的 本 征 值 为 


故 动量 算 符 2? 的 本 征 值 可 取 区 域 ( 一 co ,ce? 内 的 所 有 实数 。 

例 3.4-4 ”和 角 动量 的 平方 算 符 天 及 角 动 量 的 三 个 直角 坐标 系 
分 量 算 符 .、Z, 和 的 本 征 值 谱 。 
”首先 求 角 动 量 的 平方 算 符 居 和 > 分量 算 符 上 , 的 本 征 值 谱 。 
由 式 (3. 4-20) 示 出 ,这 两 个 算 符 对 易 。 本 章 的 下 一 节 中 将 给 出 下 述 
结论 的 证 明 : 两 个 对 易 的 力学 量 算 符 有 共同 的 本 征 矢量 完备 组 ,这 
里 先 应 用 这 个 结论 。 记 算 符 和, 共同 的 正 交 归 一 化 的 本 征 矢 
量 完备 组 为 {8.,) ,其 中 4 是 算 符 上 的 本 征 值 ,x 是 算 符 .的 本 征 
值 。 再 改 记 ) 一 7C 十 1) 大 和 二 m 方 , 即 用 角 量子 数 ! 表征 值 4, 用 
磁 量 子 数 m 表征 本 征 值 x。 于 是 有 


L$m=ifm, 记 4=l0 二 1)h (3. 4-39) 
和 z 
Lpm = pr， 记 AH 一 大 (3. 4-40) 
方程 中 7 和 m 待定 。 


第 一 步 ,可 以 取 !/ 宇 0。 由 于 ZL,、L, 和 Z, 都 是 线性 厄 密 算 符 ,由 
方程 式 (3. 4-39), 求 内 积 (&,,L? 册 ,) ,有 


A 二 | $r L$ dO= | $i++ LG.dn 


=| OP 二 TDP 十 Ed0 
之 0 (3. 4-41) 
再 记 4= 必 十 及, 故 可 用 实数 /之 0 来 标记 实数 4 之 0, 两 者 是 一 
一 对 应 的 。 : 
第 二 步 ,可 以 证 明 一 / 志 m 志 !。 引 入 两 个 算 符 : 
L,=L,+iLl, (3. 4-42) 
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1_ =L,~—iL, (3. 4-43) 
由 于 有 Li+=L_,， Lt+=L, (3. 4-44) 
故 工 + 和 工 - 都 不 是 厄 密 算 符 ,不 能 表示 力学 量 ,它们 也 都 不 是 么 正 
算 侍 。 将 它们 相 乘 ,有 算 符 关系 式 
L_Li=(L,—iL) (Lt+iL,) 
二 [2 十 十 i(L,L,—L,L) 
=L:~—12—hL, (3. 4-45) 
和 
7 三 严 一 天 十 大志 (3. 4-46) 
其 中 应 用 了 角 动 量 的 量子 条 件 式 (3. 4-14)。 计 算 内 积 
(gms; 上 _L+$m)。 一 方面 利用 式 (3. 4-45) 和 方程 式 (3.4-39)、 式 
(3. 4-40) ,有 
[gL gdQ= $i.CL2— LhL.) adn 


= hmm? hie—nm hi ] | gifmd 0 

一 (一 7M2) (Um n° (3. 4-47) 
另 一 方面 利用 二 和 工 , 是 线性 厄 密 算 符 ,有 

[gL gdQ= | —iL) (Lp) dn 


=| (CLs) (L$) dO | Lg ) (L$ ) "dn 


= | (和 CC) “d022:0 (3. 4-48) 
综合 这 两 方面 得 
(一 mj) 二 +m 二 1) 衬 0 (3. 4-49) 
又 计算 内 积 (加 ,23 加)。 类 似 地 推演 ,有 


[gL £ )bnd = m) (m+ 1)n’ 
-| CL-$m) (L$in) “dO>0 (3. 4-50) 


于 是 得 
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(十 7)C 一 轨 十 1) 之 0 (3. 4-51) 
式 (3. 4-49) 和 和 式 (3. 4-51) 同 时 成 立 ,要求 mx 满足 条 件 
—l<m<!/ (3. 4-52) 
第 三 步 , 求 出 算 符 上 ;和 工 -对 算 符 L* 和 过. 共同 的 本 征 矢量 
fn 作用 的 结果 。 应 用 角 动 量 的 量子 条 件 有 式 (3.4-18) 和 式 
(3. 4-19), 得 
[L;,L’:]=0, [L-_,L]=0 (3. 4-53) 
又 应 用 角 动 量 的 量子 条 件 式 (3. 4-15) 和 了 式 (3.4-16) ,有 
Lr=L (LtiL,)= LL.+tiL,L, 
= (LLtihL,)ti(L,L,.—ihL.) 
于 是 得 : 

Ls=LiL.tiL, (3. 4-54) 
因此 将 算 符 二: 作用 于 方程 式 (3.4-39) 和 方程 式 (3. 4-40) 的 两 边 ， 
可 以 得 到 

EiC(Ligbn) = 1 RL gn) (3.4-55) 
和 / 
LLigin)= mt Dh(Lig,) (3, 4-56) 
表明 上 Lin 和 上 -bn 也 都 是 算 符 L? 和 过: 共同 的 本 征 矢量 , 相应 于 
L 的 本 征 值 都 是 2G 十 1) 大 ,相应 于 过。 的 本 征 值 分 别 是 Gm 十 1) 
和 (km 一 1) 声 , 即 有 
7 一 CC 法 ?下 ,1 (3. 4-57) 
代入 式 (3.4-47)、(3. 4-48) 和 式 (3. 4-50) ,并 约定 取 Ctz 为 正 实 
数 , 得 / 
竺 ==[Q 干 W)C(U 土 m 二 1)] (3. 4-58) 
代 回 式 (3. 4-57) ,就 得 到 z 
F 轴 一 [CC 于 加)C 士 大 十 1)] hb,nti (3. 4-59) 
第 四 步 ,可 以 证 明 m 在 区 间 [ 一 /,YJ 上 不 允许 连续 取 值 。 在 小 
区 间 /一 1< mm 委 / ,由 式 (3. 4-52) 和 式 (3.4-57) 可 知 , 天 量 
161 


Ligin 二 常量 * pmtl=0 
因为 这 里 mr 一 六 十 1 六。 于 是 矢量 + 加 的 模 方 等 于 零 。 再 由 式 
(3. 4-47) 和 式 (3. 4-48) ,有 无: 办 ,的 模 方 


CL $m ,Ly $im) 一 | Cu) (Lp) dQ 


一 (人 一 和 2)(C 十 十 1) 丰 一 0 

可 见 在 小 区 间 /一 1 和 mm 委 2m2 只 能 取 / 这 一 个 值 。 同 理 可 以 证 明 ， 
在 小 区 间 一 /过 m 达 一 1 十 1,m 只 能 取 一 /这 一 个 值 。 在 区 间 
一 / 夺 m 二 l,m 并 不 能 任意 取 值 。 上 

第 五 步 ,确定 /和 mx 的 可 能 取 值 。 由 式 (3.4-55) 和 式 (3.4- 
56) ,既然 元 :加 和 元 -加 也 是 算 符 天 和 工 , 共同 的 本 征 矢 量 , 则 ZL4 
风 , 一 常量 “ 风 ,。 利 1 内。 一 常量 ” 册 ,»-s 也 都 是 算 符 LL 和 L. 共同 
的 本 征 矢量 ,其 中 p 和 9 都 取 零 和 正 整数 。 但 是 按 要 求 一 I 委 mm 委 /， 
必须 有 2< 委 和 09 魏 go 成 立 , 其 中 po 和 qo 都 取 零 和正 整 数 ,并 且 
满足 等 式 


m+ 力 , 一 4， 10 一 0o 一 一 / (3. 4-60) 
这 两 式 相 减 , 有 
2 一 po qo 
为 零 . 正 整数 ， 因 此 得 到 角 量 子 数 
/一 如 =， 可取 零 、 正 整数 和 半 正 整数 (3. 4-61) 


由 于 角 动 量 算 符 上 表示 的 是 一 个 有 经 典 对 应 的 力学 量 ,对 应 于 经 
典 力 学 中 ,一 个 质点 在 三 维 位 矢 空间 中 作 轨 道 运动 的 角 动 量 ,因此 
这 个 角 动 量 算 符 过 通常 称 为 “轨道 ? 角 动 量 算 符 , 表征 微观 粒子 在 
三 维 位 矢 空 间 中 的 运动 。 运 动 状 态 矢量 所 在 的 黑 伯 特 空间 (是 张 量 
空间 ) 的 性 质 进 一 步 限 制 “ 轨 道 ? 角 量子 数 : 不 能 取 半 正 整 数 , 故 
“轨道 ” 角 动 量 的 角 量 子 数 的 允许 取 值 为 


[二 0,1 A (3. 4-62) 
“轨道 ” 角 动量 的 平方 算 符 产 的 本 征 值 谱 是 
二 1 十 1)h*， (==0,1,2,3°: (3. 4-63) 
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再 对 于 角 量 子 数 ! 的 每 一 个 值 ,由 式 (3. 4-60) 和 式 (3. 4-52) 有 
Mi 一 [一 加 一 0 一 人 ， po 和 和 go 取 零 和 正 整 数 
/lm 荆 ! 
可 知 磁 量 子 数 的 允许 取 值 为 
m=1,—1,.,—l+1,—! (3. 4-64) 
可 能 取 的 最 大 值 为 /依次 减 1 ,一 直 取 到 最 小 值 为 一 /, 共 取 2 十 1 
个 值 。“ 轨 道 ”" 角 动量 的 z 分 量 算 符 L, 的 本 征 值 谱 则 是 
/一 放声 ， mMm 二 0; 土 1; 士 2,…, 士 !/ (3.4-65) 
由 于 角 动 量 的 z 分 量 算 符 上 ,、y 分 量 算 符 L, 和 > 分量 算 符 
L, 在 量子 条 件 式 (3. 4-14) 一 (3. 4-16) 中 对 于 xz、y、z 轴 顺 次 置换 
来 说 地 位 完全 对 称 ,这 三 个 算 符 有 相同 的 本 征 值 谱 。 
例 3.4-5 一 维 谐振 子 的 能 谱 。 
一 维 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 为 


y 1 2 了 2 和 一 
H omP 十 FM 交 (3. 4-66) 


应 用 基本 量子 条 件 可 以 求 出 这 个 体系 的 哈密 顿 算 符 过 的 本 征 值 
谱 。 引入 算 符 a 和 2 , 令 


z=| 7 “a+4at) (3. 4-67) 
om . 
” 
p=——i| ei) a a (3. 4-68) 
壬 记 
N=&ata (3. 4-69) 
代入 基本 量子 条 件 式 (3. 4-10)Zp 一 p=-i 广 ,有 
26+ 一 a+a 一 1 (3. 4-70) 
体系 的 哈密 顿 算 符 五 式 (3. 4-66) 则 可 写 为 
入 =hwl(at& 十 二 ) 二 hw( 办 十 方 ) (3. 4-71) 


问题 化 为 应 用 量子 条 件 式 (3. 4-70) 求 出 算 符 N 式 (3. 4-69) 的 本 
征 值 谱 。 由 体系 的 哈密 顿 算 符 坞 的 线性 厄 密 性 , 直接 看 出 算 符 入 
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是 线性 所 密 算 符 。 
算 符 的 本 征 值 方程 为 
Ng 一 nz (3. 4-72 ) 
方程 中 , 设 本 征 矢量 集合 (办 } 是 正 交 归 一 化 的 完备 组 ,本 征 值 集合 
{tn} 待 求 。 
第 一 步 ， 可 以 证 明 本 征 值 之 0 计算 内 积 (加 ,at+ag ) 。 一 方面 
利用 式 (3. 4-69) 和 方程 式 (3. 4-72) ,有 | 
[gearag.dr= |$: N$dr=n C3. 4_73) 
另 一 方面 ,利用 式 (3. 4-67) 和 和 式 (3. 4- 68) 并且 注意 到 算 符 这 和 2 
是 线性 尼 密 算 符 ,有 


jx 2 2 多 dz 一 |#: [|[ 宫 ) | | 2 Gap)dr 
ee | fp) 8) dr ag 8.) dr 


= f (a$,) (2g.) * dt:0 (3. 4-74) 
综合 这 两 方面 得 | 


iii 
[| 


5 


/之 0 (3. 4-75) 
如 果 计 算 内 积 (加 ,aa 多 ), 则 应 用 量子 条 件 式 (3. 4-70) 并 通过 类 似 
的 推演 ,可 得 


[gaatgdr= | C1.) (a1g,) "dr=n+t1 (3. 4-76) 


第 二 步 , 求 出 算 符 &a+ 和 6 对 算 符 N 的 本 征 矢量 如 作用 的 结 
果 。 应 用 量子 条 件 式 (3. 4-70) 有 : 
Nat=(at+a)at =at+(ata+1) 
一 2+(CN 十 1) (3. 4-77) 
Na 一 (a+a)a 一 (aa+ 一 1)6 

a(N—1) (3. 4-78) 

因此 ,将 Na+ 和 Na 作用 在 算 符 入 的 本 征 矢量 加 上 ,得 
Natg,=at (N+1)¢#,= G1)atg, (3. 4-79) 
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和 
Nayg 一 2CN 一 1) 轴 一 (人 一 1)28 (3. 4-80) 
可 以 看 出 ,&+ 各 和 &$, 也 是 算 符 N 的 本 征 矢量 ,相应 的 本 征 值 分 
别 是 2 十 1 和 ?2 一 1, 即 有 
2+ 几 一 Cg (3. 4-81) 
和 z 
a¢$, = C$) (3. 4-82) 
代入 式 (3.4-76) 和 式 (3. 4-73)、(3. 4-74) ,并 约定 取 Cs 为 正 实 
数 , 得 
CH 一 十 1， CC 一 (3. 4-83) 
代 回 式 (3. 4-81) 和 式 (3. 4-82) ,就 得 到 


2 由 一 人/ 1 十 1 加 ;1 (3. 4-84) 
和 
2g 一 、/ nn $b,) 《3,. 4-85 ) 


第 三 步 , 确 定 本 征 值 z 的 允许 取 值 .本 征 值 2 在 区 域 L0,cej 并 

不 能 任意 取 值 。 在 小 区 间 0 委 ” 志 1, 由 式 (3. 4-85) 可 知 , 天 量 
a$, 二 常数 * 几 -1 一 0 
因为 这 里 x 二 x 一 1<0, 于 是 有 
at (a$,)=N$,=0 

表明 在 小 区 间 0 委 ”<1, 本 征 矢量 相应 的 本 征 值 ” 只 能 等 于 零 。 

再 由 式 (3. 4-84) 可 知 ,(&1)”$,Cm 取 零 和 正 整 数 ) 也 都 是 算 符 
NN 的 本 征 矢量 ,相应 的 本 征 值 为 4 十 m。 因 此 , 算 符 N 的 全 部 本 征 


值 为 
n= 二 0,1,2,3,.*° (3. 4-86) 
而 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 于 式 (3. 4-71) 的 本 征 值 谱 则 为 
E,=n+T Rw,n=0,1,2,° (3, 4-87) 


3.4-4 ”量子 力学 的 第 四 条 假设 


表示 微观 体系 力学 量 的 算 符 之 间 有 确定 的 对 易 关 系 , 由 此 给 
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出 量子 条 件 ; 粒 子 坐 标 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 2 zs 和 zs 及 
动量 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 p1、p: 和 p; 之 间 假设 有 对 易 关 
系 [zt zh 门 一 0、 [pz 站 一 0 和 [zz 门 一 :天 25 (7 一 1,2,3)， 称 为 
基本 量子 条 件 。 力 学 量 算 符 由 相应 的 量子 条 件 确 定 。 这 就 是 量子 
力学 的 第 四 条 假设 。 


$ 3.5 两 个 力学 量 同时 有 确定 值 的 条 件 


两 个 力学 量 同 时 有 确定 值 , 是 指 这 两 个 力学 量 的 算 符 有 共同 
的 本 征 函 数 完备 组 ;体系 在 它们 任 一 共同 的 本 征 函 数 描述 的 状态 
下 ,这 两 个 力学 量 同时 都 有 确定 值 ,分 别 为 这 两 个 力学 量 算 符 相应 
于 这 个 共同 本 征 沙 数 的 各 自 的 本 征 值 。 


3. 5-1 ”两 个 力学 量 算 符 对 易 是 它们 有 共同 的 本 征 函 数 完备 
组 的 充分 和 必要 条 件 


下 面 证 明 这 个 命题 。 假设 两 个 力学 量 算 符 忆 和 G 有 共同 的 本 
征 阔 数 完备 组 。 不 失 一 般 性 , 设 算 符 请 和 G 的 本 征 值 谱 均 完 全 分 
立 , 记 它们 共同 的 本 征 消 数 完备 组 为 {加} ,有 
F$,.=f.4 
和 
Ch=gpsy n=1,2,3,. 
则 ， 
[F,G)]$, =(FG—GH)G,= (gf,— fg =0, 
: n=] ,2,3,° 
再 取 体 系 任 一 状态 的 波 函 数 罗 ,将 它 按 算 符 六 和 CG 共同 的 本 征 函 
数 完备 组 展开 / 
V= Cp, 
则 有 
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[F ,Cr= 2 C,[F ,Gg,=0 
于 是 得 到 这 两 个 力学 量 算 符 广 和 G 对 易 , 即 
[F,G|]=0 

反之 ,假设 两 个 力学 量 算 符 对 易 :LF,G]=0。 记 算 符 的 本 

征 隐 数 完备 组 为 {#.} ,有 : 
FPF$=fh n=1,2,3,. | 

考察 算 符 下 的 每 一 个 本 征 值 相应 的 本 征 函 数 。 分 两 种 情况 讨论 。 

一 种 情况 是 : 算 符 F 的 本 征 值 f, 没有 简 并 ,相应 只 有 一 个 本 
征 函 数 和 加。 将 两 个 算 符 和 G 的 乘积 作用 于 这 个 本 征 函 数 和 加 上， 
有 . 

FGp, = OFS, = f,0¢, 
可 以 看 出 G$, 也 是 算 符 F 的 相应 于 本 征 值 f, 的 本 征 函 数 。 由 于 人 
没有 简 并 ,G8 与 加 描述 体系 的 同一 个 状态 ,两 者 应 只 相差 常数 因 
于， 印 
G$, = gp 

这 就 是 算 符 G 的 本 征 值 方程 。 可见, 加 也 是 算 符 G 的 本 征 函 数 , 因 
此 是 算 符 天 和 C 共同 的 本 征 函 数 , 相 应 的 本 征 值 分 别 是 f, 和 g,。 

另 一 种 情况 是 : 算 符 天 的 本 征 值 f, 有 dad 度 简 并 , 即 相 应 有 
d。 个 独立 的 本 征 函 数 {( 册 ,,} ,i 二 1,2,…,d,, 满 足 算 符 广 的 本 征 值 
方程 / z 

Fg 一 FA ， i=1,2,,d, 

显然 ,这 dd, 个 本 征 函 数 的 任意 线性 到 加 函数 也 是 算 符 尺 的 相应 
于 本 征 值 f; 的 本 征 函 数 


F 之 Cipi = 2 Ci 一 了 2 Cipm 
于 是 ,总 可 以 找 出 dn 个 由 (6) 二 1,2,… ,dw) 线 性 全 加 而 成 的 
新 的 独立 函数 


qm 
yw 一 Cign, 1 一 1 2 ,dd, 
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使 得 它们 也 是 算 符 C 的 本 征 函 数 。 事 实 上 ， 强 使 它们 成 为 算 符 C 
的 本 征 画 数 

Gnj = g jfinj, J=1,26, dn 
妈 / 


dad ad, 
G2 Cign—g) 2 Cdn, J 二 1 ,2 yy 
问题 归结 为 找 出 do 个 合 加 系数 {Ci;} (j= 二 1,2,*…',d,)。 
将 上 式 两 边 乘 以 如 ， (i 二 1,2,… ,dn) 后 再 积分 , 记 


|$:: Gpndr = Ci 


[gs pnidTt 一 和 ii 
则 有 
d 


2 (Gri—g)Ari) C=0, 1 =] ,2 ,dd, 


这 是 关于 di 个 用 加 系数 Ci,Cjs，,… ,Cjs 的 线性 齐 次 代数 方程 组 ， 
这 个 方程 组 要 有 不 全 为 等 的 解 的 充分 和 必要 条 件 是 方程 组 的 系数 
行列 式 等 于 零 , 即 : 
det|Gsi—gAn|=0, i i=1,2, sd, 

这 是 关于 线性 厄 密 算 符 G 的 本 征 值 gj; 的 4 次 代数 方程 。 这 个 方 
程 的 d 个 根 肯定 是 存在 的 ,假定 没有 重 根 , 记 为 gj,j==1,2,…， 
dm。 再 将 由 这 个 方程 解 出 的 dd 个 根 g; (j=1,2,…,d,) 逐 个 代 
回 到 上 面 关 于 a， 个 登 加 系数 CnsCjps"" Cj, 的 线性 齐 次 代数 方 
程 组 中 。 对 于 每 一 个 gj; 值 ,这 个 方程 组 现在 有 (d, 一 1) 个 独立 的 代 


数 方程 ,加 上 使 线性 姜 加 函数 p== 和 /Cap 归 一 化 这 个 条 件 ,可 
以 解 出 一 组 共 dv 个 迭 加 系数 {Ci} (i 二 1,2,… ,dw) ,从 而 得 到 一 
个 已 经 归 一 化 的 线性 合 加 栈 数 Wi。 总 共 可 以 得 到 do 个 独立 的 已 
经 归 一 化 的 线性 合 加 函数 {ym} (j= 二 1,2,…,d，)。 它 们 是 算 符 G 
的 本 征 函 数 ,因而 是 算 符 广 和 G 共同 的 本 征 函 数 ,满足 方程 
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Fn;= fmm, 
Gynj= 8 ;pni, 7 一 1 2 ,dn 

讨论 了 上 述 两 种 情况 后 可 见 , 由 于 力学 量 算 符 fF 的 本 征 函 数 
组 构成 了 完备 组 ,这 两 个 力学 量 算 符 F 和 G 有 共同 的 本 征 函 数 完 
备 组 。 

上 述 结论 可 以 直接 推广 到 多 于 两 个 力学 量 算 符 的 情况 :多 个 
力学 量 算 符 之 间 两 两 对 易 是 它们 有 共同 的 本 征 函 数 完 备 组 的 充分 
和 必要 条 件 。 

例 3.5-1 粒子 坐标 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 x、y 和 >z 两 
两 对 易 [ 见 基 本 量子 条 件 式 (3. 4-10)], 故 它们 有 共同 的 正 交 归 一 
化 本 征 函数 完备 组 {& ，。 ) 

$B C7) =$ ye Ty 2) Or TO(y— y0)0(z— Zo) 

=6 (r—ro) / 

例 3. 5-2 动量 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 p,、p, 和 ze 两 两 
对 易 [ 兄 基本 量子 条 件 式 (3.4-10)], 故 它们 有 共同 的 正 交 归 一 化 
本 征 消 数 完备 组 ($6。,，,p,? 


l 
pr) 一 加 (zx 21 ~ Cony 


iprT+ pyy + pr) /A 
1 ip 。r/ 内 
C2r hs 
例 3.5-3 和 角 动 量 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 L.、L, 和 上 两 
两 不 对 易 [ 见 角 动 量 的 量子 条 件 式 (3. 4-14) ~ (3. 4-16)], 因此 它 
们 没有 共同 的 本 征 函 数 完 备 组 。 但 是 ,它们 之 中 的 每 一 个 都 与 角 动 
量 的 平方 算 符 居 对 易 [ 见 式 (3. 4-18) 一 (3. 4-20)], 故 算 符 L,、L， 
和 元. 与 算 符 天 各 有 共同 的 本 征 函 数 完备 组 。 算 符 5? 与 元 . 共同 
的 正 交 归 一 化 本 征 函数 完备 组 是 球 谐 函 数组 {Y,, (0,$)}。 


3. 5-2 ”两 个 力学 量 算 符 不 对 易 与 测 不 准 关 系 


假设 两 个 力学 量 算 符 了 和 G 不 对 易 , 有 如 下 对 易 关 系 
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[CC 一 并 《3. 5-1 ) 

式 中 六 是 相应 的 一 个 线性 厄 密 算 符 。 于 是 ,这 两 个 算 符 让 和 就 
没有 共同 的 本 征 函 数 完备 组 一 般 来 说 ,在 体系 的 任意 一 个 状态 
下 ,这 两 个 力学 量 不 可 能 同时 都 有 确定 值 ,甚至 同时 都 没有 确定 
值 ,而 是 取 值 各 有 一 个 不 确定 度 ,其 不 确定 度 之 积 遵从 测 不 准 关 
系 。 

记 体系 所 处 状态 的 波 函 数 为 到 ,又 记 力学 量 忆 和 G 在 体系 状 
态 实 下 的 期 望 值 分 别 为 素 和 匹 。 考 虑 定 积分 

T(6) 一 | ee Py-iG— OYldr>0 (3. 5-2) 
式 中 是 实 参数 ,积分 遍及 自 变量 变化 的 整个 区 域 。 利 用 算 符 下 
和 C 的 线性 厄 密 性 ,上 式 可 以 写成 

1C8)=8 |[F — FYI — FW] dr 


+ [[(G ~ ILCG-0 YY) dr 


—i# |{[CG — CE — F))Y] 
—[F—FVI(G—G)V]’ }dr 
—& |v: (F 一 F)rydr + |v: (G -DZdr 
i | 到 [FG C—O Fdr 
>0 
利用 式 (3. 5-1) ,上 式 中 
(FPO OC RF CF=IK 
因而 式 (3. 5-2) 最 后 写 为 
1(€) = (AF E+ RETCAGT 0, —oo<é<o0 (3.5-3) 
这 个 不 等 式 成 立 的 充分 和 必要 条 件 是 < 的 系数 满足 关系 式 


NV (AF)* oN (A072> 全 (3. 5-4) 


式 中 (AF)* 和 NV (4G) 分别 是 体系 在 任 一 状态 下 测量 力学 量 
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和 CG 的 方 均 根 偏差 ,用 以 表示 这 两 个 力学 量 取 值 的 不 确定 度 。 上 
式 就 称 为 测 不 准 关系 。 

将 这 个 关系 应 用 于 粒子 在 一 维 空间 中 运动 情况 下 的 坐标 和 
动量 。 由 基本 量子 条 件 式 (3. 4-10) 


[z,pj=i (3. 5-5) 
有 测 不 准 关系 
VTA .VE> 主 (3. 5-6) 
上 式 通 常 简 记 为 
Azr: ap (3. 5-7) 
称 为 海 杀 堡 测 不 准 关 系 。 


测 不 准 关系 是 实物 粒子 具有 波 粒 二 象 性 的 反映 。 按 照 波恩 的 
统计 解释 ,体系 在 一 个 状态 下 ,一 般 来 说 粒子 的 坐标 和 动量 取 值 各 
有 一 个 不 确定 度 Az 和 4Ap ,它们 就 满足 测 不 准 关系 式 (3.5-7)。 这 
个 关系 式 示 出 :体系 在 任 一 状态 下 ,粒子 的 坐标 和 动量 总 不 可 能 同 
时 有 确定 值 , 即 粒子 在 任 一 时 刻 都 不 可 能 既 处 在 空间 确定 的 一 点 
而 同时 又 具有 确定 的 动量 ,因而 粒子 的 运动 不 可 能 有 轨道 ;经 典 力 
学 的 概念 和 图 像 描 述 波 粒 二 象 性 粒子 的 运动 是 不 完全 适用 的 。 济 
不 准 关系 式 (3. 5-7) 给 出 了 经 典 概念 和 图 像 描述 波 粒 二 象 性 粒子 
运动 适用 的 限度 ,这 个 限度 以 普 朗 克 常 数 h 表征 ,只 有 在 式 中 的 有 
可 以 视 为 零 的 情况 下 ,经 典 力学 才 是 完全 适用 的 .对 于 其 它 任意 两 
个 不 可 能 同时 有 确定 值 的 力学 量 ,它们 的 取 值 也 各 有 不 确定 度 , 满 
足 测 不 准 关 系 式 (3. 5-4) .这些 关系 式 同样 给 出 应 用 经 典 力 学 描述 
波 粒 二 象 性 粒子 运动 的 量 的 限制 。 

应 用 测 不 准 关系 可 以 修正 由 经 典 力学 讨论 微观 体系 所 得 到 的 
结果 。 
例 3. 5-4 ”估算 一 维 谐振 子 的 基态 能 量 。 

经 典 力学 中 ,一 维 谐振 子 的 哈密 顿 函数 表示 为 
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2 :2 
H D7 Tmow 


体系 在 基态 (x 二 0、.p 一 0) 下 ,能 量 Ba 等 于 零 . 现在 应 用 测 不 准 关 
系 作 修正 . 取 z~Az、p~4p, 测 不 准 关系 AzAp~, 则 一 维 谐振 
子 的 能 量 

A Ly 

E ~ map) 十 2 M0 (Ax) 

Bm (Ar): 

在 基态 下 ,将 上 式 能 量 E 对 (4z)* 求 最 小 值 .车 取 (Az)* 二 ,可 
得 En ~ ho, 

例 3.5-5 估算 氧 原子 的 基态 能 量 。 

经 典 力学 中 , 氢 原 子 的 哈密 顿 函数 表示 为 


1 e- 
2m 4Aneor 


体系 在 基态 (r=0、p 一 0) 下 ,能 量 En 二 一 co。 应 用 测 不 准 关系 作 
修正 。 取 Ar~r、.Ap~, 测 不 准 关 系 ArAp~ 所 , 则 氧 原子 的 能 量 
E 一 起 (CA 人 :一 天 
hs e’ 
“2m (Ar)2 dne, (Ar) 
在 基态 下 ,将 上 式 能 量 E 对 4r 求 最 小 值 。 若 取 


4neo hh? 
-一 一 一 一 一 


+ mw (Ar)’ 


me 
可 得 


me 


4 
ER 人 ~ 一 (4xeu)22 2 一 13.6 电子 伏特 


3 3.6 体系 的 守恒 量 


现在 来 说 明 量 子 力学 中 体系 的 守恒 量 的 概念 和 基本 应 用 。 
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3.6. 1 力学 量 的 期 望 值 随时 间 的 变化 
体系 在 由 已 归 一 化 的 波 函 数 严 (r, 直 描述 的 运动 状态 下 ,力学 
量 F 的 期 望 值 由 式 (3. 2-8) 表 示 , 即 
天 (一 |v: (r,t)F Wr ,tdr (3. 6-1) 
由 于 波 函 数 秋 (r,t) 是 时 间 : 的 函数 ,因而 一 般 来 说 期 望 值 严 (z) 也 


与 时 间 t 有关 。 现 在 来 求 出 体系 的 力学 量 了 在 态 殉 (r,t) 下 的 期 望 
值 随时 间 变 化 的 规律 。 由 式 .3 6-1), 有 


A | 到 (r,t) (r,t)dr | (r,t)F 一 td 
二 | Yr)dr 
应 用 体系 的 蔷 定 语 方 程式 (2. 3-11) 
; hr,t)=H (r,t) (3. 6-2) 


方程 中 妃 是 体系 的 哈密 顿 算 符 ,再 对 方程 两 边 取 复 共 思 e 
i 让 (= AY) 


代入 上 式 , 有 


dF (t) 
dt 


= | (Cr) 2 A yr)dr+ ， 于 | 到: (r ,EFHYr ,tdr 


沁 
oveo tooo 


= |v: (rit) (r,t) dr ee 


一 地 | (r,t HEY, tdr 


式 中 最 后 一 项 的 推演 利用 了 体系 哈密 顿 算 符 刁 的 线性 厄 密 性 。 最 
后 得 到 


A) = | or 此 十 二 [F， HH V(r,t)dr (3. 6-3) 
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这 就 是 体系 的 力学 量 F 在 态 炎 (r,t) 下 的 期 望 值 随时 间 变 化 规律 
的 表示 式 ， 


3.6-2 ”体系 的 守恒 量 


如 果 体 系 的 力学 量 算 符 F 不 显 仿 时间, 并 且 与 体系 的 哈密 


顿 算 符 妈 对 易 , 即 
a _ 


y=0， [F,Hl=0 (3. 6-4) 
则 由 式 (3. 6-3) 可 知 ,体系 在 任 一 运动 状态 下 有 
Co —0 (3. 6-5) 


就 称 这 个 力学 量 上 为 体系 的 一 个 守恒 量 。 守恒 量 是 对 体系 的 任意 
一 个 运动 状态 而 言 , 即 是 对 于 体系 而 言 的 ; 并且, 是 指 这 个 力学 量 
在 体系 的 任 一 运动 状态 下 的 期 望 值 不 随时 间 变 化 (并 不 要 求 这 个 
力学 量 有 确定 值 )。 

可 以 证 明 ,体系 在 任 一 运动 状态 下 ,守恒 量 可 能 取 值 的 几率 分 
布 也 不 随时 间 变 化 。 事 实 上 ,如 果 力 学 量 是 守恒 量 , 式 (3. 6-4) 
成 立 :[ 信 ,及 ]==0, 则 这 个 守恒 量 算 符 广 和 体系 的 哈密 顿 算 符 及 
有 共同 的 正 交 归 一 化 本 征 函数 完备 组 , 记 为 { 上 Cr)}。 体 系 任 一 运 
动 状态 的 归 一 化 波 函 数 炙 (r,t) 可 以 按 这 个 函数 完备 组 {$.(7)} 展 
开 ,为 


Wr,t)= 2) Clt) blr) (3. 6-6) 
式 中 诸 展 开 系数 {C. G2)} 可 由 式 (3. 2-14) 求 出 ,第 个 系数 表示 为 
C(t) = | (rr,t)dr (3. 6-7) 


1C.(2) 1 给 出 体系 在 态 亚 (r,t) 下 时 刻 i 力学 量 F 取 值 为 本 征 函 数 
如 (r) 所 相应 的 本 征 值 的 几率 。 由 式 (3. 6-7) ,有 


dC,(t) 
dt | 
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| 和 dr = |$.* (7) Yr dr 


= 让 | Or DLHS de = YO DE (rdr 


即 
-~ =C, (2) (3. 6-8) 
式 中 应 用 了 蔷 定 记 方 程式 (3. 6-2) 及 体系 哈密 顿 算 符 矿 的 线性 厄 
密 性 。 求 解 这 个 方程 ,得 到 
CC) 一 CC Je 一 (3,. 6-9) 


有 
[CC 区 | 一 CCto) | (3. 6-10) 
表明 jC,(#2)1 不 随时 间 变 化 ，。 
-下面 列举 一 些 体 系 的 守 人 重量 。 

例 3. 6-1 体系 的 哈密 顿 算 符 妃 如 果 与 时 间 t 无关 , 则 体系 
的 能 量 是 守恒 量 . 因 为 在 这 种 情况 下 ,体系 的 哈密 顿 算 符 就 是 能 量 
算 符 , 显然 满足 条 件 式 (3. 6-4) 。 

例 3. 6-2 ”粒子 自 | 哈密 顿 算 符 为 


p= — (ps 二 py 二 pe) (3. 6-11) 


2m = 
动量 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 以 及 体系 的 能 量 是 守 和 饭量。 再 来 考察 
角 动 量 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 及 角 动 量 的 平方 。 应 用 基本 量子 条 
件 以 及 算 符 对 易 子 的 代数 运算 规则 ,通过 直接 推演 可 以 得 到 角 动 
量 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 上.、L, 和 工 .( 记 为 LL 和 上 3) 与 
动量 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 p:、p, 和 Pe( 记 为 加 ip 和 加) 之 
疗 的 对 易 关 系 


[Lpij=ewihip, jk,l=1,2,3 (3. 6-12) 
式 中 ej 是 列 维 - 席 维 塔 (T. Levi-Civita) 符 号 ,定义 为 
€123 二 1， ER Eu Et / (3. 6—13) 
故而 又 可 得 到 
[2 一 0， 1 一 1,2,3 (3. 6-14) 


和 
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[天 ,pp2] 一 0 (3. 6-15) 
因此 , 角 动 量 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 以 及 角 动 量 的 平方 都 是 守恒 
量 。 从 下 面 例 3. 6-4 中 还 可 以 得 知 , 宇 称 也 是 守 秆 量 。 

例 3.6-3 粒子 在 中 心 势 声 V(rY) 中 运动 ,哈密 顿 算 符 为 


D2 
=f +V() (3. 6-16) 


2 
体系 的 能 量 是 守 便 量 。 应 用 基本 量子 条 件 以 及 算 符 对 易 子 的 代数 
运算 规则 ,通过 直接 推演 可 以 得 到 角 动 量 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 
分 量 ( 记 为 1、L; 和 Z,) 与 坐标 算 符 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 ( 记 为 
zi、Xz 和 7x3) 之 间 的 对 易 关系 


[Lxil=ewifiz, j,k,l=1,2,3 
《3. 6-17) 
式 中 ejw 是 列 维 - 席 维 塔 和 从 与。 由 此 叉 可 以 得 到 
[L;,r?]=0, j=1,2,3 (3. 6-18) 
和 
[L’,r?]=0 (3. 6-19) 


所 以 , 算 符 L,..L, 和 以 及 上 都 与 中 心 势 场 的 势能 算 符 V(r) 对 
易 。 再 结合 式 (3. 6-14) 和 式 (3. 6-15) 可 知 , 角 动 量 的 三 个 直角 坐标 
系 分 量 及 角 动 量 的 平方 都 是 守恒 量 。 另 外 ,从 下 面 例 3. 6-4 可 知 ， 
宇 称 也 是 守恒 量 。 

例 3.6-4 粒子 在 势 场 V(r) 中 运动 ,哈密 顿 算 符 为 


J 2 a 
B= +V (7) (3. 6-20) 
ii 


设 势能 算 符 Y(r) 是 坐标 算 符 ~ 的 偶 函 数 。 体 系 的 能 量 是 守恒 量 。 
再 来 考察 宇 称 这 个 力学 量 。 宇 称 算 符 忆 由 式 (3. 3-65) 定 义 , 它 作 
用 于 体系 任 一 运动 状态 的 波 函 数 罗 (r,t:) 上 ,将 坐标 变量 + 反 吕 ， 
Bp 
PVY(r,t)=YV(—r,t) (3, 6-21) 
于 是 , 若 将 宇 称 算 符 九 与 坐标 算 符 上 相 箭 或 与 动量 算 符 p 相 乘 后 
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作用 于 体系 任 一 状态 波 函 数 上 ,分 别 有 


Pr¥lrt)=P[rV (r,t) |=—rV(—r,) 


~——rPV(r,t) 
和 
PpV(lr,t)=P[— TVD I(r) 
=—pPY (r,t) 

于 是 得 到 z 

Pr=~—rP (3. 6-22) 
和 

Pp=—pP (3, 6-23) 
因而 ,又 可 直接 得 到 

[ 忆 ,r:]=0 (3. 6-24) 
和 [P,p’]=0 / (3. 6-25) 


由 此 可 知 ,这 个 体系 的 字 称 守恒 。 
3. 6-3 ”体系 的 力学 量 完全 集合 


在 量子 力学 中 ,微观 体系 的 一 个 运动 状态 用 相应 的 一 个 归 一 
化 波 苑 数 玩 (r,t) 描述 。 波 函数 是 不 可 直接 测量 的 ,但 是 可 以 由 一 
组 构成 完全 集合 的 力学 量 的 一 组 取 值 来 确定 。 这 里 指 的 是 :可 以 由 
一 个 力学 量 完全 集合 的 一 组 本 征 值 完全 确定 出 这 些 力学 量 算 符 共 
同 的 一 个 本 征 函 数 ， 

首先 讨论 一 个 粒子 在 一 维 空间 中 运动 的 情况 。 假 设 粒子 所 处 
的 势 场 与 时 间 无 关 ; 则 体系 的 运动 存在 定 态 ,体系 的 一 个 定 态 用 相 
应 的 一 个 定 态 波 函 数 ( 即 能 量 本 征 隧 数 )#e(zx) 描 述 , 而 由 能 有 量 的 相 
应 取 值 E 来 确定 这 个 本 征 泪 数 。 男 外 ,体系 能 量 的 本 征 隆 数 集合 
构成 正 交 归 一 化 的 本 征 函 数 完备 组 , 又 使 得 体系 任 一 运动 状态 的 
归 一 化 波 函 数 辫 Cz, 世 都 可 以 按 这 个 函数 完备 组 (四 (zx)} 展开, 即 
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Vr,t) = D/Celt) $elz) (3. 6-26) 


式 中 展开 系数 Cr 的 绝对 全 平方 为 体系 在 六 (r,t) 下 \ 在 时 
刻 t 能 量 取 值 为 E 的 几率 。 

目 然 , 也 可 以 由 兄 外 的 一 个 力学 量 来 确定 体系 的 一 个 可 能 状 
态 的 波 函 数 。 例 如 ,可 以 由 粒子 坐标 的 一 个 取 值 ze 来 确定 坐标 相 
应 的 一 个 本 征 尔 数 $. (ZX) 二 6(x 一 zo), 它 是 描述 体系 在 某 一 时 刻 
一 个 可 能 的 非 定 态 的 波 函 数 , 系 由 请 年 态 波 函 数 登 加 得 到 , 即 

(XX0) = Dj arpelz) 
CE 一 由”(Zo) (3. 6-27) 
粒子 坐标 算 符 的 本 征 阻 数 集 合 构 成 正 交 归 一 化 的 本 征 函 数 完 备 
组 , 故 体系 任 一 运动 状态 的 归 一 化 波 函 数 立 (z 忆 都 可 以 按 这 个 完 
备 组 {6(x 一 zo)} 展 开 : 
Vx) = |Cs, (60z 一 zo)dz。 (3. 6-28) 


式 中 展开 系数 C.(z) 的 绝对 值 平方 为 体系 在 状态 罗 (z,t) 下 、 在 时 
刻 上 粒子 坐标 取 值 为 ze 的 几率 密度 。 又 如 ,可 以 由 粒子 动量 的 一 
个 取 值 来 确定 动量 相应 的 一 个 本 征 函 数 下 x,(z) 


一 Eee, 它 也 是 描述 体系 在 某 一 时 刻 一 个 可 能 的 非 定 态 
的 波 函 数 , 系 由 诸 定 态 波 函 数 登 加 而 成 : 


oe 2 akge (x) 


ar 一 |#: (Xz) CO rare por/id zx (3. 6-29) 


动量 算 符 的 本 征 函 数 集合 也 构成 正 交 归 一 化 的 本 征 函 数 完备 组 ， 
故 体 系 任 一 运动 状态 的 归 一 化 波 郴 数 立 (zt 都 可 以 按 完 备 组 
{(2x 万 ) 1A2eitor 信 }) 展 开 : 


V(rx,t)= | Ce, (t) e po” Nd po (3. 6-30) 


l 
(ox 1 
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式 中 展开 系数 C。 (1) 的 绝对 值 平方 为 体系 在 状态 (xz,t) 下 、 在 时 
刻 t 动量 取 值 为 po 的 几率 密度 ， 

一 个 力学 量 的 一 个 取 值 就 可 以 确定 只 有 一 个 运动 自由 度 体系 
的 这 个 力学 量 算 符 的 相应 一 个 本 征 函数 , 称 一 个 力学 量 就 构成 只 
有 一 个 运动 自由 度 体 系 的 一 个 力学 量 完全 集合 , 它 完全 确定 地 给 
出 这 个 力学 量 算 符 的 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完 备 组 。 每 一 个 本 征 函 
数 描述 体系 在 某 一 时 刻 一 个 可 能 的 状态 ; 体系 任 一 运动 状态 的 波 
函数 都 可 以 按 这 个 函数 完备 组 展开 。 

体系 的 力学 量 完 全 集合 的 选取 不 是 唯一 的 ,例如 既 可 以 选取 
能 量 , 也 可 以 选取 粒子 的 坐标 或 动量 .各 个 力学 量 完全 集合 所 确定 
给 出 的 相应 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完备 组 ,作为 体系 运动 状态 波 函 
数 张 成 的 黑 伯 特 空间 中 的 基 函 数 完 备 组 ,其 作用 难 分 大 小 。 但 是 ， 
应 当 重 视 选 用 由 体系 的 守 便 量 构成 的 力学 量 完全 集合 。 因 为 体系 
若是 处 于 守恒 量 的 一 个 本 征 函 数 描述 的 状态 下 , 则 这 个 守恒 量 便 
取 一 个 确定 值 ,可 以 由 这 个 恒定 从 来 确定 体系 的 这 个 运动 状态 ,并 
有 目 就 用 这 个 恒定 值 (或 者 由 这 个 恒定 值 相 应 的 量子 数 ) 来 表征 体系 
这 个 运动 状态 的 波 函 数 ， 体 系 的 定 态 波 函 数 总 是 由 守恒 量 能 量 的 
相应 值 确 定 的 。 

推广 到 一 个 粒子 在 二 维 或 三 维 空间 中 运动 等 天 于 体系 有 不 止 
一 个 运动 自由 度 的 情况 . 仍 设 粒子 所 处 的 势 场 与 时 间 无 关 , 则 体系 
存在 定 态 ,体系 的 一 个 定 态 用 相应 的 定 态 波 函 数 ( 即 能 量 本 征 函 
数 ) 大 Cr) 描述 。 但 是 , 单 粒子 二 维和 三 维 运动 的 情况 与 一 维 运动 的 
情况 有 不 同 : 单 粒子 一 维 运 动 体系 束缚 定 态 的 能 量 没 有 简 并 ,不 同 
的 定 态 有 不 同 的 能 量 确定 取 值 ,因而 由 能 量 的 一 个 取 值 就 可 以 确 
定 相应 的 一 个 能 量 本 征 函 数 ; 而 单 粒 子 二 维和 三 维 运动 体系 定 态 
的 能 量 有 简 并 (在 3. 3 中 举例 讨论 的 空间 转子 是 一 个 二 维 运动 
体系 ,能 有 量 有 简 并 ,下 一 章 订 论 粒 子 在 三 维 中 心 势 场 中 运动 ,将 给 
出 体系 定 态 能 量 有 简 并 的 又 一 个 具体 例证 ), 由 能 量 的 一 个 取 值 无 
法 区 分 对 这 个 能 量 值 简 并 的 诸 不 同 定 态 , 故 仅 由 能 量 的 一 个 取 值 
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不 能 确定 相应 的 能 量 本 征 函 数 ,还 需要 再 用 另外 的 力学 量 的 不 同 
取 值 来 区 分 开 和 确定 对 这 个 能 量 值 简 并 的 诸 不 同 的 本 征 函 数 。 一 
般 来 说 ,体系 如 果 有 N 个 运动 自由 度 (状态 波 函 数 有 NN 个 坐标 变 
量 ) ,就 需要 用 包括 能 量 在 内 的 N 个 相互 独立 且 算 符 两 两 对 易 的 
力学 量 的 一 组 取 值 来 确定 能 量 的 一 个 本 征 函 数 ,实际 上 就 是 确定 
这 N 个 力学 量 算 符 共同 的 一 个 本 征 函 数 , 它 描述 体系 的 一 个 定 
态 。 例 如 空间 转子 有 两 个 自由 度 , 由 能 量 ( 或 角 动 量 的 平方 ) 和 角 动 
量 的 分 量 这 两 个 力学 量 的 一 组 取 值 共同 来 确定 体系 一 个 定 态 的 
波 函数 。 又 如 $1.5 中 所 述 应 用 玻 尔 - 索 末 菲 量 子 论 讨论 氢 原 子 
(一 个 电子 在 三 维 库 仓 势 场 中 运动 ) 问 题 ,体系 有 三 个 自由 度 , 应 用 
了 三 个 量子 化 条 件 ,由 能 量 . 角 动量 的 大 小 和 角 动 量 的 z 分 量 共 三 
个 力学 量 的 一 组 取 值 共同 来 确定 电子 的 一 个 定 态 轨道 ,下 一 章 讨 
论 一 个 粒子 在 三 维 中 心 势 场 中 运动 问题 ,也 将 得 出 由 这 三 个 力学 
量 共 同 来 确定 体系 定 态 波 函 数 的 结论 。 

N 个 相互 独立 、 算 符 两 两 对 易 的 力学 量 构成 具有 N 个 运动 自 
由 度 体系 的 一 个 力学 量 完全 集合 。 它 确定 地 给 出 这 个 集合 中 的 
个 力学 量 算 符 共同 的 一 个 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完备 组 。 每 一 个 本 
征 函 数 描述 这 个 体系 在 某 一 时 刻 一 个 可 能 的 状态 ;而 体系 任 一 运 
动 状态 的 归 一 化 波 函 数 都 可 以 按 这 个 函数 完备 组 展开 ,每 一 个 展 
开 系 数 的 绝对 值 平 方 给 出 体系 在 这 个 状态 下 、 在 一 个 时 刻 这 N 个 
力学 量 取 一 组 值 的 几率 。 

N 个 自由 度 体系 的 力学 量 完全 集合 的 选取 不 是 唯一 的 。 例 如 
对 于 单 粒 子 三 维 运动 体系 ,也 可 以 选 粒子 坐标 的 xz、y 和 * 分 量 这 
三 个 力学 量 构成 体系 的 一 个 力学 量 完全 集合 , 它 确定 地 给 出 坐标 
算 符 二 .y 和 = 共同 的 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完备 组 

($y CCZ， yz))， 
有 即 | 
Pr yo (x,y,2)=O(r—— X00 (YO— yo0) 0 (2 O— zo) 
(3. 6-31) 
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| + limohe 


AT Se La 


还 可 以 选 粒 子 动量 的 zx.y 和 x 分 量 构成 体系 的 一 个 力学 量 完全 
合 , 它 确 定 出 三 个 动量 算 符 p,.p, 和 p. 共同 的 正 交 归 一 化 本 征 
国 数 完备 组 (加 po (TY) + | 


] 
ppspyopeo TT ;ys 之 ) 一 COA A TeXP I (pior + pry+ peoz) | 


(3. 6-32) 
等 等 .每 一 个 本 征 函 数 撒 述 体系 在 某 一 时 刻 一 个 可 能 的 状态 ,一 般 
来 说 描述 的 是 一 个 非 定 态 。 体 系 的 任 一 个 力学 量 完 全 集合 所 确定 
给 出 的 N 个 力学 量 算 符 共 赔 的 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完 备 组 都 可 
以 作为 由 体系 运动 状态 波 防 数 张 成 的 黑 伯 特 空间 中 的 基 消 数 完备 
组 。 但 是 ,应 当 特别 重视 由 体系 的 守 和 饭量 构成 的 力学 量 完全 集合 ， 
体系 的 定 态 波 函 数 总 是 由 这 种 力学 量 完全 集合 确定 的 (是 其 共同 
的 一 个 本 征 函 数 ,或 者 是 固定 能 量 确定 值 . 为 其 右 干 共同 本 征 晒 数 
的 某 种 特定 的 登 加 ) 。 


习 十 
3-1 粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 运动 ,势能 函数 为 
0， 0 入 工 三 0 


VCz) 一 | 
DOO, TIO,T>a 


设 1:=0 时 刻 在 区 间 [L0,aj 的 状态 波 函 数 为 
(a)Vz) 一 和 zz 一 4) 
(DY(z) 一 Nsinz| 2 


试 分 别 求 : 
(1) 粒 子 能 量 取 值 的 几率 分 布 ， 
(2) 能 量 期 望 值 。 
管 : (a) ic,l= (0 " 为 奇数 
0 n 为 偶数 
(2) 五 = 已 
Lo0 __ n=—=],3,0,.°* 
(bp) et 
0 n=2,4,.6,.** 
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2 二 了 
(2) 玉 一 全 已 ， 式 中 局 一 下 二 


2ma? 


3-2 设 :==0 时 刻 ,自由 粒子 的 状态 为 %(z) 一 4(sinzkz 十 亏 coskz)，, 求 
此 时 粒子 的 平均 动量 和 平均 功能 。 
管 : 户 一 0,7 一 5 有 而 /187 


3-3 ”儿子 在 一 维 6 势 针 了 (z) 一 一 actCr) 中 运动 处 于 束缚 定 态 , 求 粒子 
势能 和 动能 的 期 望 值 。 
管 op 
3-4 (1) 在 一 维 谐 振子 能 量 本 征 态 内 (z) 下 , 求 .T?、pi、pr 及 
(Az)’:»。 (Ap,)’, 


(2) 若 上 一 0 时 刻 ,一 维 谐振 子 处 于 态 


V(r,0)=A olz) +a/ 二 内 (x)+ Chlx) 


下 , 求 该 振子 的 能 量 可 能 取 值 .相应 的 几率 及 能 量 期 望 值 ,并 进一步 求 1 二 0 


时 刻 的 波 荡 数 委 (z 10) ( 式 中 各、 内 与 如 是 谐振 子 的 定 态 波 范 数 ,C 为 待定 党 
数 )。 


人 (十 去 有 hw， n=0,1,2， 


“,(Az)’* (Apr) 一 Cn 十 方针 让; 


(2)C 一 ^ /地 ,能 量 可 能 取 值 为 过 有 o、 闻 wo、 访 wo, 相应 的 几率 为 二 、 
并、 池 ,能 量 的 期 望 值 为 车 ho， 


V(r,t)=. | 广 和 (ze 十 Shr)e mt (ze 


3-5 质量 为 m 的 粒子 在 势 场 V(r) 中 运动 , 试 证 明 在 状态 下 
(1) 能 量 期 望 值 为 


FE= | 去 Y 更 ，， YY 十 F'VYC) ldr 
(2) 能 量 守 恒 公 式 
二 十 了 .Ss=—0 
成 立 。 式 中 必 称 为 能 量 密度 ,E== |wdr， 
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5= 一 二 | 各 -DW+ 弄 vw | 称 为 能 流 密度 。 


3-6 试 求 出 下 列 对 易 子 : 

(DEL,ral=? EL,paj=? 

(2)[Fr]=? Lopl=? [Lp nm=? [Llp*r)’]=? 

Es pr p=? [CPP，r) 门 一 ? [Zar 十 pp)] 一 ? 

(4)[Z,zszr 门 一 ? 人 ,pppy] 一 ? [zagztr] 一 ? 
其 中 ,8,7y 一 (1,2,3)。 

答 ; (1)[Ls ,za 二 608yi ry; [LL paj 二 eopyi 让 pr， 式 中 enw 称 为 列 维 - 席 维 塔 
符号 ,由 下 式 定义 

(i) és — — €p0) = — €org 

(ii)e1sa=1 

(2)[Z.,r]= Ci, p= [i,p*r]=0 

(3) [La, (artobp)s l=epi hilartbp)y 
一 般 地 若 算 符 f 是 任 一 个 矢量 算 符 , 有 

[Lo, fa = eo kf, (ay 8,7Y 一 1,2,3) 

(4) [Ls xapr =i (rrpy— rapa) 
一 般 地 若 算 符 fm 是 任意 一 个 二 秩 张 量 算 符 的 分 量 , 有 

[Lefer)= (ergdnt emdp) fu (ay 87 均 为 1,2,3,) 

3-7 ”在 轨道 角 动 量 算 符 和 上 , 的 共同 本 征 态 Ym(9,9) 下 , 试 求 下 列 期 
望 值 : 

(1)L: 和 L,; 

(LT, LL, Le mLy; 

(3)Lr" 和 Ly'( 讨 论 !=1 的 情况 )。 


(2) LL,=i _ 到 = 一 ， 
一 浆 = 世 [IC 十 1) 一 oz] 
hv- 到 =0， n 为 奇数 】 
VL "LL pe, 1 ,aa 上 由 


3-8 设 体 系 处 于 已 妇 一 化 态 Y% 一 Ci 十 Cayzo 下 , 求 : 
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(1)L: 的 可 能 取 值 及 期 望 值 ， 

(2) 产 的 可 能 取 值 及 相应 的 几率 ; 

(3)Z 及 忆 的 可 能 取 值 及 相应 的 几率 。 

答 ; (1)L, 的 可 能 取 值 为 与 0, 相应 的 几率 分 别 为 1C | 与 1C2|? ,ZL.= 
[Ci 万; C2) 取 值 2 大 的 几率 为 Ci|?, 取 值 6 大 的 几率 为 1C:12;(3)Z 和 
忆 , 的 情况 相同 , 取 值 二 2 声 的 几率 各 为 -1Ca|?, 取 值 士 的 几率 各 为 二 1Ci|?， 


取 值 0 的 几率 为 却 1Ci|? 十 天 1Czj 
3-9 空间 转子 处 于 状态 jy(9,9) 二 (1 十 co0s0) (1 十 sinbcosg) 下，, 试 求 空间 
转子 的 能 量 、 角 动量 平方 二 RR 二 


答 :能 量 的 可 能 取 值 为 0、 相应 的 几率 为 寺 、 . 语 、 . 趟 'E=27. L’ 
]5 5 1 


的 可 能 取 值 为 0.2 息 ,6 大 ,相应 ne .总 、 二 , 严 一 如。 六 的 可 能 取 值 


3， 


3-10 ”空间 转子 处 于 已 妇 一 化 波 畏 数 (9， op- 


试 求 角 动量 上 取 各 可 能 值 的 几率 。 


答 ,L? 的 可 能 取 值 为 Ut Dh, /=2,3,4,"， 


相应 的 几率 为 |Ca|? 一 于 [1 十 (一 1 了 ,过 2。 


3-11 ” 试 证 明 , 如 果 一 个 体系 的 哈密 顿 算 符 瑟 ( 不 显 含 时 间 ) 与 轨道 角 动 
量 算 符 尼 对 易 , 则 这 个 体系 的 束缚 定 态 能 量 必定 对 轨道 角 动量 的 磁 量子 数 
简 并 。 

3-12 已 知 轨 道 角 动 量 算 符 LF 和 上 , 共同 的 本 征 葬 数 是 球 谐 漳 数 
Ym(0,9) ,对 应 的 本 征 值 分 别 为 (i 十 1) 直 和 m 亡 。 现 取 单 位 天 量 #= (1,， 
m) ,考察 算 符 上 上 ,三 上 。n=: 上 ,sinGocos 十 Lysin0osingp 十 Lcos06, 试 证 明 ，; 

(1)P 的 本 征 值 为 m 所 ,对 于 给 定 的 1m' 一 上 7 一 1 …， 一 4 

(2) 忆 , 的 对 应 于 本 征 值 m 扎 的 本 征 函 数 ( 实 为 L? 和 上 , 的 共同 本 征 函 数 ) 


e 描写 的 状态 下 ， 


为 
=e ~igoL A e —ib0L,/n Y,. (0,， 9) 
关 
让 一 站 一 B+ 六 [A， B+ 二 [A, [A BII+ aT CAACA, Bl-… 


j84 


3-13” 试 求 在 轨道 角 动量 L 和 共同 的 本 征 函 数 Yow(b,g) 下 , 角 动 量 
ZL, 上，n 取 各 个 可 能 值 的 几率 ，m= (1,0。,9)， 

提示 ; (Per rt Yo, (0, dO 

_ 3 (一 CE 十 )1 (7— pp ) 1 VUtm)! Um )! G+m)! (1— 7)! 


bo= 一 co 页 v! (mov! 人 一 下 一 CGC—m Vv}! vim 一 天) 


i 一 让 ' 十 可 一 20 0, ; M20 
a [一 和 有 
2 2 


答 : peracn Ym (0, 9 d0 ] 

3-14 ”在 轨道 角 动 量 算 符 L* 和 上 . 的 共同 本 征 态 Y,《0,9) 下 , 试 求 算 符 
LL, 二 LL，。n 的 

(1) 期 望 值 L,; 

(2)7 2 ; 

(3) 在 i=1 的 情况 下 上, 在 态 Ym(0,9) 中 取 值 mr 让 ,mp' 一 1.0、 一 1 的 几 
率 ,其 中 单位 矢量 n= (1 ,0,,%)， : 

答 . (1) 上 ,= 二 mm 廊 cos0o 

(2)L:= ym? ?cos?0, 十 [ZU 1)—m:’ lsin’0, 
(3)P(1) 一 末 [mcosbo 十 zz 十 (1 一 亲 m2)sin?go] 
P( 一 1D) 一 柱 [ 一 meosbo 十 ze? 十 (1 一 了 mi2)sinzgo] 
P(0)=1—m’ -| 1 一方 sp? 

3-15” 试 求 算 符 全 (a)=e-"* 的 本 征 值 谱 和 本 征 函 数组 。 其 中 为 动量 
算 符 注 = 二 二 ,a 为 一 个 给 定 的 实 参量 。 

答 , 丸 二 ee ， 一 c 二 有 < co 

(Tr) 二 J (rz)e*,p(z) 是 以 a 为 周期 的 周期 函数 ， 

3-16 ”应 用 测 不 准 关系 估算 : 

(1) 一 维 谐 振子 的 基态 能 ; 

(2) 类 和 氢 离 子 的 基态 能 ; 

(3) 若 类 氢 离 子 的 哈密 顿 函数 为 百 = /pzcz 十 mac4 一 

(4) 核 电荷 为 Ze 的 类 氨 离 子 的 基态 能 。 


Ze: a 
ANEor » 求 基态 能 9 
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(3)mc’ 人 上 一 Qu ， 


= 一 二 22azzmxct 性 一 一 


答 : (1)hw, (2) 一 六 en 4neo i 


3-17 设 粒 子 的 哈密 顿 算 符 为 HB=£.+V) ， 


i 
(1) 证 明 ， 7 六 p= —r* VV; 


Zn 

(2) 证 明 ; 对 于 束缚 定 态 有 2 本 =r。VV, 其 中 人 是 动能 算 符 。 此 式 称 为 
维 里 定理 。 

3-18 设 量子 体系 的 束缚 定 态 能 级 和 归 一 化 本 征 函 数 分 别 为 E, 和 y(n 
为 量子 数 或 编号 数 ), 又 1 为 哈密 顿 算 符 到 含有 的 任何 一 个 参数 。 证 明 : 
oF, -| 了 aB 
A 区 
此 式 称 为 费 昌 -海尔 昌 定 理 (R.P. Feynman-H. Hellmann) ,简称 FE-H 定理 ， 

3-19 将 电荷 为 9 的 一 维 谐振 子 放 在 均匀 电场 * 中 ,哈密 顿 算 符 为 瑟 = 


全 + 7 muzzz_oez, 试 用 费 曼 - 海 尔 曼 (F-H) 定 理 求 各 束缚 定 态 的 能 级 和 


一 人 人 dr 


__ _4 “< 一 CE 
入 ,EF，, 《2 十 一 - iw moa’ mo 


3-20 各 子 作 一 入 运动 了 祝 字 和 人为 有 一 各 VD, 能 级 为 


PE ,如 果 哈密 顿 算 符 变 成 从, 十 忆 , 试 用 费 曼 -海尔 曼 (F-H) 定 理 求 能 级 
ko 


,下 FO 4 
HH * 9 玫 7 
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第 四 章 ”中 心力 场 一 氢 原 子 和 碱 金 属 原 子 


本 章 应 用 前 两 章 所 述 的 量子 力学 基本 原理 来 处 理 一 类 量子 体 
系 。 它 与 32.5 中 所 述 的 粒子 一 维 运动 体系 不 同 , 是 粒子 三 维 运动 
体系 ,并 且 假 定 粒 于 所 处 的 力 场 是 中 心 场 ,这 一 类 体系 在 原子 物理 
学 中 具有 基本 的 重要 性 。 

氢 原 子 内 的 电子 是 在 核 的 库仑 场 中 运动 , 碱 金 属 原子 内 的 价 
电子 也 可 以 为 是 在 原子 实 的 中 心 场 中 运动 。 本 章 应 用 量子 力学 
理论 来 讨论 毛 原 子 和 碱 金属 原子 内 部 运动 的 规律 。 氨 原子 问题 是 
原子 物理 学 的 基础 。 


3 4.1 粒子 在 中 心力 场 中 运动 的 一 般 特 扣 


中 心力 场 指 相 对 于 力 心 ( 取 为 坐标 原点 ) 而 言 是 球 对 称 的 力 
场 。 粒子 在 中 心力 场 中 的 运动 属于 三 维 运动 ,。 通常 , 设 力 场 不 随 夺 
间 变 化 ,体系 存在 定 态 ,本 节 和 叙述 粒 子 在 中 心力 场 中 运动 的 定 态 的 
一 般 特 点 。 

4.1-1 定 态 蕉 定 秆 方程 分 离 变 车 ; 角 向 方程 和 角 向 了 落 数 

记 粒 子 在 中 心力 场 中 运动 的 势能 算 符 为 V(r)。, 体系 的 哈密 顿 
算 符 为 

B=L +V0) 下 六 十 cr (4. 1-1) 
£ ZN 


式 中 4 是 粒子 的 质量 。 定 态 醉 定 读 方 程 可 写 为 
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[一 3 + VCO) pelr) = Eye(r) (4. 1-2) 
式 中 上 | 和 


£ 一 -一 一 一 
v Ea y) Ty 二 [5 万 Csing 及 2 + gin 5 ap 六 ] 


7 (4. 1-3) 


利用 分 离 变 量 法 求解 方程 , 记 方 程 的 解 为 径 向 了 消 数 R(r) 和 角 向 函 
数 Y(9,9) 之 乘积 , 即 
Jr) = RO(r)Y (0,9) (4,. 1-4) 
EA A 1-2) ,得 到 
d .,.dR 2 


去 dz” 六 7) 十 [E— V(r)] 
1 FY 
— 字 [stp 汶 (sin9 写 3) 二 sin20 Ea 
A 角 向 方程 
__ 1! 9 dY(0,9).、 1 FY(0,9) 
5 (Sin ng 一 贡 sing of | 
一 AY (0,9) (4.1-6) 
和 径 向 方程 
记 Cr Ce) 十 [EE 一 V(r)) 一 JR(7) 一 0 


(4. 1-7) 
可 以 看 出 , 角 向 函数 了 (0,J 满 足 的 方程 式 (4. 1-6) 与 粒子 所 处 中 
心 势 场 Y(r) 的 具体 形式 无 关 , 它 正 是 角 动 量 的 平方 算 符 L? 的 本 
征 值 方程 式 (3. 3-43) 。 要求 角 向 函数 满足 波 函 数 的 三 个 标准 条 件 ， 
就 得 到 角 向 方程 式 (4. 1-6) 中 常数 1 的 允许 取 值 为 
一/( 十 1)， 7 一 0,1,2,… (4. 1-8) 
角 向 函数 了 (90,9) 则 是 球 谐 蚂 数 式 (3. 3-457: 
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Y, ,9,9) 一 人 POCOcosD)e 9， 
[一 0,1,2,…， Mi 一 0, 十 1, ……， 士 上/ (4.1-9) 
式 中 ,Ni 是 归 一 化 常数 ， 它 使 得 角 向 函数 在 全 立体 角 中 已 4 笃 归 一 
化 ， 


| YC0,9 2d0 = | | 了 8,mlzsingdbgdo = 1 
0 


(4. 1-10) 
/ 和 m 分 别称 为 角 量 子 数 和 磁 量子 数 。 在 原子 物理 学 中 ,将 :一 0， 
1,2,3,4,5… 的 态 分 别称 为 s,p,d,f,g,h… 态 ,粒子 在 任意 的 中 心 
力 场 中 运动 , 定 态 波 函 数 的 角 向 函数 都 取 球 谐 函 数 。 在 》3. 3 式 
(3. 3-58) 中 已 经 列 出 了 玫 个 低 ! 和 疡 什 的 球 谐 项 数 的 基体 表示 
式 。 


4.1-2 径 周 方程 , 径 向 函数 和 体系 的 能 量 


体系 定 态 巷 定 唐 方 程 的 解 式 (4. 1-4) 中 的 企 同 图 数 RCr) 满 中 
径 向 方程 式 (4.1-7)。 将 4 的 允许 取 值 式 (4.1-8) 代 入 后 , 径 同 方程 
可 写成 
7 2 Ce 


rE) + lBE VO)) — 


—— ReE, (r) 


一 0， (一 0,1,2,3… 《4. 1-11) 
可 见 , 径 向 函数 由 粒子 所 处 中 心 势 场 了 (的 具体 形式 决定 ,与 定 
态 能 量 上 £ 相对 应 ,并 且 与 角 量 子 数 ! 有 关 , 但 是 与 磁 量 子 数 m 无 
关 。 由 具体 给 定 的 中 心 势 场 V(r) ,求解 径 同 方程 式 (4. 1-11) ,并且 
要 求 径 向 函数 满足 波 函 数 的 三 个 标准 条 件 , 就 可 以 得 到 满足 物理 
要 求 的 径 向 函数 Re,,(r) ,同时 得 到 相应 的 定 态 能 量 上 。 人 能量 一 
般 来 说 也 与 角 量 子 数 :/ 有关, 但 肯定 与 磁 量 子 数 mm 无 关 。 

通常 , 作 葵 换 


Rg(r) = ELT (4.1-12) 
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代 人 方程 式 (4. 1-11)， 则 函数 wz,,(7) 满 足 方程 


d?ug,1Cr) LOL 并 区 


d7…. 二 


一 LY(r) 十 |)ugilr) 一 0， 


和 | 
1 = 0,1,2… (4. 1-13) 

它 形 式 上 相似 于 粒子 在 一 维 有 效 势 场 

LC + DA? 


V (x) 二 on 工 之 0 
V(r) 一 | 2pt (4. 1-14) 
CO ， XO 


中 运动 的 定 态 薛 定 兽 方程 在 方程 式 (4. 1-13) 中 ， A 15 而 称 为 


离心 势 又 ,由 粒子 的 角 向 运动 引起 ， 用 角 量 子 数 7 表征， 总 是 正定 
的 ,并 且 / 越 大 势 又 越 高 。 因 此 ,方程 中 体系 的 定 态 能 量 已 若 仅 对 
1 取 0,1,2,3… 各 个 不 同 的 值 而 言 ,可 以 断定 以 != 0 的 能 级 为 最 
低 , 随 1 增 大 而 增高 。 


4.1-3 ” 束 线 定 访 的 能 级 和 波 函 数 


倘若 粒子 被 中 心力 场 束 缚 在 空间 有 限 的 范围 内 运动 , 即 如 采 
势能 V(r) 在 ro 处 的 值 大 于 体系 的 定 态 能 量 记 的 值 ,使 得 定 态 
波 函 数 

Cr) 下 0 


ri oo 
则 体系 的 这 种 定 态 为 束缚 定 态 。 例 如 , 氧 原子 是 原子 内 的 电子 在 核 
的 库仑 力 场 中 运动 的 体系 。 电 子 所 处 的 势 场 


1 ee: 


47Eo rr 
在 r 一 co 处 了 (=0。 因 此 ,体系 的 能 量 值 小 于 零 所 相应 的 定 态 都 
是 束缚 定 态 。 反 之 ,能 量 值 大 于 零 所 相应 的 定 态 都 是 目 由 定 态 ,是 
氢 原 子 电 离 后 成 为 (H 十 e ) 体 系 的 状态 。 

对 于 体系 的 束缚 定 态 , 要 求 其 径 向 函数 Re) 在 ”一 c2 处 的 
值 为 零 。 径 向 方程 式 (4. 1-11) 中 国定 角 量 子 数 / 的 值 后 ,能 量 E 从 
人 允许 取 一 系列 分 立 的 值 ,才能 保证 径 向 函数 满足 波 函 数 的 三 个 标 
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V(r) 一 一 


准 条 件 并 且 在 ”~ 处 的 值 为 零 。 能 量 的 这 一 系列 分 立 的 允许 取 
值 {5,,.} 用 所 谓 径 向 量子 数 n, 的 不 同 值 (x = 一 1,2,3…) 来 区 分 。 这 
样 ,体系 束缚 定 态 的 能 级 必定 形成 分 立 谱 ,每 一 能 级 是 由 径 癌 量子 
数 xn, 和 角 量 子 数 ! 的 一 组 数 共 同 表征 的 , 记 为 E,.。 
相应 地 , 体系 束缚 定 态 的 径 向 孜 数 记 为 R,.:(r)。 由 式 
(4. 1-12) 和 方程 式 (4. 1-13) ,对 照 粒 子 一 维 运动 的 束缚 和 定 态 情况 
_ 可知, 束缚 定 态 的 径 向 函数 都 是 实 函 数 。 束 缚 定 态 的 波 画 数 由 式 
(4. 1-4) 写 成 
办 mr) = Rr)Yn (0,), 

1 = 一] 2.3", 

1 一 0,1,2,3，……， 

2 一 0, 二 1, 十 2,'…, 土 ( (4.1-15) 
由 径 向 量子 数 n,、 角 量子 数 ! 和 磁 量子 数 共 三 个 量子 数 来 表征 。 
归 一 化 表示 式 为 


gm (7) dr 
和 | R?, rdr| | “|Y(0,9) ?singd9dy = 1 
0 “了 0 ~ 9 z 


(4.1-16) 

注意 到 角 向 函数 Y(90,9) 是 已 经 归 一 化 的 [ 见 式 (4.1-10)j, 故 粒 
子 束缚 定 态 的 径 向 隙 数 要 求 满足 所 谓 ” 径 向 妇 一 化 "条件 

| REC)ridr 一 ] (4.1-17) 


它 与 角 向 函数 归 一 化 的 式 (4. i-10) 共 同 实现 束 红 定 态 波 遇 数 的 归 
一 化 式 (4. 1-16)。 

体系 的 束缚 能 级 有 简 并 。 每 一 能 级 上 上, :相应 有 2 十 1 个 不 同 的 
束缚 定 态 内 mm(r) ,mm 一 0, 士 ], 士 2,…, 士 /, 即 能 级 已 ,对 磁 量 子 数 
m 简 并 ,有 2 十 1 度 简 并 。 因 此 , 仅 由 体系 的 能 量 并 不 能 确定 一 个 
定 态 波 函 数 .粒子 在 中 心力 场 中 运动 ,这 里 实际 上 是 选取 了 三 个 守 
恒 量 即 能 量 . 角 动量 的 平方 和 角 动 量 的 > 分 量 以 构成 一 个 力学 量 
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完全 集合 ,由 它 的 量子 数 的 一 组 值 (* ,mm) 共 同 来 确定 体系 的 一 
个 束缚 定 态 波 函数 一 一 为 且 .L? 和 L 志 .共同 的 一 个 本 征 函 数 。 
将 宇 称 算 符 P 作用 于 束缚 定 态 波 函数 式 (4. 1-15) 上 ,注意 到 
式 (3. 3-71) ,有 
Py, in Cr) =R,(r)(— 1)°Y,n(0,9) 
=(— 1)'g, im(r) (4. 1-18) 
表明 体系 的 定 态 $m《r) 还 有 确定 的 宇 称 ( 一 1)'。 


4.1-4 ”粒子 坐标 取 值 的 几 泰 密度 及 几 泰 流 密度 


体系 在 束缚 定 态 加 .ia(r) 下 ,粒子 坐标 取 值 的 几率 密度 pn(7) 
为 
Da om 人 -二 | 加 1m CT) | (4. 1-19 ) 
而 在 点 r 附近 体积 元 dr 内 粒子 出 现 的 几率 为 
On mr) dT 一 | 内 mr] rdrsinbdbd9 
= Ra (rridr|Y,, (0,9) |:df? (4. 1-20) 
由 此 可 知 , 粒 子 坐 标 取 值 的 几率 分 布 与 径 同 坐标 ”> 及 角 8 有 有关, 但 
是 与 角 2 无关, 即 相 对 于 极 轴 是 对 称 的 。 
粒子 的 几率 流 密 度 了 由 》2.3 中 的 式 ( 人 2.3-14) 所 示 , 式 中 梯 
度 算 符 V 在 球 极 坐 标 系 的 表示 式 为 
1 


9 
了 =e 训 十 oa 省 0rzinD 训 


粒子 在 束缚 和 定 态 内 om (r) 下 ， 由 于 波 归 数 办 or (Fr) 式 (4. 1-15) 中 的 
Rr) 和 P7(cosb) 都 是 实 函数 , 故 几率 流 密度 的 分 量 
a 一 je 一 用 (4. 1-22) z 


(4. 1-21) 


只 有 jz 天 0, 它 等 于 
方 -，，。 1 9 
Jp(T) = za im CF) a 如 


和 pa mF) 二 友人 Pim (r) ] 
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mih LELAND, 中 

pp rsing 
是 绕 极 轴 的 环 几率 流 密度 。 可 以 看 出 Jp) 可 和 角 ?无 天, 但 随 径 同 
坐标 r 和 角 2 而 变化 。 


4.1-5 例 :无 限 深 球 方 势 阱 和 粒子 自由 运动 


例 4.1-1 无 限 深 球 方 势 嘲 。 
质量 为 的 粒子 束缚 在 半径 为 a 的 球形 匣子 中 ,相当 于 在 无 
限 涂 球 方 势 时 


(4. 1-23) 


1 0， 六 < 4 
[co， r>a 
中 运动 .体系 仅 有 束缚 定 态 . 定 态 的 径 向 函数 在 ”>a 区 域 恒 为 零 ， 
在 0 委 r 委 < 区 域 满足 径 由 方程 式 (4. 1-11) 


V(r) = (4.1-24) 


br RD) 机 -2 1(/ 二 + DRG) 一 
一 0,1,2,3,…， yr (4. 1-25) 
记 
. k= CA (4. 1-26) 
并 作 和 葵 换 
R(r) = 人 (4. 1-27) 


则 方程 式 (4. 1-25) 化 为 


du lr) ! du(r) C+ %) 
和 十 一 I 十 [一 四 “~ u(r) 一 0， 


{= 0,1,2,3,.,， 0 过 ra (4. 1-28) 
方程 的 解 为 贝 塞 尔 函 数 
u(r) = Ciry kr) 十 (HRrD)， 
(=0,1,2,3,",， 0 和 ra (4.1-29) 


要 求 径 向 函数 R(r) 满 足 波 函数 的 三 个 标准 条 件 .R(r) 在 "=0 
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六 须 有 限 导致 要 求 u(r) 二 0, 故 C=0。 因 此 , 径 向 洋 数 为 
] | 
R(r) = | -RJit kr) -一 NJ(kr), 0 rr < a 
0 


9 "> G， 
[一 0 1 23， (4. 1-30) 
式 中 ,j 为 球 山 塞 汞 图 数 ， 人 
ji(§) 一 《一 1 人 (到 人 Ca (4, 1-31) 


N 是 径 向 归 一 化 常数 , 它 使 R(r) 满 足 径 向 归 一 化 条 件 式 
(4.1-17)。RG) 在 r= 二 a 点 须 连 续 , 则 

R(la) = Nj(ka) = 0 (4. 1-32) 
记 A ca 是 上 面 方程 的 第 ni 个 根 ,n==1,2,3,…, 其 中 不 计 入 
ka 二 0 这 个 根 ,由 式 (4. 1-26) 陨 得 到 体系 的 能 谱 是 

万 2 n, 一 ,23 


— kz: 本 (4, 1-33) 
eH l = 0,1,2,3," 


Sn ers , 可知 方程 式 (4. 1-32) 


E, -一 


其 中 ,对 于 /=0 的 能 级 ,由 jo(k7) = 
的 根 k, .od = Nn, .2.3.4 直 有 


2 二“ 
Tn nn, 一 ] 23 (4. 1-34) 


体系 的 定 态 波 函 数 
fain) =Ra(r)Yin 0,9) 
RN ， 0 三 rr 世上 4， 
0， 


六 人 > G) 
1 一 了 了， 2 了 Jo 
{ =0,1,2,3,*， 


已 ,0 一 


m 二 0, 士 1， 十 "2 十 8 (4. 1-35) 
利用 式 (4. 1-17) 具 体 计 算 , 可 得 上 式 中 的 径 向 归 一 化 常数 入 ,为 
7 区 
Na 和 一 二 | ‘4. 1-36) 
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例 4.12 粒子 目 由 运动 。 
自由 粒子 所 处 的 势 场 取 为 (六 和 反 0。 体 系 的 定 态 全 是 自由 定 


径 向 函数 满足 方程 
bd da) + [2E - DRO) = 0. 
轧 六 
/一 0,1,2;,3,…， 0 二) 一 cc 4.1-37) 
由 例 4. 1-1 的 讨论 可 知 , 若 记 
= A (4. 1-38) 
方程 的 满足 波 函 数 标 准 条 件 的 解 是 
Ru(r) = Ny(kr), 0 之 00 (4.1-39) 
为 球 贝 塞 尔 隔 数 , 式 中 可取 任 意 正 实数 值 。 因 此 ,由 式 (4. 1-38) 
可 知 自由 粒子 的 能 量 允 许 取 值 为 
E, = 2*, 0 之 oo (4.1-40) 
ZH 


即 允 许 为 所 有 正 实数 ,表明 能 谱 是 取 值 遍及 区 域 (0,ce 的 连续 谱 。 
相应 的 定 态 波 刀 数 是 

Pum tr) 一 N(Rr)Y, (0,P), 

0 过 k= co， (= 0,1,2,3,"" ,0 

Mm 一 0, 土 1, 士 2,…, 二 4 (4.1-41) 
由 于 能 量 EE 式 (4. 1-40) 仅 由 数 & 表征 ,与 量子 数 ! 和 闫 无 关 , 故 
有 无 限 大 的 简 并 度 , 这 是 自由 粒子 所 处 的 势 场 V(r) 三 0 具有 极 高 
的 对 称 性 的 缘故 。 按 照 上 面 的 讨论 ,自由 粒子 能 量 为 Ei 的 一 个 定 
态 波 沙 数 是 取 体 系 的 一 个 力学 量 完全 集合 {及 ,L,L,} 的 一 组 取 值 
CELL 十 1 让 72 太 ) 共 辐 来 确定 的 ,为 Bintr) 式 (4.1-41)。 自 由 
粒子 在 定 态 内 .mCr) 下 ,在 空间 扣 r 出现 的 几率 密度 为 

Pun (rt) = [Grr) | 
=—N? (kr)l Pr (cos0) ]: (4. 1-42) 
与 径 向 坐标 > 及 角 0 有 关 ，, 而 与 角 无关, 几率 分 布 相对 于 极 轴 是 
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对 称 的 。 粒 子 的 几率 流 密 度 只 有 js 分量 不 等 于 零 , 由 式 (4. 1-23) 
可 知 为 


_mh | Yim 7) | 
?” pp rsing 
N21 CRr)L Pr (cosO) 
= Ng (4. 1-43) 
是 绕 极 轴 的 环流 密度 。 
但 是 如 果 按 照 以 前 的 讨论 , 自由 粒子 能 量 为 及 一 -二 一 一条 的 


一 个 定 态 波 函数 是 取 体 系 的 为 一 个 力学 量 完全 集合 (六 3 } 的 
一 组 取 值 (p:,p,,p: ) 共 辣 来 确定 的 , 它 为 症 面 滤波 明 数 


Pp pp CT) 一 70773eXP[ 让 (pr pyy + p, z) | 


-A 
一 opr pysp: = co (4. 1-44) 
显然 ,能 量 E: 有 无 限 大 的 简 并 度 。 而 目 由 粒 于 在 十 态 ppp,p, CT) 
下 ,在 空间 点 上 出 现 的 几率 密度 
ppsp p(T) = ope. TY 


—— 
(2nh)’ 


是 常量 ,表明 粒子 在 空间 各 点 出 现 的 几率 分 布 是 均匀 的 。 利 用 式 
(2. 3-14), 粒 子 的 几率 流 密度 可 直接 算得 为 


(4. 1-45) 


ps , _p, , _p: 
jr 一 nu fy x je 4 
p 
:pp _ 
j= gn (4. 1-46) 
它 系 沿 粒 子 确定 的 动量 p 的 方向 流动 。 


自由 粒子 的 定 态 波 函 数组 {op, (zy ,2))} 和 {rmr,0, 罗 } 分 
别 都 形成 完备 组 ,在 体系 运动 状态 波 函数 张 成 的 黑 伯 特 空间 中 都 
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可 以 作为 基 函 数组 。 对 应 于 能 量 为 同一 个 值 及 一 汪 “ 一 和 (动量 


二 hk 的 大 小 固定 ) 的 定 态 波 东 数组 (ppp zy，z)) 和 
(gunlr,0,9)}) 在 能 量 Ei 简 并 的 黑 伯 特 子 空间 中 也 都 分 别 形成 完 
备 组 ,都 可 以 作为 基 范 数组 ,两 个 基 消 数组 之 间 有 一 定 的 相互 变换 
关系 。 例 如 ,有 


ipr/ 太 — et’r 


oo i 
~ 之 3 Cm CK) CRr)Y (0 ,9) (4. 1-47) 


t=—0 m= —! 


可 以 求 出 式 中 的 诸 展 开 系 数 {Cin(k)}。 上 式 左边 取 上 的 方向 为 极 
轴 方 向 ,有 e*' ==e”™ ,与 角 9 无 关 , 故 上 式 右边 只 有 x 二 0 的 一 
项 有 贡献 。 事 实 上 ,粒子 沿 极 轴 方 向 运动 ， 角 动 量 没有 治 极 锅 的 分 
量 。 因 而 ,上 式 可 写成 


er _ — @'*reosg 
人 


之 Aji kr) P,(cos0) (4. 1-48) 


一 mm 一 


记 式 中 cos9= ,再 对 上 式 左右 阿 边 作 运 算 | d6P, (6) ,并 且 利用 
勒 让 德 多 项 式 的 正 交 归 一 化 关系 


十 1 2 l 
| _Pe (PCé)dé = 3 (4. 1-49) 
有 
| tp, (Edée = -一 A, — 27 下 JAD) 
上 式 右 边 中 
sin(kr 一 全 

](Rr) 一 一 ” (4.1-50) 

上 式 左 边 反 复 作 分 部 积分 ,有 


| emp, (Edé 1 [ew”P,(é€) |] 二 
一 1 tikr 


197 


ee 


1 we dP(€)1t! 1 [+i we 由 PC) ， | 
ikr ( 志 [e de | - Re de 
一 [er( 十 1 7 _. e 一 (一 1) | 


rr- 一 一 


一 站 和 in (kr 一 Z) 


Rr 
式 中 用 到 Pi( 士 1)= 二 ( 土 1) 。 比 较 两 边 ,得 4.=: 关 (2 十 1) ,因此 得 到 
er — Etreosl 
一 > 12! + i(kr)P, (cosO) (4. 1-51) 


t==0 


冉 利用 Win Yin(0,9) 的 加 法 定理 


9] 二 1 过 1. >) Y ,C0 ,DY (0,, 9,) 一 一 P, (cosl) (4. 1-52) 


式 中 9 是 两 个 单位 矢量 1 一 (1,] 0) 与 1 一 (1.02) 之 加 的 来 
角 。 最 后 , 式 (4. 1-47) 可 写成 


erpr/ 天 一 er 


t 


= 2) 2 47rz J krOYE (O07, ) YC0,9) (4. 1-53) 


i 二 人 of 一 一 |/ 


即 展开 系数 Ci (XK) 一 4xiY 六 (Oo 由) 。 上 式 表明 ,自由 粒子 能 量 为 
Ei 的 一 个 定 态 平面 波 波 函 数 可 以 视 为 系 由 & 值 固定 的 诸 定 态 波 
函数 {j(Cir)Yw(b,g} 式 (4. 1-41) 线 性 全 加 而 成 .由 于 在 公 加 式 中 ， 
j&r) 是 球 贝 塞 尔 苯 数 , 它 在 ”一 c2 处 的 渐 近 形式 为 式 (4.1-50) 表 
示 球 面 波 , 因而 式 (4. 1-53) 实 际 上 是 自由 粒子 的 一 个 定 态 平面 波 
波 函 数 写成 由 同一 上 值 的 诸 定 态 球面 波 波 函 数码 加 构成 的 表示 
式 。 


8 


34.2 库仑 场 ; 氢 尿 于 


本 节 应 用 量子 力学 来 描述 氧 原子 .这 是 最 简单 的 原子 ,由 电 傈 
数 2 一 1 的 原子 核 ( 普 通 氨 核 即 质子 ) 和 核 外 一 个 电子 组 成 。 它 的 
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评定 记 方 程 可 以 严格 求解 ,从 而 对 它 的 一 些 主 要 特征 可 以 精确 定 
量 地 给 出 说 明 。 另 外 ,对 它 的 理论 研究 还 是 探求 复杂 原子 及 分 子 结 
构 的 基础 。 


4.2-1 将 两 体 问题 归结 为 一 个 电子 在 库仑 场 中 运动 问题 


氨 原 子 是 由 原子 核 和 核 外 一 个 电子 组 成 的 二 粒子 体系 。 记 核 
和 电子 的 质量 分 别 为 m1 和 mx;, 坐标 分 别 为 rt 和 7;， 两 者 通过 静电 
库仑 场 相互 作用 而 联系 ,势能 算 符 为 


1 e” 


V(r nD) = pre Tr rT (4. 2-1) 
体系 的 哈密 顿 算 符 为 
户 = 普 tT Dm, V(r nl) 
A 2 _ 1 ee 
加 om i 2m2 dneo |r2— rl (人 
定 态 桩 年 请 方程 是 
ve 
2 i 2m, “ dneo |r， 一 门 | J¥ Cr,r,) 
一 一 by V(r ,Tr») (4. 2-3) 


方程 中 Es 是 体系 的 总 能 量 。 引 入 质心 坐标 及 和 相对 坐标 ”为 
nr 十 mr, 
Wm 二 m， : 
其 直角 坐标 系 分 量 分 别 记 为 (zr,，y,z) 和 (X,Y,Z)。 又 引入 体系 的 
总 质量 M 和 电子 的 折合 质量 从 又 称 为 约 化 质量 ), 为 


(4. 2-4) 


太一 下 一 广 ， R= 


MM 
M=m + m,, 二 Tm (4. 2-5) 
直接 推演 可 得 
2 
2 V1 pm ? 一 NIV R a (4. 2-6) 
式 中 
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F oF SF 
:_0 ,9 ,9 
V 一 iT a (4. 2-7) 
于 是 ,方程 式 (4. 2-3) 化 为 
在 
( ZV B22™ fe PR,r) 
一 Es VR,r) (4. 2-8) 
将 方程 分 离 变量 , 令 
VR,r) = (Ry) (4. 2-9) 
代入 方程 式 (4 2-8) ,有 
一 VCR) 《一 oh 一 pe 所 )4Cr) 
$CR) 总 plr) 
一 常量 五 (4. 2-10) 
它 可 化 为 两 个 方程 : 
oN7™ RPR) 一 ESCR) (4. 2-11) 
和 
《一 pv 一 pe e)y0) =(Es ~— E.)y(r) 
=Ey(r) (4. 2-12) 


方程 式 (4. 2-11) 描 述 氨 原 子 质心 的 自由 运动 ,E. 是 原子 的 质心 自 
“由 运动 的 能 量 , 这 一 方面 运动 与 原子 的 内 部 结构 无 关 , 故 这 里 不 巴 
考虑 。 方 程式 (4. 1-12) 描 述 氢 原 子 内 部 电子 与 核 的 相对 运动 ,已 = 
Es 一 E, 是 原子 内 部 相对 运动 的 能 量 , 这 正 是 我 们 想 探求 的 问题 ， 
下 面 要 求解 的 就 是 这 个 方程 。 这 是 一 个 质量 取 为 折合 质量 4[ 由 式 
(4. 2-5) 所 示 ] 的 电子 在 静电 库仑 势 场 


__ le 
“(= 47re r 


中 运动 的 定 态 苏 定 证 方程 。 方 程 满足 物理 条 件 的 解 描述 毛 原 子 内 
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(4. 2-13) 


部 运动 的 定 态 。 
4.2-2 氢 原 子 束缚 定 态 的 径 向 方程 ;能 级 和 波 酌 数 
一 个 质量 为 的 电子 在 库仑 势 场 Y(r) 式 (4. 2-13) 中 运动 , 体 


系 定 态 的 径 向 函数 RC(r) 满 足 方程 式 (4. 1-11) 
1 ar Te)) 二 [到 CE + -<) 


r: dr dr pie rr 


-人 4D 


JRE (7) 一 0， / 一 UL ,2 3 (4. 2-14) 


方程 中 ， 是 体系 的 能 量 ， 能 量 无 <0 相应 的 定 态 是 握 原 子 内 部 运 
动 的 束缚 定 态 , 指 电子 被 束缚 在 原子 内 的 运动 定 态 ; 而 瓦 >0 相应 
的 定 态 是 这 个 体系 的 自由 定 态 , 指 电 子 从 原子 内 电离 出 来 后 的 运 
动 定 态 。 本 节 限 于 考察 前 一 种 定 态 ,以 下 的 讨论 中 设 <0。 
下 而 求解 径 辣 方程 (4 2-14)。 记 
(一 8uE)’” 


B= E<0 (4. 2-15) 
和 / 
2pe? ee { AT 
‘= Tre phi ™ dreh 大 | (4. 2-16) 
并 且 作 变换 
Kg(r) = “ar p= br (4. 2-17) 
代入 方程 式 (4. 2-14), 则 A 
es 十 [一 工 十 一 作 寺 也 jua(o) = 0， 
? ? 
ys [= 0,1,2,3,.…: (4. 2-18) 
前 先 考察 这 个 方程 的 渐 近 行为 。 在 p 一 处 ,方程 近似 为 
d?*u(p) 


它 的 解 是 “CO 一 e- ,其 中 xGo)=e “不 满足 波 函 数 的 有 限 性 条 
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件 , 故 当 pco 时 ,有 wlp)~e™“"。 又 在 P= 二 0 附近 ,方程 可 近似 写 
成 

dzul(p) ZLC 1) 

dp Pp 
其 解 是 (Pp) 二 ot 和 po, 由 于 / 取 值 为 0,1,2,3,… ,Pp “不 满足 波 
函数 的 有 限 性 条 件 , 故 当 Pp 一 0 有 xz(o) 一 2 …。 综 合 起 来 ,可 将 方程 
式 (4. 2-18) 的 解 写 为 
ump) = er/ip+1f (0) (4. 2-19) 

代 回 方程 ,得 到 f《(p) 满 足 如 下 方程 


u(Pp)=0 


pp + [2C 十 1) 一 p] He 
+ 一 + Df(p)=0 (4. 2-20) 
方程 的 解 取 历 级 数 形式 
f (Pp) 一 Scp, Co¥0 (4.2-21) 
代 回 方程 ,有 有 


SG + 1) + 2 DG + 1)]C,, 
二 站 


二 [一 + 1)— vjC,}Pe 
0 
可 知 式 (4. 2-21) 中 的 诸 展 开 系 数 (C,} 满 足 递 推 关系 


二 0+D Dt 
Cn wiDvraAian" 


于 面 式 (4. 2-17)、(4. 2-19)、(4.2-21) 及 式 (4. 2-22) 给 出 体系 径 问 
方程 式 (4. 2-14) 的 一 个 解 。 
倘若 应 数 f(p) 式 (4. 2-21) 是 无 穷 级 数 , 则 由 式 (4. 2-22) 可 知 


全, 1 ] _ 
C. 一 一 一 一 ~ (4. 2-23) 


VY — OO vy 


(4. 2-22) 


由 于 级 数 
e? 二 1 十 Pp 十 FP 十 p+ 


2 
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也 有 


1 : 
二 1)! 1 
了 yi Oo VY 
就 归 数 了 (Pp) 式 (4. 2-21) 在 Pp 习 处 的 行为 与 消 数 e? 的 相同 。 可见 
径 向 方程 式 (4. 2-14) 的 解 


a -一 一 一 ep -二 ~ er/2p0le? 


在 2 一 cc 处 发 散 , 不 满足 波 函 数 的 有 限 性 条 件 。 因 此 , 必须 将 无 穷 
级 数 Fo) 式 (4. 2-21) 中 断 成 为 一 个 最 高 过 次 为 由 ( 一 0,1,2,3， 
…) 的 多 项 式 。 这 只 要 取 式 (4. 2-21) 中 C,, 寺 0 而 Ch 一 0, 即 在 式 
(4. 2-22) 中 令 

1 十 〔(( 十 1) 一 才 王 0， n=0,1,2,3,. (4.2-24) 
于 是 得 到 体系 在 能 量 上 <0 的 情况 下 , 径 向 方程 式 (4. 2-14) 的 满 
足 物 理 条 件 的 解 为 


R, (7) = N, ve Wi2(Br) CC) (4. 2-25) 
一 站 


由 数学 分 析 可 知 ,方程 的 另外 一 个 解 在 + 二 0 点 发 散 , 肯 定 不 能 满 
足 波 函数 的 有 限 性 条 件 , 因 此 弃 去 。 

对 于 体系 的 能 量 匹 <0 的 情况 ,由 式 (4. 2-24) 和 式 (4.2-16) 直 
接 得 


4 


Fo 上 
(47eo) 2F26s 
-__ Ap . 
二 二 (4Nne0) 2: Cn, 十 1 十 17? (4. 2 26) 
记 
nM, 十 { 十 1 — HH 
因为 nn,—=—0,1,2,3',， /一 0,] ,2,3.. 
所 以 1 一 1 2 3 4… (4. 2_27) 
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式 中 的 区 称 为 主 量子 数 或 能 量 量子 数 。 于 是 体系 束缚 定 态 的 能 级 
(过 0) 可 表示 为 / 


E, = 


— Cre oR 
这 就 是 氢 原子 内 部 电子 与 核 相对 运动 的 能 级 表示 式 , 忆 , 通常 称 为 
是 氧 原子 的 能 级 。 这 个 结果 与 1.5 中 所 述 的 玻 尔 氢 原子 量子 论 
所 得 到 的 结果 式 (1. 5-40) 完 全 一 致 。 利 用 玻 尔 半径 ao 式 (1: 5-29) 
和 经 修正 的 玻 尔 半径 as 式 (1. 5-41) 


neoh’ : 
ao 一 ee 二 0. 529 X 107” 米 ， a, 一 0 


nn 一 - 1 2 3 DO (4. 2-28) 


(4. 2-29) 
式 中 mm 是 电子 的 质量 ,5 式 (4. 2-28) 可 以 改写 成 
加 ， 


e 
(4neo) 2an’ 
得 引入 精细 结构 常数 a, 定 义 为 

er 1 
后 面 会 再 提 及 这 个 量 ,于 是 及 式 (4. 2-28) 还 可 以 改写 成 


1 ,oa. 
忆 一 一 su 55， n= 1,2,3,",00 (4. 2-32) 


氢 原 子 束 缚 定 态 能 谱 的 主要 特点 有 :已 <0, 这 是 由 于 氢 原 子 
内 的 电子 是 处 于 核 的 库仑 吸引 力 场 中 ;EE, 只 依赖 于 主 量子 数 , 与 


角 量子 数 ! 无 关 , 这 是 因为 库仑 势 场 式 (4. 2-13) 一 -全 比 一 般 的 


47eo 7 


中 心 势 场 V(r) 有 更 高 的 对 称 性 ;E,~ 二 ,n 二 1,2,3,…,co, 表 明 握 

原子 有 无 限 多 个 束缚 能 级 ,并 且 能 级 的 分 布 不 均匀 ,能 量 愈 高 则 能 

级 间距 愈 窗 , 这 是 由 于 核 的 库仑 势 场 是 长 程 势 场 ,而 在 一 0 点 十 

奇 点 。 基 态 能 量 为 

一 五 -1 一 一 13.6 电子 伏特 (4. 2-33) 

能 级 位 置 很 低 ,显示 出 毛 原 子 的 基态 相当 稳定 。4 二 的 能 量 为 
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HH 二 1 ,2,3,* ,00 (4. 2-30) 


了 一 0 (4. 2-34) 
相应 于 氨 原 子 发 生 电 高 的 临界 情况 ,因此 和 氨 原 子 的 电离 能 等 于 
13.6 电子 伏特 。 氢 原子 的 能 级 图 如 图 4.2-1 所 示 。 由 E, 式 
(4. 2-28) 出 发 得 到 的 氨 原 子 光谱 理论 规律 与 实验 规律 [其 主要 特 
征 由 广义 巴 耳 末 公 式 即 式 (1. 5-9) 描 述 ] 符 合 得 很 好 ,这 说 明 量 子 
力学 理论 描述 氧 原子 是 成 功 的 .不 过 需 指出 ,理论 与 实验 之 间 仍然 
符合 得 不 够 完美 ,量子 力学 的 氧 原子 理论 还 须 进 一 步 充实 ,这 主要 
在 以 下 几 个 方面 :由 相对 论 效应 (包括 动能 的 相对 论 效应 .势能 的 
相对 论 量子 效 应 及 自 旋 - 轨 道 耦合 效应 ) 引 起 能 级 有 精细 结构 ; 由 
原子 核 的 有 限 质量 和 有 限 体积 效应 导致 能 级 有 超 精细 位 移 ,由 核 
的 自 旋 作用 引起 能 级 有 超 精细 分 裂 ; 以 及 由 电子 所 处 电磁 场 的 堆 
点 涨 落 引 起 能 级 的 兰 姆 位 移 ,等 .后 面 对 这 些 问题 将 予以 陆续 讨论 
(其 中 , 原子核 的 有 限 质量 效应 表现 在 应 由 折合 质量 替代 电子 的 质 
量 , 使 得 所 原子 的 能 级 咯 微 移 高 ,这 在 上 面 已 经 作 了 论述 )， 


将 E, 式 (4. 2-30) 代 人 式 (4. 2-15)， 有 p= 故 式 (4. 2-17) 
中 变量 p 可 写成 
p = 27 (4. 2-35) 


na , 
z A 
代 回 式 (4. 2-25) ,并且 将 式 中 的 多 项 式 和 Cp’ 改写 成 [注意 到 式 
(4. 2-22) 和 式 (4. 2-24)、(4. 2-27) ] 
1 
DC =Co1 一 广 1 寺 25? 
(1 一 /一 1)(42 一 上 一 2) 2 , _. n—i—!1 
tar i tte 
， ( 一 (一 12 一 (一 2)… pr- 上 
(7 一 一 1)1(2 十 2)(02 十 3)，… TD 
(27 十 171(02 一 :一 1)! 


一 一 [Dt 


L2ti(p) (4.2-36) 
式 中 
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图 4. 2-1 氢 原 子 的 能 级 图 


n—"i—1 
Lp) = 2 (— 1 


| 


[ (2 十 2 


Ed 
(4. 2-37) 


称 为 缔 合 拉 盖 尔 (E. N. Laguerre) 多 项 式 ,其 最 高 次 大 为 (n 十 人 ) 一 
《2 十 1 一 2 一 一。 第 合 拉 盖 外 元 有 和 


Ls(p) = le Pos pre")] (4. 2-38) 
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其 最 高 次 宕 为 p 一 9g。Ls(p) 满 足 方程 
d? d 
[pjmi+ (q+1— Pe) gt+ (一 g)]L9(o) 一 0 


(4. 2-39) 
这 可 以 将 Ls(p) 式 (4. 2-38) 直 接 代 人 方程 来 验证 。 将 这 个 方程 式 
“(4. 2-39) 对 照 方程 式 (4. 2-20) 及 式 (4. 2-24) 和 式 (4. 2-27) 可 知 , 缔 
合 拉 盖 尔 多 项 式 L2 (0) 式 (4.2-37) 按 式 (4. 2-38) 写 成 微分 形式 
为 


dz +! dtt 
Lp) = ife gon pe)] (4.2-40) 


于 是 ,体系 束缚 定 态 (能 量 已 ,<0) 的 径 向 函数 R Cr) 式 (4, 2-25) 
最 后 写成 


em | 


Lr) 一 L2G 


n= 1,2,3,.， ) 0 0m (4.2-41) 
是 实 肾 数 。 式 中 ,人 角 量 子 数 二 的 取 值 由 式 (4. 2-27) 可 知 为 {==0,1， 


2 中 yn 一 1; Nn 是 径 问 归 一 化 常数 ,由 径 向 妇 一 化 条 件 式 
(4.1-17): 
i = 1] (4. 2-42) 
可 算出 ,具体 计算 得 到 
2)! 
Nn = | na 2n[ (2 十 2Z)1! | (4. -43) 


几 个 低 n 和:! 值 的 径 向 函数 列 出 如 下 : 
Ko(r) 一 - 4 7 rr/a,, 


(a 
_ —r/2a, 
K,0(r) = (2a sd 5 )e 
Ra) = —— er/,, 
V3 (2a,): 4 : 
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2 
2r 2r _ 3 


Ky(7) 一 < 一 3a, 27a2 “ 


4MV er( 
9(3a,.)”™ 


Rs (7) 一 一 gr) (二 )e-ar， 
6a, a, 


y 12 
人 sr) = | e /Mp (4. 2-44) 


217 人 /1] 二 27 MI0(3a,)%\ a 


由 此 得 到 和 氧 原子 束缚 定 态 (能 量 ,二 0) 的 归 一 化 波 函 数 为 
Pnim \r) = Ru(r)Y,,(0,9) 


= Ne 这 Li 
° N, Pr (cos0)e'™?, 
n =1,2,3,.…， 
{=0,1l,2,…,n— 1， 
1 一 0, 十 1j, 士 2,…， 士 !/ (4. 2-45) 


与 能 量 五 , 式 (4. 2-28) 相 对 应 ,可 知 氢 原 子 的 第 个 能 级 已 , 对 应 
有 


nl 


> 2+1)=n (4. 2-46) 


t=0 


个 不 同 的 束缚 定 态 ,表明 能 级 E, 有 mn 上 度 简 并 。 


4.2-3 ”和 龟 原 子 内 电子 坐标 取 值 的 几率 分 布 , 角 向 分 布 和 径 同 
分 布 


氢 原 子 内 的 一 个 电子 在 束缚 定 态 gwmntr) 下 ,在 点 r 出 现 的 几 
率 密 度 为 
pa(r) = |ynCr) (4. 2-47) 
而 在 点 ~ 附近 体积 元 dr 内 出 现 的 几率 为 
pr)dr = | C7) |iridrsingd0dg 
= Ri(r)ridr|Y,.0,9)|dn (4. 2-48) 
式 中 , 波 函 数 Jwm《r) 由 式 (4. 2-45) 所 示 。 
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引 人 人 电子 坐标 取 值 几率 的 角 则 分 布 归 数 Wi(9,9) ,定义 为 
W, (0,0d0 = | yr) rsdr singdOdo 


= |Y,(0,9) |:dn2 

一 人 | Pr (cos0) jd (4.2-49) 
式 中 用 到 电子 的 束 疆 定 态 波 函数 gw (7) 式 (4.2-45) ,已 经 对 径 向 - 
坐标 ~ 积分 并 且 用 到 径 向 函数 Ri (7) 归 一 化 的 式 (4.2-42)。 
Win(9,9) 表 示 氧 原子 内 的 电子 在 束缚 定 态 Won(r) 下 ,在 (0,9J) 方 向 
“上 单位 立体 角 内 出 现 的 总 几率 。 由 式 (4. 2-49) 看 出 , 它 与 角 9 无 
关 , 但 随 角 8 而 变化 ( 除 电 子 在 * 态 外 )。 根据 球 谐 函数 了 《0,9) 式 
(3. 3-45) 和 和 式 (3. 3-58), 图 4.2-2 示 出 角 量 子 数 / 较 低 的 几 个 几率 
角 同 分 布 函 数 Wi(9,9)。 图 中 表示 出 Wi 对 角 9 的 函数 关系 ;由 于 
Wi 与 角 2 无 关 , 故 这 些 图 形 是 绕 极 轴 旋转 对 称 的 立体 图 形 。 由 图 
形 看 出 , 氢 原 子 内 的 电子 尽管 所 处 的 静电 库仑 势 场 具有 球 对 称 性 ， 
而 坐标 取 值 几率 的 角 四 分 布 随 角 2 变化 仍 有 明确 的 方向 性 。 分 子 
中 共 价 键 的 方 回 性 即 源 于 此 。 

又 引入 电 子 坐 标 取 值 几率 的 径 向 分 布 函数 WC), 定义 为 


Wr)dr = [| 六 1 rzsingdbde]rzdr 
一 民 2 (7 六) 六 dr 
2 


Nd, 


i 
一 人 ,exp| 一 | 2 


Nd, 


这 | ] -dr 


Nd, 


(4. 2-50) 
式 中 已 经 对 角 坐 标 9 和 % 积 分 ,并 且 用 到 角 向 函数 Y,(0,9) 归 一 
化 的 式 (4. 1-10)。 Wn(r) 二 R44Cr)r? 表示 氢 原 子 内 的 电子 在 束缚 和 定 
态 Ym《r) 下 ,在 半径 为 7 处 单位 径 向 厚度 的 球 壳 内 出 现 的 总 几率 。 
它 是 径 向 坐标 + 的 函数 。 图 4. 2-3 示 出 主 量子 数 ” 较 低 的 几 个 径 
向 函数 R(x)[ 根 据 式 (4. 2-417 和 式 (4. 2-44)] 和 几率 径 向 分 布 了 羡 
数 WC7) 对 径 向 坐标 7 的 基数 关系 。 其 基本 特征 有 : 

209 


m 二 土 1 mm 三 士 2 


氢 原 于 /二 0,1,2,3 态 电 子 坐 标 几 率 的 角 向 分 布 Win (90) 


i de 


2.0 riRfo 
0.7 
1.0 0.5 
0. 3 
D0. 1 , | 
0 1 2 3 r/ao 
rR2zo’ 
0.15 
0. 10 
0. 05 
0 4 8 六 /ao 
r2R?, 
0.20 
0. 05 9.10 
EE 
0 2 0 2 4 6 8 ra 
30 2 
0. 40 "Rb 
0. 20 0. 06 
0.10 z 0.04 
0 0. 02 
4 8 12 16 20 r/an 
rR 
0.12 
0. 08 
0. 04 
0 4 8 12 16 /a, 0 4 8 12 16 re 
Rsr rR l 
0. 04 0. 12 
0. 08 
0. 02 
0. 04 
. = -一 一 和 
0 4 8 12 16 r/ao 0 4 8 12 16 r/ao 


图 4.2-3 氢 原 子 4 二 1,2,3 能 级 电子 的 径 问 函数 Rw(7) 
和 坐标 几率 的 径 向 分 布 W(x) 
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(1) 仅 5 态 Q=0) 的 径 向 函数 Rso(r) 在 7 一 0 点 不 为 零 ,由 式 
(4. 2-41) 直 接 得 知 


2 
Ro(0) = 0 (4. 2-51) 
/天 0 的 态 的 径 向 函数 在 > 很 小 的 区 域内 有 Rw(r) ~ ,这 是 由 于 方 
LO 1)k’ 


程式 (4. 1-13) 中 势 场 V(r) 附 加 有 离心 势 鱼 项 一 3 一 , 它 阻碍 电 


子 趋 近 坐标 原点 0, 因 而 相同 而 不 同 ! 的 诸 态 中 ,! 值 越 大 的 则 
径 向 函数 在 坐标 原点 附近 的 值 越 小 。 束 缚 定 态 的 径 向 函数 Ru(7) 
在 ~ 一 co 点 总 等 于 零 .电子 坐标 取 值 几率 的 径 向 分 布 函 数 Wu(r) 在 
一 0 和 co 两 点 都 等 于 零 。 

(2) 径 向 函数 Ru(r) 除 了 r 一 0 和 co 两 点 以 外 还 有 一 上 一 1 个 


节点 (零点 ) ,这 是 由 于 缔 合 拉 盖 尔 多 项 式 Le 部 -) 是 最 高 宕 次 
为 (十 站 一 (2 十 1) 的 多 项 式 , 随 > 变化 有 nn 一 /一 1 个 零点 。 于 是 ， 
几率 径 向 分 布 函 数 多 。(Gr) 除 了 7 一 0 和 oo 两 点 以 外 还 有 7 一 (一 ] 
个 节点 (零点 ), 因 面 有 2 一 : 个 极 大 值 。 

(3) 特 别 是 /一 ” 一 1 的 态 ,; 几率 径 向 分 布 肾 数 W,,n-1(r) 有 了 唆 
一 极 大 值 。 可 以 求 出 W,.,_1 (7) 取 极 大 值 的 径 向 位 置 。 由 式 
(4. 2-41) 可 知 

民 Ri(r) 一 常量 C。 盖 exp( 一 -一 ) (4. 2-52) 


收 
全 ,ni (7 ) = fi, 1 (Or 


一 常量 C ，r”exp( 一 2 ) (4. 2-53) 
它 在 
r = 17220 (4. 2-54) 
处 取 极 大 值 。 上 式 与 31.5 所 述 的 玻 尔 氧 原子 量子 论 中 电子 圆周 
运动 轨道 半径 ~” 式 (1. 5-42) 完 全 一 致 。 这 表明 ,量子 力学 中 氢 原 
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子 的 主 量 子 数 为 x、 角 量子 数 /==n 一 1 的 状态 与 玻 尔 量子 论 中 氧 原 
子 内 的 电子 第 个 圆周 轨道 运动 状态 相对 应 ;而 /二 n 一 2,…,0 的 
状态 则 对 应 于 电子 椭圆 轨道 运动 长 半 轴 4a 二 niaj、 短 半 轴 pnma, 
(ng 三 1 一 1,… ,1) 的 请 运动 状态 。 但 是 ,这 两 种 理论 对 氢 原 子 的 描 
述 有 本 质 的 区 别 。 量 子 力 学 描述 的 氨 原 子 , 电 子 的 运动 没有 轨道 ， 
电子 坐标 的 取 值 几率 在 氢 原 子 内 的 全 空间 分 布 , 式 (4,. 2-54) 所 表 
示 的 r+ 是 电子 坐标 取 值 几率 径 向 分 布 的 最 可 几 半 径 。 

对 比 电 子 的 上 述 最 可 几 半 径 , 还 可 以 求 出 电子 在 束缚 定 态 
pum (7) 下 坐标 径 向 分 量 的 期 望 值 


> = Ds, Cr rg, Cr rdrsingdOdo 


=| R&C)ridr (4. 2-55) 
将 Ru(7) 式 (4. 2-41) 代 人 ,直接 计算 得 到 
Fi 一 oa 1 十 二 >| 1 — = | ja (4. 2-56) 
特别 是 对 于 /==n 一 1 的 态 , 有 
Fi = el 十 元 )a (4. 2-57) 


可 见 在 1 二 n 一 1 的 态 下 ,由 式 (4. 2-54) 所 示 的 电子 坐标 取 值 几率 
径 向 分 布 的 最 可 几 半 径 值 与 由 式 (4. 2-57) 所 示 的 电子 径 向 坐标 的 
期 望 值 并 不 相等 ,后 者 稍 大 一 些 。 通 常 ,将 产 : 式 (4. 2-56) 作 为 氨 原 
子 在 定 态 Jwn(r) 下 的 “半径 ”。 


4. 2-4 ”和 氨 原子 内 的 电流 密度 分 布 及 原子 的 磁 逢 


应 用 在 $2.3 中 引入 的 粒子 几率 流 密度 j 式 (2.3-14), 可 在 
统计 的 意义 上 再 引入 带电 粒子 在 运动 状态 WW(r,) 下 所 产生 的 电 
流 密度 jw ,定义 为 


ju = qj =9 FV VY YI) (4.2.58) 
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趟 中 为 粒子 的 斋 量 ,g 为 粒子 的 市 电量 。 于 是 可 知 氢 原子 在 由 归 
一 化 波 画 数 gn(r) 式 (4.2-45) 描 述 的 束缚 定 态 下 ,原子 内 有 电流 
密度 分 布 ,由 上 一 节 式 (4. 1-22) 和 式 (4. 1-23) 可 得 

Jihar 一 71 一 0 (4. 2-59) 

Ku rsing 

式 中 9 二 一 e 是 电子 的 电量 。 上 两 式 表明 , 氧 原子 内 的 电流 密度 是 
绕 极 轴 的 环 电 流 密度 ; jiey 与 角 $ 无 关 , 但 随 r 和 3 而 变化 。 如 图 
4. 2-4 所 示 。 


J yp 一 (4. 2-60) 


因而 , 氧 原子 上 共有 磁 矩 , 磁 矩 的 方向 

沿 极 轴 。 通 过 截面 元 do 的 环 电 流 元 为 
di = jado 

它 对 磁 矩 的 页 醋 为 

dM = Sdl = x(rsin0)’ jaedo 
故 氢 原 子 在 束缚 定 态 yw lr) 下 磁 矩 的 
大 小 为 
M = |Sd7 = | rrzsinzgjarde 


万 . 
-一 一 | [pCF) | 2rsinbda 


一 纹 ， Mi 一 0， 士 1 ……， 十 
nu 


(4. 2-61) 
式 中 :7 是 人 磁 量 子 数 ;2xrsinbdoa = 二 dr 是 
图 4.2-4 氢 原 子 内 ” 统 极 轴 的 \ 横 截面 积 为 do 而 半径 为 
绕 极 轴 的 环 电流 密度 rsing 的 细 环 体积 元 ,利用 波 销 数 Yrim (7) 
的 归 一 化 条 件 有 


fn Cr) 122rrrsimodc 一 1 


4 4 


其 中 ” 是 电子 的 质量 , 称 


eh _ ee 
一 个 一 .7 2 , ~-b. 


为 正 尔 磁 子 。 由 式 (4. 2- 6D 看 由 复原 子 科 乱 的 取信 是 量子 化 的 ， 
如 打 忽 略 不 计 氧 原子 折合 质量 w 的 值 与 电子 质量 mw 的 仁之 则 的 
差异 , 则 氧 原子 磁 定 的 大 小 是 玻 尔 磁 子 的 整数 倍 。 正 是 由 于 量子 数 
m 表征 原子 磁 矩 的 取 值 ,所 以 称 mm 为 磁 量 子 数 。 由 于 这 里 所 讨论 
的 磁 矩 系 由 电子 在 氧 原子 内 的 空间 中 运动 所 产生 ,与 电子 的 “ 轨 
道 ” 角 动量 相 联系 , 故 通常 称 为 氢 原 子 的 “轨道 ” 磁 矩 。 由 式 (4. 2- 
61) ,轨道 磁 矩 M: 与 轨道 角 动 量 的 > 分 量 取 什 mr 廊 之 比 为 

MM, e e 

太一 一 34 ED 81, 3 (4. 2-64) 
它 称 为 电子 “轨道 ”运动 的 回转 磁 比 率 。 式 中 ,gi 二 1, 称 为 明 德 (A. 
Landé)g 因子 ;人 负 号 表明 磁 矩 与 角 动 量 z 分 量 的 取 值 的 符号 相反 ， 
这 是 因为 电子 带 人 负电 荷 一 e， 

在 后 面 菜 些 场 合 中 ,十 要 将 氧 原子 的 轨道 磁 矩 当 作 一 个 力学 

量 用 算 符 来 表示 。 由 式 (4. 2-64) ,有 


M, =— gi zi (4. 2-65) 
或 一 般 地 写成 矢量 算 符 之 间 的 表示 式 , 妈 
M, 一 一 gr zt (4. 2-66) 


氨 原 子 的 轨道 角 动 量 和 轨道 磁 算 在 极 轴 方 网 (在 外 均匀 磁场 
或 电场 中 ,总 是 将 穴 场 或 电场 的 方 四 取 为 极 轴 方 癌 ) 上 投影 的 取 值 
量子 化 ,这 在 玻 尔 - 索 末 非 量 子 论 中 称 为 氨 原 子 空间 取 癌 量子 化 


4.2-5 ” 氨 原 子 定 访 忆 间 的 曹 子 喷 迁 


最 后 指出 , 氧 原子 可 能 从 一 个 能 量 的 定 态 跃迁 到 另 一 能 量 的 
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定 态 。 体 系 能 量 的 改变 伴随 着 发 射 或 吸收 一 个 光子 。 光 子 的 频率 
为 


y= Ie (4. 2-67) 


这 即 是 频率 条 件 。 式 中 AE 为 氧 原子 跃迁 的 末 态 与 初 态 之 间 的 能 
量 差 。 这 样 , 氧 原 子 能 级 之 间 的 量子 跃迁 就 给 出 氢 原 子 的 发 射 ( 吸 
收 ) 光 谱 。 
但 是 , 氧 原子 并 非 由 任 一 个 定 态 向 男 外 任 一 个 定 态 的 跃迁 都 

是 可 能 的 . 定 态 之 间 的 只 迁 有 一 定 的 选择 定 则 ,符合 选择 定 则 的 路 
迁 是 允许 的 ,不 符合 它 的 跃迁 则 是 不 允许 的 或 者 说 是 禁 戒 的 ,在 后 
面 第 十 章 中 将 要 叙述 量子 力学 能 够 推 寻 出 氢 原 子 的 束缚 定 态 之 间 
量子 牙 迁 的 选择 定 则 ,这 里 暂 移 给 出 结论 。 氢 原子 由 能 量 为 忆 , 的 
定 态 gun《r) 回 能 量 为 ,的 定 态 pwrm 4r) 跃 迁 其 所 谓 电 偶 极 辐射 
选择 定 则 是 

An 二 n 一 nn 二 任意， 

4 一 上 一 ! 上 一 十 1， 

Am 二 mm 一 m= 二 0, 土 1 (4. 2-68) 
可 以 看 出 , 它 对 氢 原 子 量子 跃迁 的 末 态 与 初 态 之 间 主 量子 数 之 
差 没有 限制 ,这 就 说 明了 和 氧 原子 光谱 存在 各 个 线 系 ; 但 是 , 它 对 角 
量子 数 ! 之 差 及 磁 量子 数 m 之 差 都 有 限制 。 图 4. 2-5 示 出 氨 原 子 
束缚 定 态 之 间 对 角 量 子 数 /而 言 某 些 允 许 的 跃迁 (图 中 谱 线 波长 
以 人 为 单位 )。 


S34.3 类 氢 体 系 
由 一 个 带 正 电荷 的 粒子 和 一 个 带 负 电荷 的 粒子 组 成 的 二 粒子 
体系 统称 为 类 氧 体系 。 主 要 有 以 下 几 类 。 
4.3-1 和 氢 的 同位 素 


毛 共 有 三 种 同位 索 : 气 ( 即 氢 )、 气 ( 即 重 氢 ) 和 和 气 ( 即 超重 毛 )，。 
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图 4. 2-5 氢 原 于 能 级 之 间 某 些 允 许 (4 王 士 1) 的 牙 迁 


三 者 不 同 之 处 在 于 氢 原 子 的 核 是 一 个 质子 ,而 重 氢 原子 的 核 由 一 
个 质子 和 一 个 中 子 组 成 ,超重 氧 原子 的 核 由 一 个 质子 和 两 个 中 于 
组 成 ;因此 , 核 的 电荷 数 均 为 1, 但 核 的 质量 数 不 同 。 

于 是 , 氨 . 重 所 和 超重 氢 原 子 内 电子 的 折合 质量 各 不 相同 。 已 
知 氢 核 即 质子 的 质量 M, 二 1836m,( 其 中 mm. 是 电子 的 质量 ) ,而 重 
毛 核 的 质量 Mv 全 2M, 一 3672me 超重 氧 核 的 质量 M, 人 一 3AM, 僵 
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“08m 藤原 子 内 电子 的 折合 质量 1 一 J837" 三 和气 和 四 


59508 
原子 内 电子 的 折合 质量 分 别 为 == 泊 却 m 和 人 = 站 59m。, 三 者 


之 间 略 有 差异 。 这 导致 重 氨 原子 的 能 级 和 超重 氨 原 子 的 能 级 与 氢 
原子 的 能 级 已 , 式 (4. 2-28) 相 比分 别 都 略 有 位 移 ; 由 于 ,正比 于 
4' 重 氢 和 超重 氧 原 子 的 能 级 与 氧 原子 的 能 极 相 比 是 依次 略为 贪 
低 。 随 之 , 毛 的 这 三 种 同位 素 原 子 的 里 德 伯 常 数 Ri 式 (1. 5-39) 的 
值 也 稍 有 不 同 ; 因而 , 重 氨 和 超重 氨 原 子 的 光谱 线 都 向 着 比 氨 原 子 
的 相应 光谱 线 波长 变 短 的 方向 有 所 位 移 。 尤 里 (H.C. Urey) 于 
1932 年 正 是 在 实验 中 发 现 ,在 氧 原 子 光 谱 的 五 。 线 (波长 4 二 
6562. 79 A ) 的 旁边 还 有 一 条 谱 线 (X= 二 6561. 00A ) 。 他 假定 这 一 条 
谱 线 是 属于 和 毛 的 同位 素 原子 的 ,并 认为 这 两 种 原子 的 核 的 质量 之 
比 为 1 : 2, 然 后 计算 这 两 种 原子 的 里 德 伯 常 数 和 光谱 线 的 波长 ， 
结果 计算 值 与 实验 值 符合 得 很 好 ,从 而 肯定 了 和 气 ( 重 氢 ) 的 存在 。 


4. 3-2 类 氢 离 子 


在 $1.5 中 已 经 介绍 过 ,类 和 氢 离 子 ( 例 如 He” Li 、Be 
等 ) 核 外 只 有 一 个 电子 ,这 同 于 氨 原 子 ,但 核 的 电荷 数 Z 大 于 1, 核 
的 质量 数 4 也 大 于 1, 这 又 不 同 于 所 原子 。 

因而 ,类 和 氧 离子 内 质量 取 为 相应 折合 质量 x 的 电子 在 核 的 表 

电 库仑 力 场 中 的 势能 算 符 为 
1 Ze 
(二 一 4zrey 7 
后 续 的 讨论 类 同 于 对 氢 原 子 的 讨论 ,只 是 须 将 有 关 表 示 式 中 的 “ 
代 之 以 Ze’。 其 中 ,注意 到 经 修正 的 玻 尔 半径 a 式 (4. 2-29) 和 精细 


结构 常数 a 式 (4. 2-31) 


(4. 3-1) 


方 
= 9 (4. 3-2) 
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EE 


Aneoh c 


故 在 有 关 表示 式 中 也 要 将 w 代 之 以 芯 , 将 a 代 之 以 Za。 于 是 ,类 
氢 离 子 的 束缚 定 态 的 能 量 表示 式 为 


(4. 3-3) 


pe Ze 
"(4xeo)’2hin? (4rxe)2an? 
=— 1 0, i 一 1 .2 3,… (4. 3-4) 
2 7 
相应 定 态 的 径 问 函数 表示 式 为 
| i 一 1)1 1 
让 {ss na, 的 十 四， ?0 
* exp(— Le Ls (2 -77)， 
nn 二 1,2,3,: {=0,.1,2, ,nC— 1] (4. 3-5) 


上 面 趟 中 ,为 相应 类 氢 离子 内 电子 的 折合 质量 ， 
4. 3-3 ”特殊 的 类 迄 原 子 


表 4. 3-1 中 列 出 了 一 些 特殊 的 类 氧 体系 及 其 几 个 主要 物理 量 
的 值 ,并 将 它们 与 氢 原 子 (pe- ) 作 对 比 。 表 中 所 列 的 物理 量 是 : 折 
合 质量 x( 以 电子 的 质量 m, 为 单位 ) ,原子 在 基态 下 的 半径 a( 以 我 
尔 半 径 ao 为 单位 ) ,原子 在 基态 下 的 电离 能 1( 以 氧 原 子 在 基态 下 
的 电离 能 Is 的 二 倍 一 27. 2 电子 伏特 为 单位 )。 

电子 偶 素 (e+e- ) 由 正 电 子 和 电子 组 成 。 它 是 道 齐 (M. 
Deutsch) 于 1951 年 首先 发 现 的 。 正 电子 e+ 是 电子 e- 的 反 粒 子 ,其 
质量 和 电荷 量 均 与 电子 的 相同 ,但 所 带电 荷 的 符号 为 正 * 这 是 一 个 
不 稳定 的 体系 , 正 负电 子 对 会 很 快 渣 没 转化 成 两 个 或 三 个 光子 ( 事 
实 上 ,所 谓 正 电子 偶 素 , 即 在 总 自 旋 S= 1 的 态 下 ,寿命 是 
1.4X10-7 秒 ,淹没 表现 为 发 射 三 个 光子 ;而 仲 电子 偶 素 , 即 在 总 自 
旋 $=0 的 态 下 ,寿命 是 1. 25X10-8 秒 , 潭 没 转化 成 两 个 光子 。)。 
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通过 对 电子 偶 素 能 级 的 精细 结构 的 研究 ,可 以 探求 正 电子 与 电子 
之 间 的 电磁 相互 作用 和 正 反 粒子 对 漆 没 相互 作用 。 


表 4.3-1 


原子 在 基态 下 
合 
0. 5 


一 5. 4X10™ 
4.2X107™: 


二 1.1X10™ 


子 素 CPe ) 由 上 子 和 电子 组 成 。 它 是 休 斯 (V. 双 .Hugbes) 
于 1960 年 首先 发 现 的 。y* 子 的 质量 M+ 约 为 电子 质量 mx. 的 207 
们 ,所 带电 荷 与 正 电 子 的 相同 ; 它 的 平均 寿命 很 短 , 约 为 2. 2X10” 
秒 , 会 自发 地 衰变 成 正 电 子 。y " 子 和 电子 没有 淹没 现象 发 生 。 研究 
& 子 素 能 级 的 超 精细 结构 ,可 以 探求 性 子 与 电子 之 间 的 相互 作 
用 ; 通过 对 这 种 原子 光谱 的 超 精细 结构 的 测量 , 还 得 到 了 精细 结构 
常数 a 式 (4. 2-31) 的 精确 数据 。 

4 子 原子 (px ) 由 质子 和 4p 子 组 成 [或 一 般 地 说 ,由 电荷 数 为 
Z 的 核 N 和 4 子 组 成 , 记 为 (Np )j。 它 是 惠 勒 (J. A. Wheeler) 于 
1953 年 首次 获得 的 。4” 子 的 质量 Ms 207mz, 所 带电 傈 与 电子 的 
相同 ,平均 寿命 r**2.2X10-* 秒 。# 子 原子 在 基态 下 的 半径 极 小 ， 
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由 式 (4. 2-29) 可 知 (ppk- ) 原子 在 基态 下 的 半径 为 
m。 1836 十 207 


她 
dO 二 adv 


x° 1836 X 207 
这 表明 ,py - 子 在 4 子 原子 内 的 位 置 几率 分 布 平均 地 说 极其 靠近 
核 ; 并且 , 如果 计 及 原子 核 的 有 限 体 积 效应 (不 再 将 核 视 为 一 个 质 
点 ), 则 gp 子 有 一 定 的 几率 出 现在 核 内 。 因 此 ,rp 子 原子 的 能 级 很 
敏感 地 依赖 于 核 内 电荷 密度 的 分 布 、 核 磁 抢 在 核 内 的 分 布 和 核电 
四 极 抢 的 形变 等 ,六 子 在 & 子 原子 内 是 探测 核 的 良好 探 针 ”。 

组 成 以 上 类 和 氨 体 系 的 正 、 负 电子 和 正 、 负 y 子 统称 为 轻 子 , 它 
们 是 不 参与 强 相 互 作用 的 费 米子 。 下 面 的 类 和 氢 体 系 则 是 全 由 所 请 
强 子 组 成 。 

rx 介子 原子 (pr ) 由 质子 和 x- 介子 组 成 [或 一 般 地 说 ,由 电荷 
数 为 Z 的 核 N 和 * 介子 组 成 , 记 为 (Nx-)]。* 介子 的 质量 M.- 
二 273m.， 所 带电 荷 与 电子 的 相同 ,平均 寿命 rz2. 6X 10-* 秒 。 

反 质 子 原 子 (pp) 由 质子 和 反 质 子 组 成 [或 一 般 地 说 ,由 电荷 
数 为 2 的 核 N 和 反 质 子 p 组 成 , 记 为 (Np)jJ。 反 质子 是 质子 的 反 
粒子 ,两 者 的 质量 和 电荷 量 均 相 同 , 但 所 带电 荷 的 正 负 号 相反 。 反 
质子 原子 (pp) 的 平均 寿命 很 短 , 比 电 子 偶 素 相应 的 寿命 要 小 三 个 
数量 级 以 上 。 

此 外 ,还 有 介子 原子 (pK )、> 超 子 原子 (p>7 ) 等 等 。 组 成 
上 述 类 氧 体系 的 基本 粒子 x-.K- 等 称 为 介子 ,遵从 玻 色 统计 ; 基 
本 粒子 p.P、> 等 称 为 重子 ,遵从 费 密 统计 。 这 两 类 粒子 统称 为 强 
子 , 它 们 参与 强 相 互 作用 ,由 一 个 原子 核 和 一 个 带 负 电荷 的 强 子 组 
成 的 类 氨 体 系统 称 为 强 子 原 子 。 所 有 这 些 强 子 原 子 都 是 不 稳定 的 ， 
寿命 很 短 , 不 过 ,应 用 现代 实验 技术 已 经 能 够 观测 到 这 些 特殊 原子 
的 一 部 分 光谱 线 。 必 须 指 出 ,因为 强 子 与 原子 核 之 间 主 要 通过 强 作 
用 相 联 系 , 故 上 一 节 所 述 氧 原子 的 理论 (其 前 提 是 电子 与 核 仅 以 静 
电 库 仑 场 作用 相 联系 ) 原 则 上 不 适用 于 强 子 原子 , 表 4. 3-1 中 列 出 
的 (pr )、CPP) 体 系 的 半径 a 和 电离 能 7 的 值 只 能 认为 是 极 粗略 
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Qo = 5.4 Xx 10 Ta, 


的 估计 。 不 过 ,由 于 强 相互 作用 是 短程 作用 ,对 于 强 子 原子 的 激发 
态 , 特 别 是 /天 0 的 态 ( 在 :和 0 的 态 下 原子 内 的 强 子 在 核 邻 近 出 现 
的 几率 很 小 ) ,仍然 可 以 应 用 上 一 节 所 述 的 所 原子 理论 。 控 此 , 测量 
x 介子 原子 的 光谱 , 曾 得 到 r 介子 质量 的 精确 值 。 


4.3-4 里 德 但 尿 子 


原子 (或 离子 ) 内 如 果 有 一 个 电子 处 于 主 量子 数 很 高 的 定 
态 , 则 称 这 个 电子 (或 者 说 原子 ) 处 于 里 德 伯 态 , 这 样 高 激发 的 原子 
就 称 为 里 德 伯 原子 。 现 今 , 借 助 于 射电 天 文 方 法 已 经 在 星际 空间 中 
观测 到 ” 非常 高 的 里 德 伯 原子 ,孤立 的 里 德 伯 原 子 首 次 就 是 于 
1965 年 在 星际 空间 中 发 现 的 。 在 实验 室 中 ,采用 罕 束 可 调 激光 从 
也 已 经 能 够 研究 里 德 伯 原子 ,已 经 制备 出 和 研究 了 ”10 一 500 的 
里 德 伯 原子 。 原 子 内 处 于 高 激发 态 的 这 一 个 电子 面 对 的 是 由 原子 
核 及 核 外 其 余 所 有 电子 组 成 的 核心 ,中 性 原子 的 核心 的 滔 余 电 葆 
为 十 e, 与 毛 原 子 的 核 所 带电 荷 相间 ;原子 核心 以 外 处 于 里 德 但 态 
的 电子 在 原子 内 的 坐标 取 值 几率 径 向 分 布 的 最 可 几 半 径 [ 见 式 
(4. 2-54)] 和 径 向 坐标 的 期 望 值 [ 见 式 (4. 2-56)j 都 很 大 (om), 表 
明 这 个 电子 不 会 太 靠 近 原子 核心 , 故 核心 对 它 的 作用 近似 相当 于 
一 个 点 电荷 :这样 , 里 德 伯 原子 就 很 像 高 激发 的 类 氧 原子 。 

原子 处 于 里 德 伯 态 与 处 于 基态 相 比 ,有 不 同 的 特征 .对 于 氢 原 
子 来 说 , 见 表 4. 3-2。 

由 表 中 看 出 ,里 德 伯 原子 具有 不 平常 的 性 质 , 它 的 大 小 按 原 子 
尺度 来 看 是 巨大 的 ,现今 已 知 的 里 德 伯 原子 的 直径 达到 10” 宫 
米 , 是 基态 原子 的 上 十 万 们 ,可 与 细菌 的 尺度 相 比 ; 因 而 ,有 极 大 的 
几何 截面 。 它 的 相 邻 能 级 的 间距 很 小 , 有 AEco 坊 , 故 原子 能 级 之 
间 跃 迁 所 发 射 光 的 波长 在 远 红外 或 微波 区 域 。 这 一 方面 要 求实 验 
仪器 具有 极 高 的 分 辨 本 领 , 另 一 方面 也 带 来 一 些 新 的 现象 .原子 的 
寿命 + 相对 地 说 非常 长 (可 以 论证 ,粗略 地 说 当 = 之 字 1 有 
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rcon”), 可 以 达到 1 秒 以 上 (而 原子 在 低 激发 态 的 平均 寿命 约 为 
10 ” 秒 ) ,原子 的 结合 能 很 小 ,因而 对 外 电 人 磁场 的 影响 很 敏感 ,例如 
借助 于 相对 弱 的 电场 就 可 以 使 原子 强烈 地 极 化 , 芯 至 电离 。 


表 4. 3-2 
玻 尔 半径 ( 米 ) anniao a =5.3X10 4,8X10- 
, 9 = Xa: , 
几何 截面 ( 米 ”) , 8.8X1073 7. 1 X1071 
nxas 
结合 能 (电子 伏特 ) T= /nn 太一 13.6 ].51X107: 
， 27 
相 邻 能 级 间距 4 全 一 ， 
zh | 1].0X 107™5 
(电子 伏特 ) (n> 全 |) 
平均 寿命 (种 oon 
和 = (和 有 和 上) 1 
| (n>>>1) 


现今 ,在 射电 天 文学 、 等 离子 体 物理 和 激光 物理 等 领域 中 ,对 
里 德 介 原子 的 研究 已 受到 越 来 越 多 的 重视 。 


3 4.4” 优 金属 原子 


在 $1.5 中 介绍 过 : 碱 金属 原子 是 一 类 多 电子 原子 ;但 中 性 原 
子 可 以 看 作 是 由 一 个 稳固 的 原子 实 和 其 外 围 的 一 个 价 电 子 组 成 的 
体系 ,而 原子 实则 由 原子 核 和 原子 内 层 的 Z 一 1 个 电子 组 成 。 这 
里 ,只 限于 讨论 碱 金属 原子 内 部 价 电子 的 运动 .原子 内 , 价 电子 (其 
质量 取 为 折合 质量 ) 是 在 原子 实 的 静电 场 中 运动 , 价 电子 所 处 的 势 
场 是 


LA 


V0 -2+ (4. 4-1) 
式 中 Z 是 所 讨论 碱 金属 元 素 原子 的 核电 荷 数 ,Z 一 1 是 原子 实 内 的 
电子 数 ,r; 是 原子 实 内 第 j 个 电子 的 坐标 。 现 在 ,近似 地 用 一 个 平 
罗 势 场 (7) 将 代 原子 实 内 共 Z 一 1 个 电子 给 价 电子 提供 的 扫 
另 工 1 ,并 且 ,再 假定 这 个 平均 势 场 是 中 心 场 wr)。 这 
内 ,就 近似 地 认为 原子 实 提 供 的 势 声 时 中 心 


V(r) 三 一 十 u(r) (4. 4-2) 


人 


但 是 与 氨 原 子 的 情况 有 所 不 同 ， 
碱 金 属 原子 的 原子 实 不 能 如 同 氢 

”原子 的 核 那 样 视 为 一 个 质点 , 因 
而 原子 实 提供 的 中 心静 电势 场 不 
是 点 电荷 的 库仑 场 一 一 价 电 子 有 
在 原子 实 内 出 现 的 可 能 性 。 


4.4-1 原子 实 的 势 场 
原子 实 的 中 心静 电势 场 可 以 
写 为 如 下 形式 


VCO) 二 一 Z(r)e’ 


4Aeor 


> 


ll<Z(r) 二 L0， 
Z 当 r 一 0 
1， 7 一 oo 
(4. 4-3) 
人 二 | 式 中 ,Z(r) 随 + 增 大 而 单调 减 小 ， 
反映 出 原子 实 中 的 电子 对 原子 核 
的 电荷 屏蔽 效应 。 图 4. 4-1 给 出 了 VC) 随 7 变化 的 示意 图 。 


下 面 ,进一步 来 探求 Z(r) 的 表示 式 。 如 果 利 用 原子 实 内 的 
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Z (r) 一 


图 4. 4-1 碱 金属 原子 内 原子 实 


4 一 1 个 电子 的 密度 分 布 隧 数 , 并 且 设 它 相 对 于 坐标 原点 具有 球 对 
称 性 , 记 为 D(r), 有 


| DeD4rrzdr 一 一 1 (4. 4-4) 
0 
则 原子 实 的 势 场 可 表示 为 
ver = Ze; | (— ej :Dr' J)Anr' dr!’ 
47rEor 0 47rEor 
下 | 《一 e)* Dr )Anr “dr 
r 47eor 
22 
~ dneor 
| (一 e) DCr ) 1 _ 1 124 1 
| ee ( 7 7 )4dnr' “dr (4.4-5) 


式 中 后 一 步 用 到 式 (4. 4-4)。 对 比 式 (4. 4-3) ,得 
Z(r) =2 一 [| por )47rr dr 


十 | per ) Axr! :dr | 
; r 
一 ] 十 | per )(] 一 dar “dr! (4. 4-6) 


只 要 已 知足 够 精确 的 D(r), 由 上 式 就 可 以 得 到 Zlr), 因 而 得 出 原 
子 实 的 势 场 V(r) 式 (4. 4-3)。 原子 实 内 的 电子 密度 分 布 函 数 D(C7) 
可 以 由 多 电子 原子 的 量子 理论 应 用 近似 方法 (例如 托马斯 - 费 密 统 
计 方 法 ) 求 出 ,详细 的 讨论 这 里 暂且 从 上 略 。 


4. 4-2 原子 束缚 定 态 的 能 级 


碱 金属 原子 内 价 电子 所 处 的 势 场 V(r) 式 (4. 4-5) 与 氢 原 子 内 
电子 所 处 的 努 场 相 比 多 出 了 一 项 


+ + ) 2 
-在 | Dlr! ) (= 地)4mr dr 


这 一 项 最 然 也 有 球 对 称 性 ,但 是 表明 下 金属 原子 内 价 电子 所 处 
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势 场 不 是 库仑 场 。 因 此 , 价 电 子 的 能 级 不 仅 由 主 量子 数 n 确定 ,与 
角 量 于 数 ! 也 有 关 , 只 对 磁 量 子 数 m 简 并 , 记 为 Ew。 

男 一 方面 , 碱 金属 原子 内 原子 实 的 势 场 VY(r) 式 (4. 4-3) 与 氧 
原子 内 核 的 势 场 对 比 形 式 上 又 有 相似 之 处 , 故 表 观 上 可 以 将 碱 金 
属 原子 内 价 电子 束缚 定 态 的 能 级 写成 与 所 原子 束缚 定 态 的 能 级 式 
(4. 2-28) 相 似 的 表示 形式 


E,, -一 


et 


(hreo) 2h2n"? 
式 中 n' 称 为 有 效 主 量 子 数 。 由 于 2Z(7) 之 1, 碱 金属 原子 的 能 级 Ex 
应 当 比 氧 原子 相应 的 能 级 E, 要 低 , 故 4" <n。Z(7) 是 径 向 坐标 7 
的 函数 , 故 z… 应 由 两 个 量子 数 ， 和 4/ 确定 ,因此 ,有 效 主 量子 数 n" 
可 以 写 为 


(4. 4-7) 


n* 二 nC— A(n), A(n)>>0 (4. 4-8) 
式 中 A (nn) 就 是 量子 数 亏 损 。 对 应 于 1 二 0,1,2,…, 记 把 为 A,,A,， 
A4,Ay，…, 它 们 事实 上 在 很 大 程度 上 与 主 量子 数 无 关 。 原 则 上 ， 
厂 己 知 原 子 实 的 势 场 V(r), 求 解 相 应 的 径 同 方程 式 (4. 1-11) ,就 
能 够 得 到 碱 金 属 原 子 内 价 电子 诸 束缚 定 态 的 能 级 Ew 式 (4. 4-7) 及 
其 相应 的 量子 数 亏 损 和)。 这 里 只 可 能 作 一 些 定性 的 分 析 。 
从 对 氧 原 子 的 讨论 中 得 知 , 只 有 s 态 ( 二 0) 的 径 向 函数 Rol7) 
在 + 二 0 处 不 为 零 , 而 ! 关 0 态 的 径 向 函数 在 r==0 点 附近 有 Rw (C7) 
~rr。 由 此 可 以 判断 , 碱 金属 原子 内 的 价 电 子 在 ! 全 小 的 态 下 会 愈 
和 罪 近 原子 核 , 所 受到 原子 核 的 势 场 作用 就 人 鳃 少 地 被 原子 实 内 的 电 
子 屏 珊 。 因 而 ,对 于 一 种 碱 金属 元 素 的 原子 来 说 , 若 固 定 主 量子 数 
,量子 数 亏损 4 随 角 量子 数 / 的 增 大 而 减 小 ,相应 的 能 级 Ei 则 随 
/的 增 大 而 增高 。 男 外 ,对 比 不 同 碱 金属 元 率 的 原子 ,从 锂 原子 到 
久 原 子 , 它 们 相应 的 量子 数 亏 损 A(n) 随 着 原子 核 的 电 答 数 Z 的 
增加 而 增 大 。 表 4. 4-1 和 表 4. 4-2 分 别 列 出 了 猩 原子 和 钠 原 子 能 
级 的 量子 数 亏 损 A(x) 的 实验 测定 值 。 : 
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1 0.040 0.044 0. 046 .0,046 0.045 WU 046 
2 一 0. 001 0. 001 0.000 ”一 0.001 .000 
3 一 -一 0. 000 一 0. 004 

表 4. 4-2 钠 原 子 能 级 的 量子 数 亏损 Ai(n) 
0 1. 373 1. 357 1. 352 1. 349 1]. 348 1.351 
i 0. 883 0.867 0Q. $62 OQ. 859 0.858 Q.857 
2 0. 010 0.011 0.013 00.011 0. 009 0.013 


3 一 0.000 一 0001 一 0.008 一 0.012 一 0.015 


图 4. 4-2 是 钠 原 子 的 能 级 图 ,图 中 示 出 了 产生 主线 系 、 第 一 、 
二 辅 线 系 和 柏 格 受 线 系 中 一 部 分 最 长 波长 谱 线 的 既 迁 , 波 长 以 和 
为 单位 。 

碱 金属 原子 内 价 电 子 束缚 定 态 的 能 级 已 , 式 (4.4-7) 和 式 
(4. 4-8) 可 以 换 成 另 一 种 等 效 的 形式 来 表示 。 记 


i 


n 一 7 (4. 4-9) 
则 五, 式 (4. 4-7) 可 写成 
、 Lpe: 
FE 一 (dre,) :2F2n2 (4. 4-10) 


式 中 是 主 量子 数 ,Z “是 原子 实 的 平均 有 效 电荷 数 。 由 于 n* 去 六 
故 2'1, 比 原子 实 的 净 余 正 电 荷 数 1 要 大 。 并 且 ,Z' 与 价 电子 定 
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EleV) 
5. 14 
5.0 7 jf  - 
7p 一 一 2 二 7 
2 三 4 
1 一 
n=4 
4. 0 
n=3 
3.0— 
?2.0 
1.0 
5 
0 
图 4. 4-2 钠 原 子 的 能 级 图 ， 
图 中 示 出 了 原子 能 级 之 间 某 些 允 许 (AL= 土 1) 的 跃迁 
态 的 量子 数 关 和 /上 有关。 


按 上 面 的 讨论 所 取 的 近似 , 碱 金 属 原子 内 的 价 电子 采用 独立 
粒子 模型 ,并 且 它 所 处 的 势 场 取 为 中 心 场 , 可 以 得 到 碱 金 属 原子 束 
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缚 定 态 的 能 级 和 波 函 数 的 相当 好 的 结果 。 关 键 就 是 要 预先 给 出 碱 
金属 原子 内 原子 实 对 价 电子 提供 的 平均 中 心 势 场 Y (的 最 佳 表 
示 式 。 有 几 种 不 同 的 近似 方法 (例如 ,还 有 哈 特 利 - 福 克 自 洽 场 方法 
等 ) 可 以 探求 这 个 平均 势 场 ,这 里 暂且 不 作 氢 述 。 因 而 ,这 里 也 无 法 
明确 地 给 出 碱 金属 原子 束缚 定 态 的 能 级 Ew 及 其 相应 的 量子 数 亏 
损 A1(n) 的 具体 表示 式 ， 

例 4.4-1 将 碱 金属 原子 内 原子 实 的 中 心 势 场 V(r) 式 
(4, 4-5) 粗 赂 地 具体 假设 为 


2 2 
e eu 
V(r) 一 - 


~ 4xeor dneor? 
式 中 :ax 是 经 修正 的 玻 尔 半径 式 (4. 2-29) ;0 二 4 之 < 之 1， "并 且 4 随 不 
同 碱 金属 元 素 原 子 的 核电 荷 数 Z 的 增加 而 增 大 。 记 和 他 一 A, 代 入 
方程 式 (4. 1-11), 有 

1 d, ,dR(r) 2pr ,0 

六 (和 [E+ 太 7] 


r < 4neor 


(4. 4-11) 


4ne, 


一 二 [ 一 2 十 1C 二 D | }Rcr) =0 (4.4-12) 


r 


记 方 程 中 
— 2 + 二 DD=0( 十 1 (4. 4-13) 
解 得 
,1[ | 1 
/ | (2 +1: BA 1|= /4 (4. 4-14) 
其 中 ,! 是 角 量 子 数 ， 
A~ 2 4 
DR 1 (4 4-15) 
Tz 


将 式 (4. 4-13) 代 回 方程 式 (4. 4-12) ,有 
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eH 
六 re” dr 下 (2 (E+ dne 7 
1' 0 寺 D RG) = 0 (4. 4-16) 


对 照 氧 原子 的 径 向 方程 式 (4.2-14) 及 方程 中 能 级 EE 的 式 
(4. 2-26)， 可 知 上 面 方程 式 (4. 4-16) 中 能 级 5 的 表示 式 为 
pe- 


Care) ohin, TF7 4 1Y: 


4 


下 二 
(4neo) 2hi(n 一 A) 
式 中 ,用 到 式 (4. 4-14) 和 式 (4.2-27) ,A 由 式 (4, 4-15) 所 示 。 可 以 
看 出 ,量子 数 亏 损 4 大 于 零 ,并 且 随 角 量子 数 : 的 增 大 而 减 小 。 自 
然 ,定量 的 结果 是 非常 粗粮 的 。 / 
例 4. 4-2 中 国 科学 院 武汉 物理 研究 所 在 对 碱 金属 原子 里 德 
伯 态 的 研究 中 ,1990 年 提出 将 价 电子 所 处 原子 实 的 努 场 写 为 
Zr)e’ 


4neor 


(4. 4-17) 


V(r) = 

e? X! 7 
Tl + Gy (r+ 6) 
式 中 XX 、7'、é' .6' 是 依赖 于 价 电 子 所 处 定 态 的 待定 参量 。 价 电子 
的 束缚 乍 态 波 图 数 是 


十 | (4. 4-18) 


Pun CT) = RrOY sO,$) (4. 4-19) 
其 中 径 同 消 数 写 为 
Rlr) = Nae M(Br) CBr 十 6 人 Cgr 十 5 SY a (pr 
(4. 4-20) 


式 中 一 一 yA , 必 二 Be' 。 将 V(r) 式 (4.4-18) 和 

Rul(r) 式 (4.4-20) 代 入 径 向 方程 式 (4. 1-11) ,并且 要 求 径 闪 函数 

Ruw(r) 满 足 波 函数 的 三 个 标准 条 件 ( 特 别 指 有 限 性 条 件 ), 可 以 得 

到 天 于 xX 7 ‘6 6 tu 利 Qi、vQz、"”、4n-411l 的 共 6 十 (2 一 /一 1) 个 
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联 立方 程 ( 取 ao=1)。 这 样 ,对 于 所 讨论 碱 金属 元 素 原 子 内 价 电子 
的 一 个 确定 的 定 态 pw Cr) ,只 需 以 这 种 碱 金 属 元 素 原 子 的 量子 数 
亏损 Ai(n) 作 为 唯一 的 输入 参数 ,就 可 以 完全 确定 原子 实 的 势 场 V 
《r) 式 (4.4-18) 并 且 求 得 价 电 子 这 个 定 态 的 径 向 函数 Ru (7) 式 
(4. 4-20)。 而 一 当 得 出 碱 金属 原子 的 价 电子 束缚 定 态 波 项 数 的 解 
析 表 示 趟 ,又 可 以 计算 振子 强度 和 跃迁 几率 、 辐 射 寿命 以 及 电极 化 
率 等 有 关 物 理 量 ， 


习 十 


4-1 放声 V OD 中 的 经 典 和 人 人 扩 本 数 为 1 加 Bm 3 


7 
V(r) ,其 中 p= 一 r* p。 当 过 渡 到 量子 力学 中 ,p. 要 换 为 
户 一 了 [六 十 or] 
证 明 : 
(在 坐标 表象 , 户 = 一 :有 (二 十 一 )， 
(2)p; 是 厄 密 算 符 : 
(3)[7， 户 = 一下。 
4-2 粒子 在 中 心力 场 沾 (中 运动 处 于 束缚 定 态 录 mGr) 下 , 试 证 明 粒 子 
在 原点 Cr 一 0 点 ) 的 坐标 几率 密度 有 关系 式 


Pr tm Tr) CV)y, hm (r)dr 


CO 一 5 | 


_ | ntm CF) 所 ytr)dr 


4-3 一 个 质量 为 x 的 粒子 被 限制 在 半径 为 -二 a 和 +==6 的 两 个 不 可 穿 
透 同 心 球面 之 间 运 动 ,不 存在 其 它 势 。 求 粒子 基态 的 能 量 和 妇 一 化 波 卫 数 。 
7 
党 :x= op (bp— ay?. 
l 2 1 . Ax{(r—a) 
fT par si pa 
4-4 ”采用 球 极 坐标 系 求解 三 维 各 向 同性 谐振 子 [V (7) 一 Kx] 的 能 级 


和 相应 的 定 态 波 蝴 数 ,并 确定 体系 能 级 的 位 并 度 和 定 态 的 宇 称 ， 
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答 : ,== (十 廊 )hw， n=0,1,2,3,.， 
能 级 E, 的 简 并 度 为 万 Cn 十 1) (n 十 2), 与 能 量 E, 相应 的 诸 定 态 的 字 称 均 为 
(—1)" z : 

4-5 ” 求 粒子 在 球 6 势 阱 VG)= 一 Uo6(r 一 a) 中 运动 的 束缚 能 级 及 相应 


的 定 态 波 函 数 。 在 什么 条 件 下 ,体系 才 存 在 束缚 能 级 ? 
答 : 体 系 束缚 能 量 E,,,( 二 0) 满 足 的 方程 为 


塘 ? 
Lira (POR Pa) = sa {=0,1,2,3,*: 
将 满足 此 式 的 第 ;个 8 值 记 为 B15, 则 
让 
Er/ =— gp l= 0,1,2,.: 


式 中 Fe 和 Kex 分 别 为 ! 十 过 阶 的 第 一 类 和 第 二 类 变型 贝 塞 尔 函 数 ， 


下 
相应 的 定 态 波 画 数 为 
lirw Ch 7) z 
1 Yn (CDD， < a 
/rr 
时 mn ,0， ) 一 
网 a 9? 人 Cry 8 中 ~ 
mt 3 多 r 好 
Mr z 
束缚 能 级 数目 N 满足 条 件 
pUoa 1 peU oa 了 
5 一方 <<N<< 仁 基 十 了 
0， p<a 、 _ 
4-6 粒子 在 二 维 无 限 深 园 势 阱 Y(P)= | -，“，。 。 中 运动 , 束 体 系 的 
能 级 和 相应 的 定 态 波 函 数 。 
2 m2 
答 ;En =- ， 二 1 2 3，…， 1 = 一 0, 士 1, 士 2…， anim| 是 贝 塞 尔 


肖 数 in1(z) 的 第 n 个 根 ; 


Jn,P) 一 NJ wml p] yz <a 


XA 


2 页 
例 : 五 io 一 2. 88 2 ,下 1 一 7.33 ai 


4-7 采用 平面 极 坐标 系 , 求 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 能 级 和 定 态 波 函 数 ， 
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再 讨论 能 级 简 并 度 。 

管 :万 ,二 (nz 十 1) 六 oo， 2 一 0,1;2,3，; 已 ,的 简 并 度 为 (2 十 1) 

4-8 ”粒子 在 二 维 6 热潮 VO) 二 一 Uo6(p 一 a) 中 运动 , (Uo 这 0), 求 体系 
的 束缚 能 级 。 

答 : 能 量 ,mj 满足 方程 


真 : 
maalml) 天 《anlml) 一 Da 
式 中 人 | 《zz) 和 K Imi (z) 分 别 是 第 一 、 二 类 变型 贝 塞 尔 上 因数 ,aninl 一 
~ — 2pE, jm 


4-9 ”粒子 在 二 维 势 场 V(p)= 一 二 中 运动 (>0), 求 体系 束缚 能 级 及 能 
级 简 并 度 。 再 与 三 维 库仑 场 V(r)= 一 过 情况 作 比较 。 


2 . 
答 : 忆 一 一 一 一 熏 一 一 ， n=}],2,3,"; E, 的 简 并 度 为 (2n 一 1) 
2 丰 (一 本 ) 


4-10” 试 求 类 氧 离子 在 定 态 un(r) 下 , 径 向 坐标 ~ 的 次 里 的 期 望 值 7 
[ 取 &>> 一 (2 十 3)]， 
提示 ;由 方程 式 (4. 2-18), 乘 以 2" 导 一 -Hu, 青 对 p 积分 ,并 作 数 次 
分 部 积分 ,可 以 得 到 递 推 公式 
“1 严 一 (2 十 1 用 


+ E217 一 如 | 多) = 
4 pA 
式 中 ao 是 玻 尔 半径 。 于 是 有 : 
= 去 |[ 革 ] 
nt Un 
到 = 一 一 1 [| 
nl 二 二 ) 
2 
=- 
ml 十 寺 )C 十 了) a 
一 一 312 一 CE 1) [二 上 
2050 一 工 )1U 十 工 )(L 二 DC) 9 
2 2 3 


2Z33 


> EE 


7 一 |5 一 一 1 名) 
2 1 Z 


4-11 设 氢 原子 处 于 基态 , 求 : 
1) 电子 处 于 经 典 不 允许 区 (一 (rr)<0) 的 几率 ; 
” (2) 电 子 处 于 质子 所 占 体积 内 的 几率 (质子 半径 取 10 35 米 )。 
答 ;(1) 电 子 经 典 不 允许 区 为 r 守 246 区域, 几率 等 于 1]3e-4- 0.238; 
(2) 几率 约 为 10 
4-12 试 求 一 个 带电 粒子 进 人 基态 类 和 氢 离 子 内 所 感受 到 的 有 效 电 势 。 
符 ;gr) = 一作 一 1)e e | 二] ee 


47rEor 4reo ao rr 

4-13 试 求 氧 原子 在 基态 下 电子 动量 的 几率 分 布 函数 。 
，5 2 
答 :1C(P)124xbzdp 一 党 | 二 | A 
| 0 | [pr 二 二 
4-14 ”类 和 氢 离 子 处 于 定 态 wm(r) 下 , 试 求 由 电子 运动 在 原子 中 心 处 产生 
的 磁场 。 

答 :由 式 (4. 2-60) 及 dB= Asmn cdr, 得 
1 


© 


B =|d8 = 一 名 17 方 
4 大 
oh m [三 ] 
4 do 


na1C 十 村)(CL 十 了 


_ zi 
12.53 73570 十 W)C 二 1 特 斯 拉 


4-15 ”应 用 费 曼 - 海 尔 上 坚定 理 计 算 : 

(1) 类 和 氨 离 子 ; 

(2) 三 维 各 向 同性 谐振 子 在 定 态 yn (7r) 下 的 势能 、 离 心 势能 和 径 向 动能 
期 望 值 。 


Ze lz _ 
答 ,; (1)V (7) 二 Aneo ne ao E,,， 
LIL? Ut+1) 


2 nd 


p; -| 一 
n+ ” 
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《2 )WY Cr) 一 二 n+ 记 兰 %， 


ZLC 十 1)， 

ori 2 十 1 ， 
P| 3 A 
214 2 2 《十 声 


4-16 超重 气 原 子 处 于 基态 。 设 质 核 突然 发 生 A 亮 变 而 变 成 了 He 核 。 
试 求 发 生 衰变 后 瞬间 ,He 离子 处 于 : 


(1)1s 态 

(2)2s 态 

(3X 关 0 的 任 一 态 
的 几率 。 


答 :(1)0.702,(2)0.25,(3)0 

4-17 写 出 电子 偶 素 的 能 级 表示 式 。 求 出 电子 偶 素 由 ?一 2 能 级 跃迁 到 
二 1 能 级 所 发 射 光子 的 波长 。 

答 :2430A 

4-18 分 别 求 出 g 子 原子 px }) 和 (dp ) 的 电离 能 。 

和 仿 ,2530eV ,2665eV 


第 五 章 ” 态 和 力学 量 的 表 和 而 万 去 


在 前 述 中 , 用 来 描述 体系 量子 态 的 波 函数 是 以 坐标 算 符 的 本 
征 值 作为 自 变量 的 函数 ,表示 力学 量 则 是 用 相应 的 作用 于 坐标 函 
数 的 算 符 其 实 ,量子 力学 中 体系 量子 态 和 力学 量 的 具体 表示 方式 
并 不 是 唯一 的 。 描 述 量子 态 的 波 函 数 作为 相应 景 伯 特 空间 中 的 矢 
量 ,可 以 是 坐标 算 符 的 本 征 值 的 函数 ,也 可 以 是 用 动量 算 符 的 本 征 
值 作为 自 变量 的 函数 ,还 可 以 是 用 其 它 力学 量 算 符 的 本 征 值 作为 
自 变量 的 函数 (或 因 变量 的 集合 ) ;力学 量 则 相应 地 用 作用 于 这 种 
函数 的 算 符 来 表示 。 这 正如 在 三 维 欧 几 里 德 位 矢 空间 中 ,一 个 位 矢 
可 以 表示 为 在 一 个 直角 坐标 系 基 矢 组 (i,j,k) 下 的 分 量 集合 
(z,y,z}, 也 可 以 表示 为 在 另 一 个 直角 坐标 系 基 矢 组 (i' ,j,k' ) 下 
的 分 量 集合 {z' ,y ,z' } ,甚至 还 可 以 表示 为 在 其 它 各 种 坐标 系 基 
矢 组 下 的 分 量 集合 。 量 子 态 的 态 矢量 和 力学 量 的 算 符 这 样 具体 地 
采用 了 某 自 变量 的 表示 方式 称 为 采用 表象 的 表示 。 采 用 不 同 的 力 
学 量 算 符 的 本 征 值 作为 自 变量 ,就 称 采用 了 不 同 的 表象 .以 上 几 章 
中 都 是 采用 了 坐标 表象 .采用 不 同 的 表象 ,同一 个 量子 态 的 波 函 数 
的 形式 是 不 相同 的 ,同一 个 力学 量 的 算 符 的 形式 也 不 相同 。 不 过 ， 
波 函 数 和 算 符 在 量子 力学 中 分 别 只 是 描述 量子 态 和 表示 力学 量 的 
数学 量 ,本 身 并 没有 直接 的 物理 意义 ,它们 有 怎样 的 表示 形式 无 关 
重要 ,重要 的 是 采用 不 同 的 表象 所 表述 出 体系 的 任 一 物理 上 可 观 
测 的 结果 应 是 一 致 的 ,这 称 为 不 同 表象 表示 的 等 价 性 。 由 此 要 求 不 
同 表象 之 间 的 变换 关系 是 线性 么 正 变换 。 

此 外 ,量子 态 的 态 矢量 还 可 以 不 用 自 变量 .而 以 抽象 的 形式 
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一 一 狄 喇 克 符号 来 表示 。 相 应 地 ,力学 量 F 的 算 符 也 写成 抽象 的 
符号 让 ,这 也 正如 在 三 维 欧 几 里 德 位 矢 空间 中 ,一 个 位 和 拓也 可 以 用 
抽象 的 符号 > 来 标记 。 采 用 抽象 表示 与 采用 表象 表示 所 表述 出 体 
系 的 任 一 物理 上 可 观测 的 量 应 是 相同 的 , 即 抽象 表示 与 表象 表示 
也 应 是 等 价 的 。 

本 章 先 叙述 量子 态 和 力学 量 的 抽象 表示 ;然后 , 由 抽象 表示 应 
用 量子 条 件 引 出 它们 的 表象 表示 ;最 后 ,介绍 各 个 表象 表示 之 间 的 
变换 ,说 明 不 同 表象 的 表示 相互 等 价 . 本 章 所 叙述 的 表象 理论 将 在 
下 一 章 中 直接 应 用 于 表示 电子 的 自 旋 算 符 和 自 旋 态 , 狄 喇 克 符号 
则 将 频繁 地 出 现在 以 后 各 章 中 。 


3 5.1 狄 喇 克 傈 与 


5. 1-1 体系 态 矢量 的 狄 钢 克 付 写 : 石 天 


在 $3.1 中 一 开始 就 说 到 ,一 个 微观 体系 的 所 有 可 能 运动 状 

态 的 波 函 数 的 集合 构成 一 个 定义 在 复数 域 上 的 完备 的 线性 内 积 空 
间 , 这 就 是 一 个 黑 伯 特 空间 ,一般 地 说 它 有 无 限 维 ， 每 一 个 状态 波 
函数 亚 (r,t) 称 为 这 个 空间 中 的 一 个 元 素 或 一 个 矢量 ,通常 称 为 波 
矢量 或 态 拓 量 。 描 述 体系 一 个 在 时 刻 t 的 状态 的 波 消 数 于 (r,t)， 
作为 以 坐标 算 符 r 本 人 人 是 一 组 连续 不 可 数 
的 因 变 数 的 集合 { 秋 (i) 引 , 于 (7;,),…) ,下面 将 会 说 明 , 它 可 以 钢 
为 在 体系 诸 态 矢量 所 张 成 的 黑 伯 特 空间 中 描述 体系 这 个 态 的 抽象 
矢量 在 以 坐标 算 符 r 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 :办 ;作为 基 天 
量 组 的 坐标 系 下 的 分 量 集合 .这 就 是 说 ,体系 的 一 个 运动 状态 也 可 
以 用 相应 的 一 个 没有 县 变量 的 抽象 天 量 (4) 描述 (时 间 : 仅 作为 

参 变量 )。 

按照 狄 喇 克 引 用 的 符号 ,描述 体系 一 个 状态 的 抽象 天 量 用 相 
应 一 个 所 谓 的 右 矢 | 之 来 表示 , 它 也 称 为 琢 矢 。 例 如 ,体系 的 状态 
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4 或 外 8 等 的 态 矢 量 分 别 用 右 矢 |e>、12>> 或 10> |g> 等 来 表 
示 , 时 刻 : 的 状态 用 右 矢 | 表示。 一 个 体系 的 所 有 可 能 运动 状态 
的 右 天 集合 所 张 成 的 黑 伯 特 空间 通常 也 称 为 右 矢 空间 。 


5. 1-2 石 秋 空 间 的 对 偶 空间 中 的 矢量 : 左 矢 


右 天 空间 的 对 偶 空 间 中 的 矢量 ,按照 狄 喇 克 引用 的 符号 为 左 
天 ,也 称 为 刁 矢 ,标记 为 和 | 。 相 对 于 右 矢 空间 来 说 ,其 所 谓 对 偶 空 
加 中 的 一 个 矢量 一 一 一 个 左 矢志 | 实际 上 是 一 个 特殊 的 线性 映射 ， 
外 一 个 线性 泛 函 六, 它 将 右 矢 空间 中 任 一 矢量 映射 到 定义 右 矢 空 
间 的 数 城 纺 上 成 为 相应 的 一 个 数 #4， 
f| 二 = 7， AE€ 0 (5, 1-1) 
有 
jl1L hI2>>)= NI1l>+ hfl2> (5.1-2) 
将 一 个 线性 泛 图 二 记 为 一 个 左 矢 入 1, 这 种 线性 泛 函 的 全 部 集合 
就 构成 所 谓 的 左 天 空间 , 即 相应 右 矢 空间 的 对 偶 空 间 , 互 为 对 侦 的 
空间 有 相同 的 维 数 。 
下 面 给 出 证 明 : 互 为 对 偶 的 右 矢 空间 与 左 矢 空 间 中 的 矢量 有 
一 一 对 应 的 关系, 对 应 于 右 矢 16 二 的 左 矢 4 将 任意 右 拓 |a 才 映 
冉 到 数 域 2 上 成 为 相应 的 一 个 数 各 , 这 个 数 恰好 等 于 右 矢 |6 盖 与 
右 矢 ja 之 的 内 积 
<bla>=h = (60>, la 人 >) (5. 1-3) 
庙 <5bl 是 左 矢 空间 中 的 茶 一 个 左 矢 , 它 作为 一 个 线性 泛 函 fi 将 右 
矢 空间 中 任 一 矢量 | 二 映射 为 数 域 2 上 的 一 个 数 必 , 若 令 这 个 数 
A 等 于 右 矢 空间 中 某 一 右 矢 16 二 与 右 和 撩 la 的 内 积 ,可 以 证 明 这 
个 右 天 189 之 是 唯一 存在 的 。 证 明 如 下 :将 右 矢 j2 之 和 右 矢 |a 二 分 别 
按 右 天 空间 的 任意 一 个 正 交 归 一 化 的 基 矢 量 完备 组 (le 之 } 展开 
5 之 一 2 7 7 le: > 


la 全 一 277uilej > 
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一 方面 ,有 
<bla>= hla>= 27hole,> 


另 一 方面 ,又 有 
(|6>,|a>) = ne >, 2 ,Yle;>) 
i J 


= > me > ,le;>) 
| 


一 > 天 7.j01 一 >》 
19 J 

如 果 满 足 式 (5. 1-3) <bja>>=(18> ,a>>), 则 有 
D7hole;>= 2 V7 


由 于 右 矢 |a> 之 任意 ,其 展开 式 le> = 2》)716) 之 中 诸 展 开 系数 

(7 随 之 任意 ,由 上 式 得 到 
7,; = (fl|e; >)" 

可 见 右 和 失 |6 沁 可 以 写 为 : 

6>= ole>) le> 


它 在 右 矢 空间 中 是 唯一 存在 的 .这 表明 , 若 在 右 矢 空间 中 给 出 一 个 
“ 右 矢 ,就 能 在 其 对 偶 左 矢 空间 中 唯一 地 找到 一 个 左 矢 与 之 对 应 , 满 
足 式 (5. 1-3) 的 对 应 关系 。 这 样 的 一 一 相互 对 应 的 一 个 右 矢 和 一 个 
左 矢 就 称 为 一 对 互 为 共 轿 的 矢量 ,用 同一 个 字符 来 标记 ，。 
容易 证 明 , 右 和 撩 入 1a 放 十 访 158 二 与 左 和 拓 相 过 a 十 如 二 5| 互 为 
共 纯 。 另 外 ,由 式 C5. 1-3) 可 直接 看 出 , 左 矢 对 右 矢 作用 的 代数 运算 
规则 与 两 个 右 矢 的 内 积 的 运算 规则 相同 。 例 如 ,有 
<bla>=<alb>' 
(<b | 过 bl)la>=< ba 二 +<bla> 
<bl(Ala>)=4< bla>, A 为 复数 
<ale>>> 0， ”为 正 实数 ( 设 la > 为 非 零 矢量 ) 
: (5. 1-4) 
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特别 是 ,可 知 态 和 撩 量 | 多 (4) 放 的 归 一 化 条 件 表示 为 
VOYVG) >=1 (5. 1-5) 


5.1-3 算 付 的 表 不 


按照 狄 嘲 死 引用 的 符号 ,一 个 线性 算 符 就 用 相应 一 个 抽象 的 
符号 4 表示 。 它 对 右 矢 空间 中 任 一 右 矢 | 之 作用 的 结果 ,映射 为 这 
个 右 秋 空间 中 相应 的 另 一 右 矢 | 盖 , 记 为 

| 二 =A|> (5. 1-6) 
它 对 右 天 空间 的 对 偶 左 和 天 空间 中 任 一 左 矢 所 | 作用 的 结果 , 为 这 个 
左 天 空间 中 相应 的 另 一 左 矢 二 |, 记 为 

‘< |=< 之 |4 (5. 1-7) 
必须 指出 ,即使 左 矢 <!| 和 右 矢 1 之 是 一 对 共 斩 矢 量 , 而 一 个 线性 
算 符 4 对 左 矢 <5| 作 用 的 结果 二 514 也 不 一 定 与 412>> 共 罗 。 线 
性 算 符 4 对 左 和 撩 <5| 作 用 的 结果 定义 为 满足 下 式 

(<biA)la>=<6(Ala 过) (5. 1-8) 

式 中 1a 二 是 左 矢 <=25| 的 对 偶 右 矢 空间 中 的 任 一 右 矢 。 可见 ,上 式 两 
边 的 括号 可 以 撤去 , 写 为 <b|Ala>>，。 

一 个 线性 算 符 4 对 任 一 个 右 矢 12 之 作用 的 结果 41 之 如 果 与 
另 一 个 线性 算 符 B 对 右 和 撩 12 二 的 共 示 左 矢 <6| 作 用 的 结果 <<518 
为 一 对 互 为 共 斩 的 矢量 , 则 称 这 两 个 线性 算 符 4 和 B 互 为 厄 密 共 
罗 , 记 为 有 一 4 、 4 一 有 。 利 用 式 (5. 1-4)<2|a> 一 <a12>> ,将 
式 中 15 汪 用 15 汪 替代 ,过 5| 用 过 5141+ 替 代 , 就 得 到 线性 算 符 4 
与 其 厄 密 共 斩 算 符 4+ 之 间 的 关系 式 

< 5|4+ la>=<alAlb > (5. 1-9) 
式 中 |a 字 和 12> 之 是 右 矢 空间 中 的 任意 两 个 矢量 。 
一 个 线性 算 符 4 如 果 满 足 条 件 4+ 一 4, 则 称 为 自 罗 算 符 或 厄 
密 算 符 。 由 式 (5. 1-9) 可 知 ,线性 厄 密 算 符 4 满足 关系 式 
<blAla>=<alAlb > (5. 1-10) 
上 式 (5.1-9) 和 和 式 (5.1-10) 与 33.1 中 的 式 (3.1-23) 和 式 
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表示 为 


(3. 1-29) 分 别 是 一 致 的 。§ 3. 2 中 已 经 说 过 ,力学 量 算 符 必须 是 线 
性 厄 密 算 符 。 力 学 量 F 在 体系 一 个 运动 状态 | 歼 (1) 沁 下 的 期 望 值 


FG) =< VIFIVG) > 《5. 1-11) 
其 中 | 更 的 二 设 已 经 归 一 化 , 即 一 腥 () | 亦 () 盖 =1。 上 式 与 式 
(3.2-8) 是 一 致 的 。 对 照 式 (5. 1-10) 可 直接 看 出 ,力学 量 的 期 望 值 
是 实数 。 
除 以 上 所 述 之 外 , 犹 喇 元 还 将 任 一 右 矢 |a 二 与 其 对 侦 空 间 中 
的 任 一 左 和 天 所 中 依次 左右 并 列 ,构成 一 种 线性 算 符 ja 之 <8| 。 它 对 
任意 右 和 撩 1c 二 的 作用 定义 为 : 
(la><=<6b|)lc >= la (< be) (5,1-12) 
意 为 将 右 矢 | 之 投影 到 右 天 | 之 上 ,其 投影 后 的 模 长 等 于 右 矢 
|a>> 模 长 的 [<2|1c>| 倍 。 它 对 任意 左 矢 <<c| 的 作用 定义 为 
<cl(lla><65|)= (<ecla>) 2 (5. 1-13) 
意 为 将 左 和 拓 二 c | 投影 到 左 和 撩 二 5|1 上 ,投影 后 的 模 长 等 于 左 和 拓 <<6| 
模 长 的 | 二 c la 二 1 信 。 因 而 ,1a 二 二 5| 称 为 投影 算 符 , 它 显然 是 线性 
的 ,但 一 般 说 来 不 是 厄 密 的 ,而 有 [请 读者 利用 式 (5. 1-9) 自行 验 
证 ] 
(la><6D)t= Ib><al “ (5.1-14) 


可 见 只 有 la 之 <a| 是 厄 密 算 符 。 通 常 使 用 的 投影 算 符 是 _ 
一 < | (5:1-15) 
其 中 | 之 已 经 归 一 化 : <ala>> 一 1 ， 
或 者 
一 > |a:> <ai|,， 
其 中 诸 |aj> .|a>>、… 已 经 正 交 归 一 化 ; (5. 1-16) 
<alaj>=0; 
于 是 有 
P+=P, P=P (5.1-17) 
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5.1-4 基 矢 量 组 的 正 交 归 一 性 和 完备 性 表 未 式 


基 秋 量 组 的 请 矢量 如 果 分 立 可 数 , 记 为 tle; 二 }, 则 其 正 交 归 
一 性 表示 为 


< ele,;>= 0 (5. 1-18) 
又 ,将 任 一 右 矢 |> 按 此 基 矢量 组 展开 ， 
| 之 = Dnle> (5.1-19) 
骨 用 基 左 和 拓 <ej | 作用 于 上 式 两 边 , 并且 利用 式 (5.1-18) ,就 得 到 
上 式 中 展开 系数 的 表示 式 为 
=<el>, i=1,2,3, (5. 1-20) 


代 回 式 (5. 1-19) ,有 
| 二 = 2 1e>< el > 
注意 到 右 矢 | 之 是 任意 的 , 故 得 到 
>)le><el = 1 (5, 1-21) 
这 是 一 个 算 符 等 式 ,右边 1 是 单位 算 符 ,左边 是 投影 算 符 。 上 式 就 
是 基 矢 量 组 (le; 之} 的 完备 性 表示 式 。 其 含意 是 :由 每 个 基 矢 量 构 
成 的 投影 算 符 |e><e| 之 总 和 等 于 单位 算 符 1 , 即 总 投影 算 
符 >, le 之 <e| 将 空间 中 的 任 一 个 矢量 都 投影 为 该 矢量 本 身 , 表 
明 这 个 基 矢 量 组 所 张 开 的 空间 与 它 所 在 的 空间 重合 , 故 这 个 基 撩 
量 组 是 完备 的 。 
基 矢 量 组 的 诸 矢 量 如 果 连 续 变 化 不 可 数 , 记 为 {1c 之}, 则 其 正 
交 归 一 性 和 完备 性 分 别 表示 为 
<<ele > 二 0(e—e') (5. 1-22) 
和 
jaele ><al -1 (5. 1-23) 


体系 的 任 一 态 矢 量 | 炎 (二 知 用 基 矢 量 组 的 完备 性 表示 式 作 
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用 ,就 意味 着 它 按 这 个 基 和 拓 组 展开 : 
| 这 人) >=1 IO > 


= > W(t) le > (5. 1-24) 


(YO) >= 11Y0) > 
=|dele >< ely0) > 


=|den.0) |e 二 (5,1-25) 


式 中 诸 70)= 之 e:|0) 交 (=1,2,3,…') 或 10.0) 二 之 e104) 守 
(e 连续 可 变 ) 是 展开 系数 。 一 个 力学 量 算 符 下 也 可 以 写成 莽 符 展 
开 形 式 。 将 算 符 了 的 本 征 值 方程 写 为 

FIA>= AN> (5. 1-26) 
其 中 , (4} 是 算 符 下 的 本 征 值 谱 ( 不 失 一 般 性 ,假定 其 本 征 值 谱 完 
全 分 立 ); (1 二 } 是 算 符 下 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 完备 组 ,有 下 列 
关系 式 成 立 : 


< 之 一 加 (5. 1-27) 
2 1%><%| = ] (5. 1-28) 
利用 式 (5. 1-28) 和 式 (5. 1-26)， 这 个 力学 量 算 符 尼 抽 可 以 表示 为 
F=F1 
= 2 FIX > 到 | 
= hI > 太 | (5. 1-29) 


表明 力学 量 算 符 可 以 由 其 本 征 值 谱 和 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 
共同 来 完全 确定 。 
以 上 按照 狄 喇 克 引用 的 符号 ,用 抽象 的 形式 来 表示 体系 的 态 
243 


矢量 和 力学 量 算 符 , 表 示 方 式 显明 简捷 , 便于 公式 推演 .但 是 ,难于 
作 具 体 计算 。 于 是 还 有 必要 寻求 体系 的 态 矢 量 和 力学 量 算 符 的 各 
种 具体 表示 方式 ,这 就 是 说 要 引入 表象 。 


3 5.2 态 矢 量 的 表 如 


5. 2-1 表象 的 概念 


在 由 体系 态 矢 量 所 张 成 的 黑 伯 特 空间 中 引入 表象 ,就 是 在 空 
间 中 取 一 正 交 归 一 化 基 矢 量 完备 组 以 建立 坐标 系 ;将 体系 的 态 矢 
量 用 在 这 个 基 矢 量 组 下 的 分 量 集合 表示 一 一 写成 一 列 矩 阵 或 函数 
形式 ,将 力学 量 算 符 用 它 对 全 部 基 矢 量 作用 结果 的 分 量 集合 表示 
-一 写成 方 矩 阵 或 微分 .积分 运算 形式 , 再 将 量子 力学 的 基本 关系 
式 和 基本 方程 写成 相应 的 矩阵 运算 或 微分 .积分 运算 式 。 

具体 来 说 , 取 体 系 的 一 个 力学 量 完全 集合 {1 ,Ff,… ,Fw}) ,将 
它 先 统 地 记 为 @; 用 Q 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 作为 坐标 系 
的 基 矢 量 组 ,所 建立 的 表象 就 称 为 Q 表象 。 体 系 态 矢量 在 此 坐标 
系 基 矢 量 组 下 的 分 量 集合 称 为 这 个 态 矢量 在 Q 表象 的 表示 。 在 Q& 
表象 ,体系 的 态 和 撩 量 和 力学 量 算 符 具 体 为 怎样 的 表示 形式 ,; 视 Q 
的 本 征 值 谱 是 分 立 谱 或 是 连续 谱 而 异 , 不 过 实质 上 都 是 矩阵 形式 。 
另外 ,Q@ 表象 的 基 矢 量 组 不 随时 间 变 化 ;体系 的 态 矢量 是 时 间 的 函 
数 ,在 @ 表象 反映 为 态 矢量 在 基 矢 量 组 下 的 诸 分 量 是 时 间 的 函 
数 。 


5. 2-2 ” 态 矢 置 的 表象 


将 体系 的 一 个 态 矢量 简 记 为 Y>, 归 一 化 后 , 按 Q 的 正 交 归 一 
化 本 征 矢量 完备 组 展开 。 如 果 Q& 的 本 征 值 谱 完全 分 立 , 记 为 (Q;}， 
其 相应 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 记 为 {|1@, 之 }, 则 有 下 列 关 系 
式 成 立 : 
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<< QQ 之 一 0; 《5. 2-1) 

2)18Q;><Q|= 1 (5. 2-2) 
将 式 (5.2-2) 两 边 作用 于 态 矢 量 1: 沁 ,得 展开 式 
:>=218><Qli> 


= DC 1Q; > (5, 2-3) 
式 中 展开 系数 | 四 
Ct) =<Qt>, 【一 1,2.3,… (5, 2-4) 
是 态 矢 量 |i 二 在 第 i 个 基 矢 量 |Q; 二 下 的 分 量 ;展开 系数 的 集合 
(<Qi| 是 归 一 化 态 矢量 | 上 之 在 基 矢 量 组 (|1Q,>} 下 的 分 量 集 
合 ,将 它 排 成 一 列 和 矩阵 ,就 是 态 矢量 | 之 在 Q 表象 的 表示 , 因为 它 
与 ji> 一 一 对 应 且 相 互 队 一 一 确定 : 
< Qt 二 
<Q,lt> 
> < YY%() = : | (5. 2-5) 
< Qlt> 


并 且 ， Y'% (4) 显然 也 是 已 归 一 一 化 的 ( 归 一 化 表示 式 见 3 5.4 中 的 
5. 4-1 段 ) 。 
如 果 Q 的 本 征 值 谱 完全 连续 , 记 为 {Q} ,其 相应 的 本 征 矢量 完 
备 组 记 为 {|1& 之 } , 则 有 z 
<QIQ' >>= QC— QR) (5. 2-6) 


.JiQle ><Q|=1 (5.2-7) 
态 天 量 | 二 的 展开 式 可 写 为 
:>=|dQlQ ><Qli> 
=|dQcad) IQ> (5. 2-8) 
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式 中 展开 系数 
Codt) =< Qt> (5. 2-9) 
是 态 矢 量 jt>> 在 基 矢 量 |Q> 下 的 分 量 ;展开 系数 集合 {<Qlz} 
仍 是 归 一 化 态 矢量 ]t> 在 基 矢 量 组 {lQ>} 下 的 分 量 集合 , 它 与 | 
> 一 一 对 应 且 相互 唯一 确定 ,也 称 为 态 矢量 | 过 在 Q 表象 的 表示 。 
但 是 ,由 于 Q@ 的 本 征 值 连续 变化 不 可 数 , 展开 系数 的 集合 
(<Q|s 放 } 难 于 排 成 一 列 矩 阵 , 却 可 以 看 作 Q 的 本 征 值 的 函数 (以 
& 的 本 征 值 Q 作为 自 变量 ,Q 变化 遍及 整个 本 征 值 谱 ), 故 记 为 
F(Q ,5 ,通常 称 它 为 表象 的 波 函 数 或 态 函 数 , 有 
i> <—> VQ,t)| = {< QIt>) (5. 2-10) 
并 且 , 炎 (Q, 直 也 是 已 经 归 一 化 的 ,例如 ,在 单 粒子 一 维 运动 体系 态 
矢量 所 张 成 的 黑 伯 特 空间 中 建立 坐标 表象。 因为 坐标 算 符 z 的 本 
征 值 谱 是 完全 连续 谱 ,在 (一 ,co) 区 域内 取 所 有 实数 值 , 记 z 的 
正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 为 {|z 汪 }, 故 体系 态 矢量 | 之 在 z 表 
象 的 表示 为 {<zx1t 汪 )= 业 (zx,) ,其 中 自 变 量 z 是 坐标 算 符 工 的 
本 征 值 。 同 样 ,如 果 建 立 动量 表象 ,因为 动量 算 符 fp 的 本 征 值 谱 也 
是 完全 连续 谱 , 在 (一 co,co)? 区 域内 取 所 有 实数 值 ,记过 的 正 交 归 
一 化 本 征 矢量 完备 组 为 {1p 之 } , 则 体系 态 矢量 | 上 之 在 记 表 象 的 表 
示 为 {二 p1t 放 } 二 (pp,t) ,通常 改 记 为 CC(p),), 这 在 单 粒 子 三 维 运 
动情 况 下 就 是 3 2. 1 的 Clp,) 式 (2. 1-18), 以 动量 算 符 的 本 征 值 
作为 自 变量 。 四 
若 欲 具体 求 出 体系 态 矢量 的 表象 表示 式 , 通 常 须 先 应 
子 条 件 求 出 体系 的 哈密 顿 算 符 五 在 和 表象 的 表示 式 ( 见 § 5. 9， 
再 在 Q 表象 求解 藤 定 证 方程 ( 见 § 5. 4)。 
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\ 5.3 力学 量 算得 的 表象 


5. 3-1 算 符 的 表象 


黑 伯 特 空间 中 的 一 个 算 符 是 一 个 自身 映射 , 它 将 空间 中 的 任 

一 矢量 映射 为 同一 空间 中 的 相应 一 个 矢量 。 因 此 ,只 要 确定 了 一 个 

算 符 4 对 其 所 在 空间 中 的 每 一 个 矢量 | 汪 作 用 的 结果 |>> , 则 这 

个 算 符 就 确定 了 。 对 于 一 个 线性 算 符 A 来 说 , 由 于 每 一 个 矢量 | 
都 可 以 按 空间 中 的 一 个 基 矢 量 组 {le>> } 展 开 : 

[|= > 太 |er 之 (5. 3-1) 


给 出 一 个 矢量 | 之 意味 着 给 出 了 它 在 基 矢 量 组 { |e 之} 下 的 一 组 展 
开 系 数 {7,) ,而且 又 有 
A| > 一 42 le > 


一 nAle > (5. 3-2) 


故 一 个 线性 算 符 可 以 由 确定 它 对 它 所 在 黑 伯 特 空间 中 一 个 基 矢量 
完备 组 的 作用 结果 {4 |e> } 而 被 确定 。 
”在 表象 ,是 用 QQ 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 当 作 基 矢量 
组 的 , 一 个 力学 量 算 符 对 Q 的 一 个 本 征 矢量 作用 的 结果 是 一 个 
矢量 , 它 在 基 矢量 组 下 的 分 量 集合 是 这 一 个 矢量 在 @ 表象 的 表 
示 ;于 是 算 符 记 对 的 全 部 本 征 矢量 作用 的 结果 在 基 矢量 组 下 的 
分 量 集合 可 以 排 成 一 个 方 和 矩阵 , 它 完全 确定 算 符 ,就 是 这 个 力学 
量 算 符 在 Q 表象 的 表示 。 
具体 地 说 , 设 @ 的 本 征 值 谱 完全 分 立 , 记 其 正 交 归 一 化 本 征 
矢量 完备 组 为 {1Q,>}。 力学 量 算 符 尼 对 @ 的 一 个 本 征 矢 |1Q,> 作 
用 的 结果 为 上 1Q;>, 它 在 表象 基 矢 量 组 下 的 分 量 集合 为 
(<eilglQ>) G=1,2,3,…), 可 以 排 成 一 列 的 矩阵 ;而 算 符 有 
247 


对 Q 的 全 部 本 征 矢 量 {1Q>} 作 用 的 结果 为 信 |Q>>) (i=1,2,3， 
…) ,它们 在 表象 基 矢 量 组 下 的 分 量 集 合 为 {<Qij 1IQ > ) 
(7 一 1 2,3，) ,可 以 排 成 一 个 方 惩 阵 。 记 

F;=<QIFIQ,> (5. 3-3) 
称 为 算 符 在 QQ 表象 的 第 j 行 第 i 列 矩 阵 元 ,将 集合 {Fi} (j,i= 
1,2,3,…) 排 成 方 矩 阵 


FO |  。oos ioeeeiossossossosessssssss (5. 3-4) 


这 就 是 力学 量 算 符 六 在 Q@ 表象 的 表示 。 实 际 上 ,由 力学 量 算 符 
对 体系 任 一 个 态 矢 量 | 上 之 作用 的 表示 式 
Fli>= |i>! (5. 3-5) 
两 边 用 左 矢 <Q;| (j= 二 1,2,3，,…) 由 左 作 用 ,再 利用 式 (5. 2-2) ,有 
一 QilplQ><Qlt>=<Qlt>'， j=1,2,3,." 


(5. 3-6 ) 
这 就 是 式 (5. 3-5) 在 Q 表象 的 表示 : 
F, 9 F,，, 本 Fi,, “9 < Q) EE > 
Fl, F,,, ""”, F,, 机 < Q,li > 
FF ， F, ， “ 下 ae. < 一 已， |z > 
< QQ 二， 
< QQ: 
一 (5. 3-7) 
Qlt> z 
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可 见 , 力 学 量 算 符 F 在 Q 表象 的 表示 就 是 方 矩阵 式 (5. 3-4) 。 至 于 
如 何 由 式 (5. 3-3) 具 体 计 算出 一 个 力学 量 算 符 在 一 个 表象 的 诸 算 
阵 元 须 视 实际 情况 而 定 , 但 总 需要 应 用 到 相应 的 量子 条 件 ( 下 一 章 
3 6. 2 中 得 出 电子 的 自 旋 算 符 即 是 一 个 实例 )。 对 于 一 个 有 经 典 对 
应 的 力学 量 来 说 ,在 有 些 情形 下 可 以 借助 于 再 取 另 外 一 个 表象 ( 例 
如 坐标 表象 ) 以 作 具 体 计算 : 

F; =<QIFIQ> 


= |drdz' <Qlr >< zlFlz’ ><x'|Q,> 


= | $8 CF goiC' dzdz (5. 3-8) 


在 坐标 表象 求 出 & 的 本 征 函数 和 算 符 了 的 矩阵 元 后 ,代入 上 式 直 
接 计 算 可 得 ,其 中 ,的 计算 要 应 用 基本 量子 条 件 , 见 本 节 下 面 所 
述 。 

如 果 @ 的 本 征 值 谱 为 连续 谱 , 记 其 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 完备 
组 为 {|1Q>), 则 由 式 (5.3-5) 忆 | 达 =|> ,两边 用 左 矢 <Q| 由 左 
作用 ,再 利用 式 (5. 2-7) ,有 


ae QFQ ><Q ly>=<Ql>’ (5.3-9) 


也 
Fao =<QIFIQ' > (5. 3-10) 
为 算 符 天 在 和 表象 的 第 Q 行 第 QI' 列 和 矩阵 元 , 则 式 (5. 3-9) 可 写成 
|FeercQ: ,dQ’ = 更 (CQ (5. 3-11) 


这 就 是 式 (5. 3-5) 在 Q 表象 的 表示 , 式 中 ,力学 量 算 符 F 在 表象 
的 表示 (ew ) 仍 是 一 个 方 矩阵 ;但 是 实际 上 ,由 于 的 本 征 值 连续 
变化 不 可 数 , 使 得 矩阵 不 可 能 排列 出 来 ,而 演化 成 微 商 运算 等 形式 
( 见 下 面 所 述 )。 
由 式 (5. 3-3) 和 式 (5. 3-10) 可 知 ,单位 算 符 1 在 Q 表象 为 单 
位 矩阵 ,矩阵 元 等 于 8, 或 S(CQ-Q' )。 算 符 驴 及 咏 的 函数 在 名 表 
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象 称 为 在 自身 表象 ,其 表示 为 对 角 和 矩阵 ,对 角 和 矩阵 元 等 于 算 符 的 本 
征 值 。 例 如 ,由 式 (5. 5-3), 有 

Q; =< QQIQ > = Qo; (5. 3-12) 
对 角 元 Q; 二 Q; 是 算 符 Q 的 第 i 个 本 征 值 。 / 


5. 3-2 几 个 基本 表象 


为 简明 起 见 , 在 单 粒 子 一 维 运动 体系 的 态 矢量 所 张 成 的 黑 介 
特 空 间 中 建立 表象 。 
1. 坐标 表象 (也 称 为 其 足 请 表 象 ) 
坐标 算 符 z 的 本 征 值 谱 是 完全 连续 谱 , 在 (一 cc,co) 区 域内 
取 所 有 实数 值 。 相 应 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 记 为 ‘(1x 二 }， 
将 其 作为 基 矢 量 组 ,其 正 交 归 一 性 和 完备 性 分 别 表示 为 
< zz > 一 SGCz 一 并 ) (5. 3-13) 
和 
Jazlz ><zrl=1 (5. 3-14) 


坐标 算 符 z 在 工 表象 的 表示 形式 可 以 如 下 求 得 。 由 式 (5. 3- 
10) 可知 ,和 矩阵 元 等 于 
rue =<r zz >= rr — 7x7) (5.3-15) 
又 由 
[> 一 了 | > (5: 3-16) 
式 中 |> 是 任 一 右 矢 ,在 工 表象 有 
<Zr|>" = jaz < 过 lz ><r | 
利用 式 (5. 3-15), 即 
J' (Xx) = |z OT — x pr )dz = ry(r) (5.3-17) 


可 网 
和 一 工 (5. 3-18) 
再 求 动量 算 符 p 在 表象 的 表示 形式 。 和 矩阵 元 prr' 一 
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<z|zjz' 之 可 以 如 下 求 出 。 利 用 § 3.4 中 的 例 3. 4-2 中 引信 的 线 
性 么 正 算 符 U1(p, 引 ==e-?[ 见 式 (3.4-22), 式 中 为 实 参 量 ,p 
是 动量 算 符 | ,应 用 基本 量子 条 件 , 可 以 推导 出 式 (3. 4-28)。 表 明 
0.(p,)1zx' 之 也 是 坐标 算 符 xz 的 相应 于 本 征 值 为 (x' 十 6 的 本 征 
天 量 : 

DPIz >=Clr Te> (5.3-19) 
由 于 线性 么 正 变换 不 改变 一 个 矢量 的 模 长 ,得 C 王 1, 故 有 

< xb)z 盖 = 一 < 了 lz 十 有 全 
一 人 (rr 一 一 二 ) (5. 3-20) 
上 式 左边 将 U1(p ,6) 按 展开 : 
<rIUp,e) rx’ >= rle- |r’ > 


=<zll-— =¢p + OC(p,S) zx > 
= 之 rx|z' > 一 F<rlplz 盖 十 < zl1O0(8.6)|1z' > 


骨 于 两 边 取 实 参 量 ->0, 得 到 和 矩阵 元 
Prr =< riplr’ > 
(zz 一 Zi 一 昌 一 SCz 一 xz) 一 <xO(p6z > 


=lim - 
(一 5) 
广 d ) 
又 由 >’=p|> (5. 3-22) 
在 x 表象 有 z 


< 工 | 全， = |dz < zlplx' ><r | 
利用 式 《5. 3-21) , 即 


作 分 部 积分 ,并 且 设 欠 z ) 在 xz 一 士 c2 处 等 于 零 , 有 
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/yd 
y' (7) = : 五 多) (5. 3-23) 
可 见 
、 方 d 


特别 要 强调 的 是 ,上 式 的 得 出 应 用 了 基本 量子 条 件 。 

至 于 欲求 一 个 有 经 典 对 应 的 力学 量 算 符 A(z,p) 在 表象 的 
表示 ,可 以 同 于 上 面 的 讨论 ,假定 算 符 (zx,p) 可 以 按 x 和 p 展开 
成 宕 级 数 ,利用 式 (5. 3-15)、(5. 3-18)、(5. 3-21) 和 式 (5. 3-24), 就 
得 到 

d 


Fo=Frt oe (5. 3-25) 
1 dz 


其 中 算 符 F 对 坐标 算 符 x 和 动量 算 符 p 的 函数 关系 不 变 。 

2. 动量 表象 (也 称 为 全 里 叶 表 象 ) 
动量 算 符 p 的 本 征 值 谱 也 是 完全 连续 的 ,在 (一 ,co) 区 域内 取 
所 有 实数 值 。 相 应 的 正 交 归 一 化 本 征 天 量 完 备 组 记 为 {12 之 六 将 
其 作为 基 矢 量 组 ,其 正 交 归 一 性 和 完备 性 分 别 表示 为 


<p|lp’' >= (pop’') (5. 3-26) 

种 
|azplzp ><pl=1 (5. 3-27) 
类 同 于 对 坐标 表象 的 讨论 , 可 得 动量 算 符 在 p 表象 的 矩阵 

元 和 算 符 表示 形式 分 别 是 

prw = pp’ — pp”) (5. 3-28) 

和 
p=p (5. 3-29) 


再 给 出 坐标 算 符 z 在 p 表象 的 表示 形式 。 利 用 例 3. 4-3 中 引入 的 
线性 么 正 算 符 吕 (Zz, 力 二 e**[ 见 式 (3.4-32), 式 中 7 为 实 参量 ,x 
是 坐标 算 符 ) ,应 用 基本 量子 条 件 ,最 后 可 得 


, d J 
pp! 一 [万 dp pI 加 p ) (5. 3-30) 


ya 


2DLZ 


过 一 请 人 (5. 3-31) 


p 
而 一 个 有 经 典 对 应 的 力学 量 算 符 六 (x,p) 在 p 表象 的 表示 形式 是 
户 二 (i 外 2) (5. 3-32) 


式 中 算 符 天 对 工 和 户 的 函数 关系 不 变 。 
3. 能 量 表象 (也 称 为 哈密 顿 表象 ) 
这 就 要 分 别 具 体 地 就 逐个 给 出 的 体系 来 分 析 。 
例 5. 3-1 一 维 谐振 子 的 能 量 表象 。 


一 维 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 为 
B= 2 十 me (5. 3-33) 
其 本 征 值 谱 完 全 分 并 ,为 
,= (4 十 方 六 wn 一 0,1,2,3, 


相应 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 记 为 {ln 二}, 将 其 作为 基 拓 量 
组 ,有 


<nln’ >= 6, (5. 3-34) 
S\In><n|= 1 (5. 3-35) 
一 维 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 在 自身 表象 是 对 角 和 矩阵 ,矩阵 元 等 
于 
(nz 十 志 六 ws on’ = 0,1,2,3,. 
即 有 
pu 0 0 
A=|" he (5. 3-36) 
0 0 Sh 
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下 面 求 坐 标 算 符 x 和 动量 算 符 p 在 一 维 谐振 子 能 量 表 象 的 
表示 和 矩阵。 参见 $3.4 例 3. 4-5 中 所 述 , 引 人 人 算 符 a 和 a+ ,它们 与 
算 符 z 和 的 关系 如 式 (3.4-67) 和 式 (3.4-68) 所 示 。 应 用 基本 量 
子 条 件 zp 一 px 二 i 万 , 有 式 (3. 4-70) 


hs, 


aat— ata= 1 (5. 3-37) 
可 得 到 式 (3. 4-85) 和 式 (3. 4-84) 两 式 : 
aln>= Vnln—1> (5. 3-38) 
和 . 
a+ | 靖 人 > 一 十 1 十 1 (5. 3-39) 
因而 , 算 符 a 和 e+ 的 矩阵 元 分 别 为 
ao =<nlaln’ >= Vn Ori (5. 3-40) 
和 


ad =<nlat |n’ >= Vn lo (5.3-41) 
于 是 得 到 a 和 a! 的 矩阵 为 
0 ， 9 0， 0， 


2 一 | 和 (5. 3-42) 


^/ 1] ， 0， 0， 0， 
Q&+ 一 0 ， ~ 2 ' 0 ， 0， "“*" (5. 3-43) 


0， 0， \ 3， 10， 


再 利用 坐标 算 符 x 和 动量 算 符 p 与 算 符 a 和 at 的 关系 式 
(3. 4-67) 和 式 (3.4-68) ,就 得 到 算 符 z 和 在 一 维 谐振 子 能 量 表 
象 的 矩阵 元 和 和 矩阵 分 别 为 


他 
上 (~v nn On 十 Nn 十 10，，， 1) 


27Nw 
(5. 3-44) 


Xm 一 
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区 
Pr 一 一 | 人 2| (Vn’' Om 一 Mn 十 10， 1) 


(5. 3-45) 
和 
之 二 
0 V1, 0 0 0， 
, Vl 0， V2 0 0， 
有 | | 0o， Va, 0 V3, 0o, 
0， 0 V3, 0 M4 
(5. 3-46) 
六 一 一 | 2 |、 
2 
0 <、/ 1] ， 0， 0 0 
一 /1]1， 0， ~/ 2 ， 0， 0， 
0， — /2,， 0， M3 0， 
0 0 一 /3 0， 4， 
(5. 3-47) 


由 以 上 所 述 看 出 ,应 用 基本 量子 条 件 ,就 能 够 得 出 坐标 算 符 、 
动量 算 符 以 及 任 一 个 有 经 典 对 应 的 力学 量 算 符 在 坐标 表象 .动量 
表象 和 能 量 表象 的 表示 形式 ; 再 通过 表象 变换 ( 见 § 5. 5) ,还 可 以 
得 到 在 其 它 表 象 的 表示 形式 。 量 子 力学 第 四 条 假设 所 指出 的 由 量 
子 条 件 确定 相应 的 力学 量 算 符 ,在 这 里 又 一 次 得 到 证 实 。 
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3 5.4 量子 力学 公式 及 方程 的 表象 表述 


5. 4-1 体系 态 矢量 的 归 一 化 条 件 


体系 的 一 个 运动 状态 态 矢 量 |: 之 的 归 一 化 表示 式 按 狄 喇 克 符 
号 可 写 为 式 (5. 1-5) 
<tlt>>=1 (5. 4-1) 
在 心 表象 , 如 果 4 的 本 征 值 谱 完 全 分 立 , 记 相应 的 正 交 归 一 化 本 
征 矢量 完备 组 为 {1Q&: 一 ) ,利用 其 完备 性 式 (5. 2-2) ,上 式 写 为 
> Qi><Qt>=1 


即 
2 <Ql>* <el>=1 (5. 4-2) 
瑟 成 矩阵 表示 式 
<Qlit> 
<Qlt> 
(Qlt>>",， << Qt > < Ql > ,) : = |] 
~<Q|it> 
(5. 4-3) 
它 就 是 体系 态 矢 量 的 归 一 化 条 件 在 & 表象 的 表述 形式 , 记 作 
VoO+t VV = 1 (5. 4-4) 


如 果 Q& 的 本 征 值 谱 完 全 连续 , 记 相 应 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 
完备 组 为 {|Q 二 }, 利 用 其 完备 性 式 (5.2-7), 则 式 (5. 4- DS 为 


|ae<iQ><Qlt>=1 
即 
jv (QVIQ,t dQ = 1 (5. 4-5) 
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这 就 是 体系 态 矢 量 的 归 一 化 条 件 在 @ 表象 的 表述 形式 。 例 如 , 单 
粒子 在 一 维 空间 势 场 中 运动 ,运动 状态 态 矢 量 在 坐标 过 表象 记 为 
(xz,t), 归 一 化 条 件 写成 

| (Xt WT,tdr =1 (5. 4-6) 


$5. 4-2 ”力学 置 在 体系 一 个 态 下 的 期 望 值 


使 用 狄 王 克 符号 表述 ,力学 量 F 在 体系 一 个 运动 状态 | 二 下 
的 期 望 值 为 
F=<itIFlt> (5. 4-7) 
式 中 设 | 上 > 已 经 归 一 化 。 在 & 表象 ,如 果 Q 的 本 征 值 谱 完 全 分 立 ， 
利用 式 (5. 2-2) ,上 式 可 写 为 
太一 > >》 <tQ ><QFlQ ><Qlt> 


= >》 <Qi>'FR < Qli> 

r :1 

写成 矩阵 表示 式 , 即 

F=(<Q|t>’, <Q DD, Qt > ,0 ) 

FS 
FO oo, | 二 Qt 
本 : (5. 4-8) 
FO ,FO | Qt> 


记 为 
F = VO+t (FV LL) (5. 4-9) 
式 中 ,4) 满 足 归 一 化 条 件 式 (5. 4-4)。 
如 果 @ 的 本 征 值 谱 完 全 连续 ,利用 式 (5. 2-7), 则 期 望 值 式 
(5.4-7) 可 写 为 
F = jdeae: <tQ><QIFlQ ><Q' lt> 


Zo7 


=-| (QPF oo VQ :bdQdQ (5. 4-10) 


它 最 终 的 表示 式 还 须 视 式 中 Few 而 定 。 但 是 , 式 中 态 函 数 多 (Q,t) 
肯定 满足 归 一 化 条 件 式 (5. 4-5)。 
例 5.4-1 单 粒 子 在 一 维 势 场 中 运动 , 求 体系 的 哈密 顿 算 符 


n= A 十 V(r) (5. 4-11) 
在 运动 状态 | 上 之 下 的 期 望 值 在 坐标 表象 的 表示 式 。 
在 坐标 x 表象 , 式 (5. 4-10) 中 的 Foe' 县 体 是 
H,, = 过 十 Y(z)|z' > 
ni 


1 y A | PP nm | 六 | 1 
= 元 | dz < zlplz” > lplzx’ > 


二 V(r )(r— Zz’!) 
= 元 | 真 dOGz 一 z) 真 d6(Cz 一 2 ) 
2mJ -wit d(xX— x") 1 dz 一) 
十 VCxz')G(zr 一 过/) 
hi2? d? 


om dx/ 


qz” 


六 (过 一 1) 十 Y(Gz)GG 一 2 ) 

(5. 4-12) 
式 中 用 到 以 狄 删 克 符 号 表示 的 式 (3. 3-7)。 代 入 式 (5. 4-10) ,得 到 
H=| | y: A 
-| 六 
二 Vr or Oo— rz) Vr’ ,tdrdr! 

Cx 2 
=| V* (zt)| 一 六 


2m dz 


OC(rT— 7x) 


二 Vx) V(r,t) dr 


(5. 4-13) 
推演 过 程 中 进行 过 分 部 积分 运算 。 这 推广 到 在 三 维 空间 中 运动 的 
情况 就 是 式 (2. 1-34) 。 
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5. 4-3 力学 是 算 符 的 本 征 伸 方程 及 方程 的 求解 


一 个 力学 量 算 符 下 ,不 失 一 般 性 , 设 其 本 征 值 谱 完 全 分 立 , 其 
本 征 值 方程 的 抽象 形式 写 为 
FIN, >= N11 >, n= 1,2,3,… (5. 4-14) 
在 和 表象, 如 果 Q 的 本 征 值 谱 完全 分 立 , 则 由 式 (5. 2-5) 可 知 算 符 
让 的 本 征 矢量 | 入 汪 可 表示 为 


< Ci > 
< Ca 和 > 
to) 一 .4 
[4 旋 Q 表象 A 和 (5 4 15) 
< Ql > 


算 符 玉 由 式 (5. 3-4) 所 示 是 方 矩 阵 , 故 得 到 算 符 请 的 本 征 值 方程 
式 (5.4-14) 在 Q 表象 的 表述 形式 是 矩阵 方程 。 事 实 上 ,将 方程 式 
(5. 4-14) 左 乘 <Q,| ,一 1,2,3,… ,再 利用 式 (5. 2-2), 有 
2 <QFIQ ><Qh >= Qh>, 
一 1,2,3,… 
写成 矩阵 形式 就 是 
Fy Fy Fo, 机 I> 
Fy F,, "? 了 和 < 局 | 1 二 


二 哩 雪 当 和 只 和 让 举人 


一 和 (5. 4-16) 
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下 面 求解 这 个 方程 。 记 


af 一 所 电 )| 和 二 (5. 4-17) 
方程 改写 成 z 
FC—A F,, F, F,, QT ) 
Fy Fs, 一 A F, F, Qi 
Wo 一 0 
F, F., 一 人 a Mn) 
(5. 4-18) 


它 是 一 个 线性 齐 次 代数 方程 组 
2 (CF. 一 人 0; DG — VU, 1 一 1 ,2,3,** 《5。 4-19 ) 


这 个 方程 组 有 非 平 良 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 , 即 
| 一 和 F,, ,。。 F,. ‘OF 


(5. 4-20) 

它 称 为 久 期 方程 。 求解 久 期 方程 可 以 得 到 力学 量 算 符 扩 的 本 征 值 
谱 {%}。 再 将 所 求 得 的 每 一 个 本 征 值 入 (x 二 1,2,3,…) 逐 一 代 回 方 
程 组 式 (5. 4-19) ,这 个 方程 组 中 将 有 一 个 方程 不 再 是 独立 的 。 对 于 
一 个 本 征 值 为, 求解 方程 组 式 (5. 4-19) ,可 以 得 出 af* vas” 
aa 对 af 的 一 组 线性 关系 式 ; 将 它们 排 成 一 一 列 矩 阵 ， 
并 且 以 a 为 待定 的 归 一 化 常数 ,这 就 是 力学 量 算 符 F 的 相应 于 
本 征 值 入 的 本 征 矢量 [ 待 归 一 化 ,利用 下 一 段 (5.4-4) 的 式 (5. 4- 
29) 可 使 之 归 一 化 ]。 

在 表象 , 如果 的 本 征 值 谱 完 全 连续 , 则 由 式 (5. 2-10) 知 
算 符 下 的 本 征 矢量 |1 之 表示 为 
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| 记 


Dm $= $lQ) (5. 4-21) 
将 方程 式 (5. 4-14) 左 乘 二 Q|, 再 利用 式 (5. 2-7) ,有 
lsQ'<QIFlQ ><Q I >=%< QI> 
妈 
[Fao #,(Q' JdQ’ = ts (5. 4-22) 


这 就 是 力学 量 算 符 F 的 本 征 值 方程 式 (5. 4-14) 在 & 表象 的 表述 
形式 ,其 最 终 的 形式 还 须 视 方程 中 Fow 而 定 。 例 如 ,容易 验证 单 粒 
子 一 维 运动 的 动量 算 符 p 在 坐标 x 表象 的 本 征 值 方程 ,利用 式 
(5. 3-21) 可 以 得 出 方程 式 (3. 3-13)。 


5. 4-4 ”力学 量 算得 的 本 征 矢 量 组 的 正 交 妇 一 性 和 完 多 性 表 


币 式 
力学 量 算 符 F 的 本 征 矢 量 组 (>} 的 正 交 归 一 性 和 完备 性 
表示 式 , 按 狄 喇 克 符号 ,可 分 别 与 为 
< >= 6 (5. 4-23) 
和 z 
S\N><Ahl=1 (5.4-24) 


在 Q 表象 ,如 果 Q 的 本 征 值 谱 完 全 分 立 , 则 利用 式 (5. 2-2) ,由 式 
(5. 4-23) 可 得 算 符 F 的 本 征 矢量 组 正 交 归 一 性 写 为 
On 二 之 [4 记 


= <Qh > <Q > (5. 4-25) 


写成 矩阵 表示 式 : | 
(<Qh> ,<Q >", 
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< Qi > 


< Qs1h, > 
和 人 > = Owm (5.4-26) 
< c.， | A > 
记 为 
Wo $I = Sn (5. 4-27) 


式 中 ,和 矩阵 六 是 矩阵 y 的 厄 密 共 固 、 即 转 置 共 轿 和 矩阵 。 特 别 是 ,本 
征 矢量 | 二 的 归 一 化 条 件 表示 为 
2 1 <Q > 1 =1 (5. 4-28) 
记 为 
yo Wo = 1 (5. 4-29) 
又 , 算 符 F 的 本 征 矢 量 组 完备 性 由 式 (5. 4-24) 有 
1 = 1% > 过 为 | 


= DQ ><Q% > <A1Q; >< 1)) 
= 2 2 <Q Nh ><Q Nh > (>< 8|) 
对 比 & 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 组 完备 性 的 式 (5. 2-2) 
>|1Q ><Q|= 1 
得 到 
>》 < > <Q >= 56, (5. 4-30) 


这 就 是 算 符 的 本 征 矢量 组 完备 性 在 Q 表象 的 表示 式 。 
在 & 表象 ,如 果 & 的 本 征 值 谱 完全 连续 , 则 利用 式 (5. 2-7)， 
由 式 (5. 4-23) 可 得 算 符 F 的 本 征 矢 量 组 正 交 归 一 性 为 
Gn = > 


=|dQ <%lQ>< QI > 
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=|dQ < Qh >: 一 Qi 


BE 
| (QP QM = 6,, (5. 4-31) 
特别 是 ,本 征 矢量 |% 之 的 归 一 化 条 件 为 
|1$.Q) | :dQ = 1 (5. 4-32) 


又 , 算 符 F 的 本 征 矢量 组 完备 性 由 式 (5. 4-24) 有 
1 = D> 过 | 


= dale >< Qh >) do’ <%lQ’ ><QD 


= dd <Q' >" <QI%> dQ><QD 
对 比 Q 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 组 完备 性 的 式 (5. 2-7) 
laQle ><Ql= 1 
得 到 
>》 Qh > <Qlu>=6CQ' 一 Q) 
B)] 
DB (Q)bQ) = HQ’' — Q) (5. 4-33) 

这 就 是 算 符 F 的 本 征 矢量 组 完备 性 在 Q 表象 的 表示 式 。 

例如 在 坐标 x 表象 ,因为 坐标 算 符 xz 的 本 征 值 谱 为 在 


(一 co ,oo0) 区 域内 的 完全 连续 谱 , 故 算 符 下 的 本 征 矢量 | 加 二 记 为 
fa(z) ,本 征 矢量 组 的 正 交 归 一 性 和 完备 性 表示 式 分 别 写 为 


| 办 (xX) (xr)dr -一 人 ， (5. 4-34) 
和 
DB x Br) = lx’ 一 工 ) (5. 4-35) 
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5. 4-5 力学 量 在 体系 一 个 态 下 可 能 取 值 的 几 奉 分 布 


不 失 一 般 性 , 仍 设 力学 量 算 符 下 的 本 征 值 谱 完 全 分 立 , 记 相 
应 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 为 {| 二 }。 将 体系 一 个 运动 状态 
的 归 一 化 态 和 天 量 |: 一 按 、 二} 展开 


lt 之 = 2C. Q) 1 > (5. 4-36) 
展开 系数 
CC) =<A>, n=1,2,3,… (5.4-37) 
称 为 几率 幅 , 展开 系数 C。 (的 绝对 值 于 方 为 体系 在 态 | 一 下 力学 
量 尺 取 值 为 的 几率 。 


几率 幅 C,(2) 式 (5. 4-37) 在 Q 表象 ,如 果 Q 的 本 征 值 谱 完 全 
分立, 利用 式 (5. 2-2), 为 
C.(t) = 2 < ,| 已 过 Q. | > 


一 之 ， <Qh>’' 一 Qi 


= (< Ql "， < > ,0) 


Qlt> 
~ Qt 
: (5. 4-38) 
<Ql> | 
记 成 
CC = $ WOU), n=1,2,3,. (5.4-39) 


式 中 $ 和 亚 中 (4) 分 别 是 力学 量 算 符 F 的 本 征 矢量 | 入 之 和 体系 
的 态 矢 量 | 上 之 在 Q 表象 的 表示 算 阵 。 
如 果 的 本 征 值 谱 完全 连续 , 则 利用 式 (5. 2-7) ,有 


CC) =|dQ <XilQ><Ql> 
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=|K (OVAQDIQ, n=1,2,3, (5.4-40) 


例如 , 单 粒子 在 一 维 势 场 中 运动 ,在 坐标 zx 表象 ,体系 的 归 一 化 态 
隧 数 记 为 罗 (z,t) ,上 式 写 成 


C0 = [Ba) Vdz, n=1,2,3, (5.4-41) 
这 就 是 式 (3. 2-14)。 
$.4-6 ” 巷 定 这 万 程 
车 定 记 方 程 用 抽象 形式 表述 为 
| >= Hli> (5. 4-42) 


在 Q@ 表象 ,如 果 Q 的 本 征 值 谱 完全 分 立 , 记 相应 的 正 交 归 一 化 本 
征 矢量 完备 组 为 {|Q& 记 }, 注 意 到 QQ 的 本 征 矢量 不 随时 间 变 化 ,将 
方程 式 (5.4-42) 两 边 左 来 二 Q| (= 二 1,2,3,…), 再 利用 式 
(5. 2-2) ,方程 写成 


hs <Qlt>= <QAIQ ><Qli>, 
] 


1 二 1,2,3, 
即 为 
<Qli> 
<Q,lt> 
i 一 : 

<Qlt> 

Hy Hs … Hy; "vl{<Qlt> 

Ha Hy ~ Hz | |< Qt> 

一 | : (5. 4-43) 


H»: H, Hi, ||<Qlt> 
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记 为 
沪 SO) = HY) (5. 4-44) 
是 个 阵 方程 。 
如 果 Q& 的 本 征 值 谱 完 全 连续 , 记 相 应 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 


完备 组 为 41IQ>) ,用 <Q il 左 乘 方程 式 (5. 4-42) 两 边 ,再 利用 式 
(5. 2-7) ,方程 写成 


让 了 <Qlt>= jae' <elale' ><Q' lt> 
即 为 | 
A PVQ) = | He 和 (Q' DdQ (5.4-45) 
它 形式 上 是 一 个 微分 积分 方程 ,但 是 具体 形式 还 须 视 方 程 中 的 


How 而 定 。 
例 5.4-1 单 粒 子 在 一 维 空间 中 运动 ,哈密 顿 算 符 设 为 
H = + V(x) (5. 4-46) 
在 坐标 工 表象 ;方程式 (5.445) 中 的 Hag 具体 是 及 式 
(5. 4-12), 代 入 方程 式 (5. 4-45) ,方程 具体 写成 
沪 三 W(t) 


-[ [一起 de 二) 


2 dr’'? 


+ Vr Oo rx) V(r’ ,tdr' 


2? di? 
一 | 一 7 十 Vz) | 于 (z (5. 4-47) 


这 推广 到 在 三 维 空间 中 运动 的 情况 就 是 式 (2. 3-10) 。 在 动量 表象 ， 
方程 式 (5. 4-45) 中 的 的 


H,y -<p| 丰 + VC |p > 
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2 
£ 


2m 


(一 户 ) 
十 EE 一 plzS<zlvGalz Sr lp > 
_p” i 
4 让 ) 
十 | (XV (x Or — x py x' )dzdz 
户 “ 


+ |yGzere rndz 
户 “ ) ) 
一 TO 一 记 十 up—p) (5. 4-48) 


— TT) 二 l eiPTA 一 好 
式 中 < zj1p> 一 办 (z) 7 是 动量 算 符 的 本 征 天 量 |z> 


在 坐标 表象 的 表示 式 , 式 中 第 二 项 是 V(x) 的 付 里 叶 展 开 分 量 : 
V (zx) = |ucpyermdp | 


] (5. 4-49) 
u(p) = 7 |yGzeremdz 


代 回 方程 式 (5. 4-45) ,得 到 苹 定 证 方程 在 动量 表象 与 成 
让 (pt) 一 p. Vl(p,t) 十 区 — pVCp' ,Ddp’ 


2m 
(5. 4-50) 
是 微分 积分 方程 。 


5.4-7 基本 重子 条 件 


量子 力学 中 所 有 用 抽象 形式 表示 的 算 符 之 间 的 关系 式 在 名 
表象 都 仍然 成 立 。 例 如 ,讨论 单 粒 子 一 维 运动 情况 下 的 基本 量子 条 
件 

Tp—pr=ih (5.4-51) 
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在 @ 表象 ,如 果 @ 的 本 征 值 谱 完全 分 立 , 利 用 式 (5. 2-2) 有 
2 < Qilzle >< Qlp1Q, > 


-2 <QplQ;>< QlzIQ, > 


二 之 Qi| 访 |Q 二 ， k=1,2,3,." 
Ep 
[zupn 一 pura] = 流 ， k=1,2,3,.° 
J 
写成 矩阵 表示 式 


Xl Te 1 Py Pr * pi 


X21 并» XY P21 Pre Par 
Tey 2 sy pi pi pi 
pu Pr Pi 之 11 X12 人 1k 
Ps P22 ps; 二 21 22 2 
[0[aess | | ooososoeoossoeseeeeoeooas — 1h 
Pu Pi Py 玫 尹 过 访 号 所 
(5. 4-52) 


这 就 是 基本 量子 条 件 式 (5. 4-51) 在 Q@ 表象 的 表述 形式 。 如 果 久 的 
本 征 值 谱 完全 连续 ,利用 式 (5. 2-7) , 则 有 
|ae <QlzlQ” ><Q"1plQ' > 
-ae'<eliler >< QlilQ’ > 
.一 所 入 | 斋 |Q' > 
即 
|[zecaea 一 bomzaoo |dQ” =: i OQ — Q' ) (5. 4-53) 
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它 就 是 基本 量子 条 件 式 (5. 4-.51) 在 @ 表象 的 表述 形式 ,再 具体 化 
要 视 方程 中 人 和 广 的 矩阵 元 而 定 。 例 如 在 坐标 表象 ,利用 式 (5. 3- 
15) 和 式 (5. 3-21) ,上 式 具 体 写 成 


|[z ng(r zx) i dd(r"— x!) 


i d(xr”— x') 
hdO(r— rr"), 风光 
下 dr 
一 法 Sr 一) 


Bp 


rdr— zt) 一 二 人 一 硫 OGz 一 Xx) 


(5. 4-54) 
再 将 上 式 两 边 乘 以 体系 的 任 一 状态 波 函 数 炎 (x' ,i) 并 对 xz' 积分 ， 
作 分 部 积分 以 后 注意 到 波 函 数 玩 (zx,t) 的 任意 性 ,得 到 
它 就 是 基本 量子 条 件 式 (5. 4-51) 在 坐标 表象 的 表述 形式 。 


35.5 表象 变换 


现在 来 建立 体系 的 一 个 态 矢量 及 一 个 力学 量 算 符 在 两 个 不 同 
表象 之 间 的 变换 关系 。 


5. 5-1 两 个 表象 的 基 矢 量 组 之 间 的 变换 


设 黑 伯 特 空间 中 某 基 矢量 组 为 {|e>) ,是 已 正 交 归 一 化 的 所 
备 组 。 现 在 对 这 个 基 矢 量 组 的 全 部 矢量 作 一 个 线性 么 正 变换 忆 
> 人 Dee>=le>， =1,2,3， 
由 于 线性 么 正 变 换 不 改变 矢量 的 内 积 , 故 {|le>' } 也 是 正 交 归 一 
化 的 ,并 且 显 然 矢量 的 个 数 也 没有 改变 ,因而 (le } 也 可 以 作为 
这 个 空间 的 正 交 归 一 化 基 矢 量 完备 组 。 反 之 , 设 同一 空间 中 有 两 个 
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正 交 归 一 化 基 矢 量 完 备 组 (|e 六 } 和 {le>'), 由 某 一 线性 算 符 已 
联系 , 即 


le: > = Ul|e, >， {二 1,2,3,* 
因为 
(V+U), =<elV+ Ule,> 
一 ele;> 一 人 
有 
DU+UD= 1 
并 且 
(UU+), 一 < e;| PC7+ |e/ 
= > <elUle><elvt+t le; > 
大 
= >， <ele>’'<ele> 
是 
二 < ele; >= Oi 
故 又 有 
UU+= 1 


可 见 ,U0 是 线性 么 正 算 符 。 
因此 ,在 一 个 黑 伯 特 空间 中 如 果 建 立 有 Q 表象 , 记 其 正 交 归 
一 化 基 矢 量 完 备 组 为 {lQ,>} ,又 建立 有 了 表象, 记 其 正 交 归 一 化 
基 矢 量 完备 组 为 (| 肠 盖 ,不 失 一 般 性 , 设 & 和 PP 的 本 征 值 谱 均 完 
全 分 立 ， 则 这 两 个 基 矢 量 组 之 间 可 以 用 一 个 线性 么 正 算 符 U 联系 
起 来 , 即 
1Q,>= 也 1P; >， i 一 1 ,2,，3，… (5. 5-1) 
这 里 , 算 符 0 将 了 表象 的 基 矢 量 组 变换 为 Q@ 表象 的 基 矢 量 组 ,而 | 
逆 算 符 U"! 则 将 Q 表象 的 基 矢 量 组 变换 为 P 表象 的 基 矢 量 组 
|P;>>=0-1|Q,>= Ut+ IQ; 过， 1 = 1,2,3,. 
(5. 5-2) 
写成 矩阵 形式 ,由 式 (5. 5-1) ,利用 基 矢 量 组 {1P;} 的 完备 性 表示 
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式 , 有 
AQ, >= UP >>= > IP;><PUIP;>, 
J 


[=] ,2,.3,* 
故 忆 表象 的 基 矢 量 组 变换 为 Q 表象 的 基 矢 量 组 可 表示 为 
(Qi > ,1Q;, > ,1Q; 二) 
= (PS,|P, > ,|P, > ,) 
Uo Us, oe Uy, 
U, U,, we CU,, 


由 上 式 反 过 来 得 & 表象 的 基 矢 量 组 变换 为 P 表象 的 基 矢 量 组 的 
矩阵 表示 式 为 
(|P; > ,|P; > ,|P,; > ,) 
= (|Q > ,|Q, > ,|Q, > ,UT 
= (|Q > QQ) 
Ui L 2 UU 
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U,, L 2 已 
人 (5. 5-4) 

L U, SR 


式 中 么 正 变换 矩阵 0 的 逆 矩 阵 0“!==U1+= 二 "。 上 两 式 中 矩阵 UU 
的 矩阵 元 为 
Ui; =< PVP;> 
=<P|IV+t UVP,> 


=< QVIQ,> : (5. 5-5) 
特别 是 将 式 (5. 5-2) 换 成 左 矢 关系 式 后 代入 上 式 , 有 
U 二 之 P|Q; > (5, 5-6) 


271 


在 坐标 表象 ,上 式 写 为 
= |ys,(z) ax)dr (5. 5-7) 


由 上 述 可 知 ,只 要 给 出 同一 黑 介 特 空间 中 两 个 不 同 表 象 的 正 交 归 
一 化 基 天 量 完备 组 ,就 可 以 求 出 它们 之 间 的 变换 矩阵 。 


5. S-2 ” 态 矢 是 的 表象 变换 
体系 的 一 个 态 矢量 |: 污 在 @ 表象 和 户 表象 分 别 表示 为 


< Qi > <Plt> 
< Qt> <P,lt> 
VV) — : 和 VN) 一 . 
< 已 | 二 < 也 1 过 
《5。 5-8) 


由 式 (5. 5-2), 有 
< 了 2 人 全 一 所 QIUVlt 人 一 2 < QIVIQ, >~Qlt> 


— UU; < Qi>, i 一 1 2 3 
得 到 态 和 撩 量 |! 汪 由 Q@ 表象 变换 到 PP 表象 的 变换 关系 式 为 
<Pli> Uy Us … LU <Qlit> 
<Plt>| [Us Uz oo Uys | 二 CQ 人 > 


am 和 


<Plt> U, Li 机 U,, 机 <Qlt> 


(5. 5-9) 
记 为 
VD) = UVO UU) (5. 5-10) 
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式 中 ,变换 矩阵 尽 就 是 式 (5. 5-1) 和 式 (5. 5-2) 中 线性 么 正 算 符 U 
的 表示 和 托 阵 ,矩阵 元 由 式 45. 5-6) 所 示 。 
例 5. 5-1 由 坐标 表象 变换 到 动量 表象 。 变 换 矩 阵 元 由 式 
(5. 5-6) 可 得 
1 


_ 其 nip'rm 
U,,=< plr>= fi (7r) = Co ae P (5. 5-11) 
态 矢 量 的 变换 关系 式 由 式 (5. A 
一 - ip*r/n - 
C(p,t) | 3 (2 (9nh)™ -Be V(r, t)dr (5. 5-12) 


与 式 (2. 1-18) 一 致 。 
5. 5-3 ”力学 量 算 符 的 表象 变换 
一 个 力学 量 算 符 F 在 Q 表象 和 了 表象 的 矩阵 元 分 别 表示 为 
FO=<Q FIQ> 
和 F<PIFIP,> 
由 式 (5. 5-2) 有 z 
<PlFIP,>=<QIUVFUT IQ> 
= >， > <QVIQ><QNFIQ ><Q0t 1Q > 


《5. 5-13) 


即 
FA = OU US 
=(UFQUT+), 
得 到 力学 量 算 符 F 由 Q 表象 变换 到 PP 表象 的 变换 关系 式 为 
F® ~ UFOU+ (5. 5-14) 
式 中 ,变换 矩阵 U 的 矩阵 元 由 式 (5. 5-6) 所 示 。 


5. 5-4 不同 表象 的 等 价 性 


由 以 上 所 述 ,应 用 量子 条 件 , 体 系 的 态 矢量 及 力学 量 算 符 可 以 
由 抽象 表示 得 到 在 不 同 表象 的 具体 表示 形式 。 态 矢量 和 力学 量 算 
273 


符 在 不 同 表 象 的 表示 形式 分 别 都 是 不 一 样 的 。 但 是 , 态 矢 量 和 力学 
量 算 符 本 身 只 是 描述 体系 的 量子 态 和 表示 力学 量 的 数学 量 ,不 是 
可 以 直接 观测 的 物理 量 ; 而 不 同 表 象 之 间 由 线性 么 正 变换 相 联系 ， 
线性 么 正 变换 不 改变 体系 的 由 态 矢 量 和 力学 量 算 符 所 表述 的 物理 
性 质 ， 

首先 ,线性 么 正 变 换 不 改变 一 个 力学 量 算 符 的 本 征 和 值 谱 , 即 不 
改变 这 个 力学 量 的 所 有 可 能 取 值 。 事 实 上 , 记 力 学 量 算 符 下 的 本 
征 值 方程 为 | z 
: FA>=NAh>， n=1,2,3,: (5. 5-15) 
本 征 值 谱 为 {(%}。 对 方程 作 线性 么 正 变换 UU ; 

UFU+UIA>= A0Ih>, n= 1,2,3,: 
与 成 
F' | >' =|> n=1,2,3,. (5.5-16) 

看 出 , 算 符 下 变换 成 天 = 二 UFRU+, 本 征 矢量 组 {1 过} 变换 成 
{| 之 咎 即 {0 1 过), 但 本 征 值 谱 没有 改变 。 

同时 ,线性 么 正 变换 也 不 改变 两 个 天 量 的 内 积 , 因 而 不 改变 一 
个 力学 量 在 体系 的 一 个 运动 状态 下 各 个 可 能 取信 的 几率 分 布 。 由 
此 ,不 改变 这 个 力学 量 在 体系 这 个 运动 状态 下 的 期 望 值 。 

所 以 说 ,一 个 微观 体系 用 抽象 方式 或 者 采用 不 同 的 表象 来 描 
述 都 是 等 价 的 。 


b> 


5-1 设 体系 的 某 一 归 一 化 态 矢 量 为 | 之 , 现 构造 一 个 线性 算 符 
p00)= |t> <i|。 

(1) 求 算 符 p(2) 在 介 表 象 ( 假 定 Q 的 本 征 值 谱 完 全 连续 ,其 正 交 归 一 化 
本 征 矢 量 完备 组 记 为 {1Q>)) 的 矩阵 元 并 说 明 其 意义 

(2) 将 力学 量 算 符 玉 在 态 1+> 下 的 期 望 值 F(z) 借 助 于 算 符 p(#) 表 示 出 
来 z 

(3) 证 明 算 符 pC(t) 是 投影 算 符 ,满足 条 件 p+ (2) 王 p(t) ,P(t)= 二 p(t), 并 且 
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Toft) 一 1 
(4) 证 明 算 符 pi) 满足 方程 ， pt) = [FH ,p00)]; 


(5) 如 果 体 系 哈密 顿 算 符 及 不 显 含 时 间 , 求 算 符 p01) 在 体系 能 量 表象 的 
矩阵 表示 . 


答 : (1) 对 角 元 ooe( 门 =1cCoett 上 ,为 粒子 在 态 jt> 下 为 学 量 @ 取 值 为 Q 
的 几率 密度 ; 


(DF)= |adQ pr) =T, [pc 
(5) p(t) = pm Oexp[— (En E,)t) 
5-2 分 别 在 坐标 表象 动量 表象 .自身 能 量 表象 写 出 一 维 无 限 深 方 势 时 


Ma 全 Te 中 粒子 基 杰 的 波 函 数 
-二 0. 0<z<ca -SA "1 . D 


: 12 ,nr 
— 一 一 一 0 过 < | 
答 :坐标 表象 we 4 S11 A it 


TO ra 
pe 


动量 表象 ”Ci(p)= Bem) 
i 
iI0 

目 刁 能 量 表象 。 内 二 |0 


0 

5-3 ”粒子 处 于 6 势 阱 VC) 二 一 o6(z),(a>0) 中 ,应 用 动量 表象 的 攻 定 
得 方程 ,求解 其 束缚 定 态 的 能 最 本 征 值 及 相应 的 本 征 活 数 

窒 :E= 一 0,p(p ) 一 fma * ] - 

人 
5-4 粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 VCz)= 1。 DSS 
CD XO Xa 

求 坐 标 算 符 过 和 动量 算 符 广 在 该 体系 的 能 量 表 象 的 矩阵 ， 


中 运动 , 试 


Smna _ 
0 ， 7 一 1 为 偶数 
pm = sl 1)""] (天 四 » pr = 


2415 


5-5 ”粒子 在 一 维 势 场 V(z) 中 运动 , 设 能 谱 完 全 分 立 , 记 为 {E,) ,相应 的 
下 交 归 -一 化 本 征 矢量 完备 组 为 {lx 之 )。 试 证 明 下 列 关系 式 ， 

(D<alpBla >>= 广 m(E, 一 Ew )<n|z|n' 之 , 式 中 和 二 分 别 为 动量 算 
符 和 坐标 算 和 从 : 

(2) 2 (E,—E,.)’|<n|zrln’ > | :pr |a>; 


| 2 
(3) 2) (CE,— EE,.) | | :二 
” 2772 
> 2 2 
A) TEE el ie 
" 9 py 


(5) 设 下 是 一 个 线性 厄 密 算 符 , 互 是 体系 哈密 顿 算 符 , 有 
DE EF = <al[F, LA,AYIn > 
5-6 试 在 上 和 上 , 的 共同 表象 分 别 在 
(a)/=1 
《pP) 一 2 
的 角 动 量子 空间 中 ， 
(1) 写 出 轨道 角 动 量 算 符 LL,、L:、Ly. 上 + 与 上 -的 矩阵 表示 ,其 中 Li+ = 
LitiL,:; 
(2) 分 别 求 L,.、L, 和 工 , 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 组 ，。 


1 0.0 1 0 0 
答 ,(a) (DE=2F*10 1 0|， L.= 万 I0 0 0 
0 0 1 0 0 一 1 
0 1 0 0 一 上 0 
b= ~ 1 0 1|， 2 i 0 一 : 
0 1 0 0 i 0 
0 [了 0 0 0 0 
bir=ilo 0 |， -= /2 0 0 
0 0 0 0 /2 0 
(2)L,; 的 本 征 矢量 组 是 
] /9 i 
加 一 并 21 加 二 二 0 |， $= 
] /9 1 
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/的 本 征 矢 量 组 是 . 
1 /2 1 
办 一 村 | [| ， 不 = 二 | 0 |， $= 方 | VD 
一 1 AD 一 ] 
] 0 0 
L: 的 本 征 矢 量 组 是 点 二 10|， =|1|， | 
0 0 1 


5-7 ”证明 一 个 力学 基 算 符 如 果 与 轨道 角 动 量 算 符 记 对 易 :[ 太 ,二 
0, 则 这 个 算 符 在 中 心 势 场 运动 体系 的 哈密 顿 算 符 瑟 、 负 道 角 动 量 算 符 声 
及 元. 共同 表象 中 的 矩阵 必定 相对 于 角 量 子 数 / 和 磁 量 子 数 而 言 是 对 角 务 


阵 。 试 举 一 例 。 
9e. 10， E 
5-8 已 知 体系 的 哈密 顿 算 符 鼠 = | 0， 2e， 0 |. 试 求 

E， 0, 2 


(1) 体 系 能 量 的 本 征 值 及 相应 的 在 号 表象 的 正 交 归 一 化 本 征 和 其 组 ; 
(2) 将 姑 对 角 化 的 么 正 变换 扬 阵 ， 


答 : 1) 无 一 Ey,2e 38 
1 0 ] 
和 = 一 | 0|， | $e = 加 
V21 0 V 2 |; 
1 0 -1 
V2 V2 
(2)U=| 0 1 0 
_1_ 0 1 
V2 /2 
1 0 0 
5-9 a | 0 ||, 某 -一 力学 县 
0 0 — 1 
1 0 0 
B=61|0 i! 
0 1 0 
(1) 证 明 [H ,Bj]==0: 
其 完备 组 。 
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(2) 求 互 与 五 共同 的 正 交 时 化 本 征 


1 
0 1 

0 ， 一 】 
5-10 电 知 体系 的 哈密 顿 算 符 及 及 另 一 力学 量 算 符 启 在 能 量 表象 的 和 


答 : (2)%g 一 ,$= 


阵 分 别 为 


其 中 mw 和 5 均 为 正 实数 。 设 : 


十 


B=0b 


0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 


= 0 时刻 体系 在 能 量 表象 的 态 矢 量 为 


M2 

ve=0)>=—5| 1 
1 
(1) 体 系 在 能 量 表象 的 态 矢 量 ; 
2) 体系 能 量 的 可 能 取 值 与 相应 的 几率 及 期 望 值 ; 
(3) 测 量力 学 量 B 所 得 的 可 能 取 值 及 相应 的 几率 与 户 的 期 望 值 
(4) 体 系 态 | 亚 (4) 二 在 B 表象 的 态 和 撩 量 。. 
~/ 2 e's 
答 :(1) 在 五 表象 ,平一 1 @ “0 
1 


(2) 体 系 能 量 可 能 取 值 为 wo 和 Wwo, 相 应 几率 为 于 和 广 , 互 一 -on 
(3)B 的 本 征 值 谱 是 6、 一 5 在 态 下. 测 得 的 几率 为 5 


; 求 1 二 0 时 刻 : 


coswot, 测 得 一 。 的 几率 为 二 一 了 COSWwor ,五 一 5 二 十 六 COSwWot ) 
(4) 在 B 表象 
1 
十 @' "0 
^ 2 
V(t) = 可 1 ee 
e' or 
~ 2 


5-11 考察 一 个 二 能 级 体系 。 设 体系 哈密 顿 算 符 在 一 个 表象 的 表示 式 为 


1 
n=| | ‘Ei 人 < E,, 
d” EE, 
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(1) 试 求 该 体系 的 二 个 能 级 及 相应 的 归 一 化 本 征 矢 量 ; 
] 
(2) 假定: 一 0 时刻 体系 态 矢量 为 (0) 一 和 一 | "| , 求 1 之 0 时 则 体系 的 
> 
态 矢 量 及 处 于 态 加 = | ”| 的 几率 ， 


答 : (DE+= 坟 (Ei+Es)tV (EE) +4lal, 


| ] 
8 一 | 
w+ ME 


: 1 ， 
上 =N. 一 | 
dO at+d'/d 


l 
式 中 “一 77: bi) 


cos2PBe 一 + 六 十 sin2PR 一 过- 全 
sinpcospe "(e-em 一 
上 | 21Z ) ，,,,， 
式 中 B=ptg EE ,d= |dle 
4lal? 


一 OI "nv! MII2 
af TF CE Ey LV (E E) 二 4212 


5-12” 设 线性 厄 密 算 符 A 和 六 满 足 条 件 A:=B'= 1 ,有 自 AB+BA=0， 
A.B 均 无 简 并 。 求 : 

(1) 在 4 表象 中 , 算 符 4、B 的 和 矩阵 表示 ; 

(2) 在 B 宕 人 象 中 , 算 符 4、.8B 的 矩阵 表示 |; 

(3) 在 4 表象 中 , 算 符 B 的 本 征 矢 量 ; 

(4) 在 B 表象 中 , 算 符 4 的 本 征 矢量 ; 


(5) 由 4 表象 到 户 表 象 的 么 正 变换 矩阵 7。 
0， ef 
| ,0 为 任意 位 相 因子 


C2) | 


/1 0). 
0 一 ] 


e™", 
0, ef 
(2)B= | 4-| | 
1 -3 0 
1 er ] /ee 
(3)p41 = 一 | ,$1 一- 一- 
/22:1 | 2 一 ] 
1 er 1 fe 
3 | 1 ; 让 
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(SIU | | 
AT ee 一] 
5-13 《1 证明 任 何 一 个 厄 窗 和 矩阵 能 被 一 个 么 正 第 阵 对 和 角 化 ; 


2) 册 由 此 证 明 两 个 龙 密 矩阵 能 锌 同一 个 么 正 窟 阵 对 角 化 的 充 要 条 件 万 


它们 相互 对 易 ， 

5-14 已 知 算 符 己 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 在 必 表 象 的 矩阵 表示 
式 , 试 求 

(1) 基 和 拓 基 组 、 

(2) 态 矢量 和 力学 量 算 符 


从 驴 表 象 变换 到 二 表象 的 么 正 变换 矩阵 。 
答 : 设 在 @ 表象 , 算 符 了 的 本 征 矢量 为 


Pat Fa A 
Pi Py Ps 
pp 一 » fp :一 ’ bp 一 9 
Ps P,; ;3 
站 . j 


则 :(1) 基 矢量 变换 
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第 六 章 ”电子 目 旗 及 一 般 角 动 量 


在 第 四 章 中 由 理论 计算 出 的 氢 原 子 和 类 氢 离 子 (以 及 大 金属 
原子 ) 的 能 级 是 基于 体系 的 哈密 顿 算 符 写 为 简单 的 非 相对 论 性 形 
式 

末 一 中 Vv) 
oH 


式 中 第 一 项 表示 原子 内 核 外 的 一 个 电子 (或 原子 实 外 的 一 个 价 电 
子 ) 在 质心 坐标 系 的 非 相 对 论 性 动能 ,第 二 项 是 电子 与 原子 核 ( 或 
原子 实 ) 的 静电 作用 势能 .尽管 按 此 所 获得 的 理论 结果 与 实验 结果 
相 比 较 符 合 得 很 好 ,但 是 更 精密 的 实验 事实 指出 ,存在 着 若干 原子 
效应 ,例如 氢 原 子 光谱 的 精细 结构 和 碱 金属 原子 光谱 的 精细 结构 、 
原子 在 外 弱 磁 场 中 光谱 线 的 复杂 分 裂 一 反常 塞 曼 (P. Zeeman) 
效应 等 ,它们 是 无 法 由 原子 体系 具有 上 面 形式 的 哈密 顿 算 符 所 能 
说 明 的 ,而 必须 在 上 式 中 补充 附加 的 作用 项 。 这 类 附加 的 作用 项 要 
涉及 到 在 原子 内 ,电子 不 仅 具 有 “轨道 ”运动 自由 度 ,因而 需要 用 若 
干 力学 量 (坐标 .动量 、 轨 道 角 动 量 等 ) 来 表征 电子 “轨道 ”运动 的 特 
性 ,而 且 具 有 内 豪 运 动 自由 度 , 因 而 再 需要 引入 新 的 力学 量 , 即 电 
子 的 自 旋 , 来 表征 电子 这 种 内 豪 运 动 的 特性 ,并 且 还 需要 计 及 电子 
的 “轨道 > 运动 与 内 襄 运 动 之 间 的 耦合 及 其 耦合 作用 能 量 。 本 章 的 
基本 目的 就 是 要 引 人 和 人 电子 的 内 豪 运动 自由 度 以 及 表征 它 的 力学 
量 : 自 旋 , 说 明 自 旋 这 个 力学 量具 有 角 动 量 的 一 般 性 质 。 第 一 至 四 
节 分 别 叙 述 电子 自 旋 的 引出 .电子 的 自 旋 算 符 和 自 旋 态 矢量 . 计 人 
自 旋 的 电子 运动 态 矢 量 和 一 般 角 动量 通 有 的 性 质 。 为 了 探求 一 个 
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电子 的 轨道 角 动 量 与 自 施 之 间 的 耦合 ,也 为 了 以 后 便于 探求 多 电 
子 原子 内 诸 电 子 之 间 的 自 旋 - 自 旋 看 合 、 轨 道 角 动量 -轨道 角 动 量 
耦合 等 ,第 五 六 叙述 两 个 独立 的 角 动 量 之 间 的 耦合 。 

本 章 并 不 打算 介绍 和 解释 上 面 提 到 的 右 干 原子 效应 ,在 以 下 
几 章 中 将 陆续 对 此 给 出 说 明 , 因 为 其 中 还 需要 用 到 下 一 章 才 开 始 
介绍 的 近似 计算 方法 。 本 章 只 引出 电子 的 目 诈 以 及 叙述 一 般 角 动 
量 的 初步 理论 。 论 述 中 要 应 用 量子 力学 的 表 委 理论。 因为 电子 目 
旋 表 征 的 是 电子 内 个 运动 的 特性 ,表述 电子 目 旋 不 能 以 电子 轨 
道 ” 运 动 的 坐标 算 符 的 本 征 值 作为 日 变 量 , 即 不 能 采用 "轨道 "空间 
的 坐标 表象 , 这 里 只 能 采用 自 旋 表象 。 


3 6.1 电子 目 旋 的 引出 


6.1-1 乌 伦 贝克 -高 德 斯 密 特 假设 


电子 自 旋 的 概念 历史 上 最 初 是 由 乌 伦 贝克 (G. E. Uhlenbeck) 
和 高 德 斯 密 特 (S. A. Goudsmit) 于 1925 年 作为 假设 提出 的 。 事 实 
上 ,电子 的 自 旋 出 目 一 种 相对 论 性 量子 效应 , 它 可 以 由 相对 论 性 量 
子 力学 波动 方程 一 一 狄 喇 克 方程 从 理论 上 自然 地 引出 。 但 是 , 非 相 
对 论 性 的 量子 力学 波动 方程 一 一 薛 定 谓 方 程 不 可 能 引出 电子 的 自 
旋 , 因 而 不 得 不 人 为 地 将 它 以 假设 的 形式 附加 进 非 相 对 论 性 量子 
力学 中 来 。 

当然 ,电子 自 旋 假设 的 提出 必须 从 实验 事实 出 发 ,并 且 必 须 得 
到 实验 的 直接 证 实 。 当 时 ,作为 假设 根据 的 典型 实验 事实 有 两 个 : 

(1) 碱 金属 原子 光谱 的 精细 结构 。 其 中 ,主线 系 和 第 二 辅 线 系 
的 每 一 条 谱 线 实际 上 都 是 由 两 条 线 组 成 , 而 第 一 辅 线 系 和 柏 格 曼 
线 系 的 每 一 条 谱 线 则 都 是 由 三 条 线 组 成 .例如 , 钠 原 子 光谱 主线 系 
的 第 一 条 线 谓 之 D 线 , 是 一 条 很 亮 的 黄 线 (4 二 5893A ), 如 果 用 分 
辨 本 领 较 高 的 光谱 仪 进行 观测 , 就 会 发 现 它 是 由 车 得 很 近 的 两 条 
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谱 线 组 成 的 ,一 条 是 Di 线 , 4 二 5895.93A, 为 一 条 是 D; 线 ， 
人 一 5889.96A 。 

(2) 反常 塞 曼 效应 。 塞 曼 于 1896 年 发 现 , 若 将 光源 置 于 外 磁 
场 中 , 原子 的 光谱 线 会 发 生 分 裂 。 在 磁场 足够 强 的 情况 下 ,从 垂直 
于 磁场 的 方向 观测 ,一 条 谱 线 分 型 成 三 条 ;从 平行 于 磁场 的 方向 观 

测 ,一 条 谱 线 分 裂 成 两 条 。 这 个 现象 由 洛 伦 兹 CH. A. Lorentz) 甚 至 

应 用 经 典 电磁 理论 就 作出 了 解释 ,人们 通常 称 它 为 正常 塞 曼 效 应 。 
但 是 后 来 人 们 又 发 现 , 原 子 夺 是 在 弱 的 外 磁场 中 ,光谱 线 会 出 现 复 
杂 的 分 裂 。 例 如 ,将 钠 原 子 置 于 外 弱 磁 场 中 ,在 慌 直 于 磁场 的 方向 
观测 ,Di 线 和 D; 线 分 别 分 裂 成 四 条 和 和 六 条 ,而 在 平行 于 磁场 的 方 
向 观测 , 则 分 别 分 裂 为 两 条 和 四 条 。 这 应 用 经 由 理论 完全 不 能 解 
释 ,; 因 而 人 们 通常 称 它 为 反 第 塞 曼 效应 ,实际 上 ， 反常 ”的 属 正 常 ， 
“正常 的 反倒 是 特殊 情况 。 / 

关于 上 述 两 个 实验 事实 ,后 面 两 章 中 将 分 别 给 出 具体 的 解释 。 
但 是 在 历史 上 ,直到 1925 年 上 半年 ,应 用 玻 尔 - 索 末 菲 的 量子 论 来 
解释 这 两 个 实验 事实 的 所 有 笠 试 均 遭 到 失败 ,问题 的 关键 是 ,当时 
对 应 于 原子 内 电子 作 椭 圆 轨道 运动 的 三 个 自由 度 , 索 末 非 等 人 曾 
经 提出 了 空间 量子 化 的 概念 ,引进 了 除 主 量子 数 、 角 量子 数 以 外 的 
又 一 个 磁 量 子 数 , 并 且 应 用 这 三 个 表征 电子 "轨道 ?运动 的 量子 数 
来 解释 正常 塞 曼 效应 ;但 是 ,应 用 三 个 量子 数 不 足以 说 明 碱 金属 原 
子 光谱 的 精细 结构 和 反常 塞 曼 效应 ,看 来 还 需要 引进 第 四 个 量子 
数 , 用 来 表征 电子 本 身 具 有 的 一 种 新 的 量子 性 , 即 一 种 “不 能 作 经 
典 描述 的 二 值 性 ”[ 泡 利 (W. Pauli) 语 ]。 乌 伦 贝 克 和 高 德 斯 密 特 正 
是 注意 到 :为 了 解释 碱 金 属 原 子 光 谱 的 精细 结构 和 反常 塞 曼 效应 ， 
表征 电子 的 运动 应 该 有 四 个 量子 数 ; 过 去 引进 的 三 个 量子 数 已 经 
对 应 于 电子 在 原子 内 作 “ 轨道 ”运动 的 三 个 自由 度 ; 假 铬 将 电子 视 
为 质点 , 那 就 不 会 存在 对 应 于 第 四 个 量子 数 的 自由 度 , 因 此 必须 视 
电子 为 小 球 , 它 有 自转 ;并 且 自 转角 动量 的 取 问 也 是 空间 量子 化 
的 。 于 是 ,他 们 就 在 1925 年 9 月 提出 了 关于 电子 上 自 旋 的 假设 。 
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乌 伦 贝克 和 高 德 斯 密 特 假设 :原子 内 电子 的 运动 相似 于 地 球 
绕 太 阳 运 动 ,电子 一 方面 绕 原子 核 运动 ,相应 有 轨道 角 动 量 , 另 一 
方面 又 绕 着 其 本 身 的 一 个 轴 作 自转 ,相应 的 自转 角 动 量 就 称 为 电 
子 的 自 旋 ; 电 子 自 旋 的 取向 是 空间 量子 化 的 , 取 值 为 m 太 , 其 中 
是 自 旋 磁 量子 数 ; 与 电子 的 自 旋 相 联系 有 磁 矩 ( 称 为 电子 的 自 旋 磁 
类 ) 。 

许多 实验 事实 都 明确 显示 出 ,电子 自 旋 在 空间 任 一 方向 上 都 
只 有 正 反 两 个 不 同 的 取向 。 类 同 于 对 轨道 角 动 量 的 考虑 , 记 电子 自 
旋 的 角 量子 数 为 *, 由 2; 十 1=2, 得 : 只 可 能 取 唯 一 一 个 值 := 》%; 
因而 ,电子 自 旋 的 磁 量子 数 m, 可 能 取 志和 一 元 两 个 值 。m 就 是 表 
征 电子 运动 的 第 四 个 量子 数 。 

电子 自 旋 磁 矩 的 方向 与 自 旋 的 方向 相反 ,因为 电子 带 负电 荷 。 
实验 事实 示 出 , 磁 矩 的 大 小 为 一 个 玛 尔 磁 子 mo 一 全 ,其 中 mm, 是 
电子 的 质量 。 故 电子 的 自 施 磁 矩 表示 为 


e e 
M. TT mi) — bb; Dm 221 (6. 1-1) 


式 中 g, 二 2, 是 电子 的 自 旋 朗 德 g 因子 。 电 子 的 自 旋回 转 磁 比 率 等 
于 


一 二 二 二 (6. 1-2) 


mii 8 Dm. m. 

是 电子 “轨道 ”运动 回转 磁 比 率 [ 由 式 (4. 2-64) 所 示 ] 的 两 倍 。 

这 样 ,就 引出 了 电子 的 自 旋 。 但 是 必须 强调 指出 ,将 电子 自 旋 
所 表征 的 运动 机 械 地 看 成 电子 的 自转 是 不 正确 的 .事实 上 ,设想 电 
子 为 质量 均匀 分 布 的 带电 小 球 ,小 球 的 半径 取 为 电子 经 典 半径 式 
(1.2-20)7. 二 2.8X10- 米 (新 近 的 实验 证 据 表 明 , 电 子 的 线 度 远 
小 于 这 个 量 ) ,假若 要 它 的 自转 使 得 角 动 量 达 到 万/2 的 大 小 , 则 小 
球 表面 上 一 些 点 的 切 向 线 速度 将 会 远大 于 光速 ,这 违反 爱 因 斯 坦 
的 狭义 相对 论 原理 .另外 ,一 个 刚体 的 转动 可 有 三 个 自由 度 : 并 且 ， 
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相应 的 角 量 子 数 的 取 值 可 取 无 限 多 个 值 。 不 过 ,到 后 面 会 陆续 看 
到 , 许 计 多 多 的 实验 事实 一 致 表明 ,电子 具有 自 旋 这 个 假设 确实 是 
完全 正确 的 .因此 ,问题 只 是 在 于 不 能 将 自 旋 所 表征 的 电子 运动 简 
单 地 视 为 电子 的 自转 ,而 应 当 理 解 为 电子 自 旋 对 应 着 电子 运动 的 
新 的 一 个 日 由 度 , 这 是 电子 内 和 个 运动 的 一 个 自由 度 , 电 子 自 旋 及 其 
相应 的 磁 窍 反映 的 正 是 电子 内 个 运动 的 特性 ,所 以 ,它们 也 分 别称 
为 电子 的 内 裹 角 动 量 和 内 课 磁 第 。 电 子 的 这 种 内 豪 运 动 只 有 一 个 


自由 度 , 只 由 自 旋 来 表征 , 自 旋 角 量子 数 ; 只 取 志 这 一 个 值 ,因而 


自 旋 磁 量子 数 w, 取 广 和 一 地 两 个 值 ,由 磁 量 子 数 内, 来 表征 电子 


的 内 蔓 运 动 ,由 于 人 们 至 今 对 电子 的 内 部 结构 尚 不 了 解 ,因而 对 于 
电子 具有 目 旋 的 内 课 运 动机 制 还 不 清楚 。 


6. 1-2 斯 符 恩 - 盖 拉 赫 实验 


电子 县 旋 的 假设 由 斯 特 轧 (O. Stern) 和 善 拉 赫 (CW. Gerlach ) 
于 1921--1922 年 完成 的 银 原 子 束 通过 不 均匀 磁场 后 发 生 俩 转 和 
分 裂 成 两 束 的 震 名 实验 得 到 直接 证 实 。 

斯 特 思 和 盖 拉 薪 在 1920 年 开始 春 于 筹划 这 一 实验 时 ,其 只 的 
完全 古 为 了 用 实验 直接 检验 玻 尔 - 索 末 菲 的 氮 原 子 量子 论 中 索 末 
菲 等 人 提出 的 原子 内 电子 椭圆 轨道 的 空间 取向 量子 化 假设 。 因 为 
应 用 这 个 假设 当时 可 以 解释 原子 的 一 些 效应 (例如 原子 在 外 电场 
中 光谱 线 的 分 裂 一 - 斯 塔 克 (. Stark) 效 应 和 正常 寒 曼 效应 等 ,对 
解释 原子 的 X 射线 谐 等 也 起 过 一 定 的 作用 ) ,然而 从 来 没有 人 从 
实验 上 小 示 过 空间 量子 化 的 在 在 ,因而 有 和 人 怀疑 其 物理 的 其 实 性 ， 
认为 这 个 假设 可 能 只 是 用 于 计算 的 “一 种 配方 而已。 斯 特 思 和 羡 
拉 赫 设计 了 一 个 实验 装置 ,如 图 6.1-1(4) 所 示意 。 当 时 是 用 银 作 
实验 ,在 加 热 炉 O 内 使 银 汽 化 '; 银 原子 尺 出 炉 口 、 通 过 半径 约 为 3 
X10 下 米 的 圆 孔 S 和 缝 宽 为 (43 一 4) X10 局 米 的 缝 状 孔 径 5; 形成 
细 束 后 进入 伐 声 区域。 磁铁 由 入 -9 示意 ,NN 极 表 面 是 四 的 而 SS 

285 


图 6. 1-1 斯 特 恩 - 盖 拉 赫 实验 
(a) 装 置 示意 图 (5) 产 生 不 均匀 磁场 的 一 对 磁极 
(c) 银 原 于 束 在 玻璃 板 上 演 积 出 两 条 黑 斑 


极 制 成 刀口 形 , 如 图 (5) 所 示意 ,这 样 形状 的 一 对 磁极 在 刀刃 区 域 

产生 一 个 方向 总 是 与 刀刃 垂直 . 即 沿 图 中 所 示 z 方向 而 大 小 沿 > 

方 同 是 逐渐 增强 的 不 均匀 磁场 (在 xy 平面 上 可 以 认为 磁场 是 均匀 

的 。 设 计 出 这 样 的 磁极 以 保证 磁场 在 原子 线 度 上 显示 出 上 述 不 均 

匀 性 ,是 这 个 实验 装置 的 一 大 特色 。)。 将 炉 口 . 圆 筷 5S1 和 终 孔 $， 
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调 至 准 直 , 链 孔 5; 调 至 与 磁场 和 刀刃 垂直 ,使 银 原子 束 平行 于 长 
约 3. 5X10-: 米 的 磁极 刀刃 通过 。 银 原子 束 刚 通过 磁场 后 ,就 直接 
撞击 到 玻璃 板 P 上 沉积 。 整 个 装置 放 在 屏蔽 童 内 ,内 部 抽 成 高 丰 


Fp 


个 。 


实验 的 原理 十 分 简单 明了 .首先 ,给 出 原子 在 外 磁场 中 的 受 力 
情况 。 原 子 内 电子 运动 (当时 认为 是 作 术 圆 轨道 运动 ) 具 有 确定 的 
角 动 量 因而 有 确定 的 磁 矩 M, 故 原子 与 外 磁场 B 的 耦合 能 量 为 

U=~— M.B (6. 1-3) 
而 受 外 磁场 的 力 为 
f=— VU= YyV(M.8B) (6. 1-4) 
已 知 外 磁场 的 方向 沿 = 轴 而 大 小 沿 * 轴 逐 渐 增 强 , 记 原 子 磁 矩 M 
的 取向 与 外 磁场 的 方向 之 间 夹 角 为 9, 则 原子 受 力 的 大 小 
f= M Scos? (6. 1-5) 
随 夹 角 9 的 不 同 而 改变 。 力 的 方向 当 69 在 0<9<90" 范 围 内 是 平行 
于 z 轴 即 沿 磁 场 增 强 的 方向 , 当 6 在 90°<b<180° 范 围 内 则 是 肥 
平行 于 z 轴 即 沿 磁 场 减弱 的 方向 。 

其 次 ,给 出 原子 束 在 外 磁场 中 的 偏转 情况 .假定 原子 的 磁 矩 取 
某 一 定 大 小 的 值 M 而 方向 与 = 轴 的 夹 角 为 6, 又 设 $ 为 常量 , 则 
原子 在 进入 磁场 区 域 后 沿 刀刃 纵向 运动 的 过 程 中 由 于 受到 磁场 力 


的 作用 而 有 横向 的 恒定 加 速度 
a 一 二 一 2 cos (6. 1-6) . 


式 中 mm 是 原子 的 质量 。 故 原子 在 穿 过 非 均 匀 磁 场 过 程 中 会 发 生 但 
转 。 再 记 v 是 原子 进入 磁场 区 域 时 的 初速 度 ,! 是 原子 穿 过 磁场 区 
域 的 纵向 距离 ,由 于 缝 筷 S; 和 玻璃 板 卫 分别 很 舍 近 磁极 的 两 端 ， 
因而 2 可 以 近似 地 看 成 缝 孔 5; 到 玻璃 板 卫 之 间 的 距离 , 则 撞击 到 
玻璃 板 P 上 时 的 横向 偏离 量 为 


d =7at 一 - 
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2 


l COSsD (6. 1-7) 


_M dB 
~ 2m dz mm 

式 中 除 角 9 外 , 其余 各 量 都 有 固定 的 值 , 表 明 原 子 随 着 它 的 磁 矩 方 
向 与 外 磁场 方向 的 夹 角 不 同 ,在 穿 过 磁场 后 有 不 同 的 横向 偏离 。 于 
是 ,倘若 原子 的 角 动量 (因而 磁 矩 ) 在 空间 的 取向 是 任意 的 , 则 对 原 
子 束 中 的 诸 原 子 来 说 就 可 有 连续 不 同 的 角 6, 因 而 通过 磁场 区 域 
后 有 连续 不 同 的 横向 偏离 量 di, 结果 在 玻璃 板 已 上 就 要 出 现 很 宽 
的 连续 一 片 黑 斑 ; 反 之 ,如 果 原 子 的 角 动 量 ( 磁 矩 ) 的 空间 取向 是 量 
子 化 的 ,对 原子 束 中 诸 原 子 来 说 就 只 可 能 有 特定 的 几 个 分 立 的 角 
0, 通 过 磁场 区 域 后 只 可 能 有 某 几 个 分 立 的 横向 偏离 量 4 ,在 玻璃 
板 上 也 只 可 能 出 现 菜 几 条 分 立 的 黑 班 。 因 此 ,借助 于 这 个 实验 
可 以 确定 地 检验 原子 的 空间 量子 化 是 否 真实 存在 ,另外 ,假若 原子 
没有 角 动 量 和 磁 矩 ,那么 通过 磁场 区 域 自 然 不 偏转 , 则 玻璃 板 P 
上 只 出 现 位 于 正中 间 的 一 条 黑 斑 。 

实验 得 到 的 结果 如 图 6. 1-1(c) 所 示 。 银 原子 束 在 玻璃 板 P 上 
沉积 出 伍 上 和 偏 下 对 称 的 两 条 黑 班 。 这 说 明 , 银 原子 的 角 动 量 ( 磁 
符 ) 相 对 于 磁场 方向 只 可 能 有 两 个 分 立 的 空间 取向 , 因而 银 原子 束 
通过 磁场 区 域 会 沿 场 强 非 均匀 方向 分 裂 成 分 立 的 两 束 ,事实 上 ,一 
束 是 被 吸 向 刀刃 形 磁 极 , 另 一 束 则 被 斥 离 刀刃 形 磁 极 ,不 存在 不 候 
转 的 束 。 

实验 测定 两 条 黑 斑 之 间 的 距离 ,为 d 式 (6.1-7) 的 两 倍 ,再 分 
别 实测 出 或 推算 出 式 中 其 它 有 关 量 的 值 ,合理 地 设想 角 9 取 值 为 
0 和 180" ,就 可 以 算出 银 原子 磁 矩 的 大 小 M。 这 样 求 得 的 M 值 恰 
好 等 于 一 个 玻 尔 磁 子 HBo 

后 来 ,人 们 又 用 其 它 多 种 原子 先后 重复 了 斯 特 恩 - 盖 拉 赫 实 
验 ,实验 结果 明确 地 肯定 了 原子 的 空间 量子 化 假设 ,直接 证 实 了 原 
子 内 部 “量子 状态 的 唯一 存在 ”( 爱 因 斯 坦 语 )。 

但 是 ,这 里 要 强调 指出 的 是 ,斯 特 恩 - 盖 拉 赫 用 银 原 子 束 所 做 
实验 的 结果 当时 也 给 人 们 带 来 困惑 。 银 在 元 素 周 期 表 中 属 第 一 副 
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族 ,原子 序数 是 47, 中 性 银 原子 核 外 共有 47 个 电子 ,在 通常 状态 
下 其 中 的 46 个 内 层 电子 和 原子 核 共同 组 成 原子 实 ,其 电子 总 轨道 
角 动 量 的 角 量子 数 志 = 0( 这 在 第 九 章 中 将 给 予 说 明 ) ,而 只 有 一 个 
价 电子 围绕 着 原子 实 运动 。 如 果 按 照 量子 力学 中 电子 “轨道 ?运动 
的 空间 量子 化 理论 , 设 价 电子 的 轨道 角 量子 数 为 1， 则 原子 的 角 动 
量 ( 因 而 磁 矩 ) 相 对 于 = 轴 有 2/ 十 1 个 不 同 的 取向 ,而 角 量 子 数 / 的 
可 能 取 值 是 0 和 正 整数 1,2,3,…( 按 照 当年 玻 尔 - 索 末 菲 的 旧 量 
子 论 , 角 量 子 数 记 为 no; 可 能 取 值 为 1,2,3,… ,原子 内 电子 运动 的 
椭圆 轨道 空间 量子 化 有 24s+1 个 可 能 取向 ,) , 故 银 原子 束 通过 不 
均匀 磁场 后 理论 上 预言 应 分 裂 成 奇数 个 束 ( 包 括 偏 上 和 偏 下 对 称 
的 诸 束 和 和 正中 间 的 一 束 )。 何 况 斯 特 因 和 盖 拉 赫 在 实验 中 做 得 加 热 
炉 O 内 温度 不 太 高 ,使 银 原 子 都 处 于 基态 , 价 电子 的 角 量 子 数 /= 
0( 按 旧 量 子 论 n=1) ,而 按照 量子 力学 理论 基态 银 原子 的 磁 矩 等 
于 零 , 故 基态 银 原子 束 在 通过 不 均匀 磁场 后 理论 上 预言 不 发 生 仿 
转 和 分 裂 ,玻璃 板 己 上 只 沉积 出 在 正中 间 的 一 条 黑 斑 (按照 旧 量 
子 论 , 基 态 银 原子 束 通过 不 均匀 磁场 后 应 分 裂 成 三 束 , 会 在 玻璃 板 
P 上 淀 积 出 偏 上 、 偏 下 和 正中 间 的 三 条 黑 斑 )。 可 是 实验 事实 是 , 玻 
璃 板 了 上 沉积 出 偏 上 和 仿 下 对 称 的 两 条 黑 斑 , 而 不 出 现 正中 间 的 
黑 斑 后 来 人 们 又 用 氢 的 和 碱 金属 的 基态 原子 束 做 实验 ,一 再 显示 
出 实验 事实 与 理论 预言 在 原子 束 所 分 型 的 束 数 上 不 一 致 。 

直到 乌 伦 贝克 和 高 德 斯 密 特 在 1925 年 提出 电子 自 旋 假设 之 
后 ,斯 特 思 - 盖 拉 赫 实验 的 现象 才 得 到 解释 。 由 于 电子 有 自 旋 , 银 原 
子 内 原子 实 的 电子 总 轨道 角 动 量 和 总 自 旋 的 角 量子 数 工 和 5S 分 
别 都 等 于 零 ( 见 § 9. 4) ,而 原子 实 外 一 个 价 电 子 在 基态 下 的 轨道 角 
动量 角 量子 数 /=0、 自 旋 角 量子 数 :> 一己 ,因而 基态 银 原子 的 总 角 
动量 仅 是 其 一 个 价 电子 的 自 旋 角 动 量 , 原子 总 磁 矩 也 仅 是 这 个 价 
电子 的 自 旋 磁 矩 。 一 个 电子 的 自 旋 ( 因 而 自 旋 磁 矩 ) 在 空间 任 一 方 
向 上 都 只 有 平行 和 反 平行 这 两 个 可 能 取向 , 故 斯 特 恩 - 盖 拉 赫 实验 
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中 基态 银 原子 束 通过 不 均匀 磁场 后 应 分 裂 成 偏 上 和 偏 下 对 称 的 两 
束 ,并 且 测 得 的 原子 磁 矩 大 小 应 是 一 个 玻 尔 磁 子 。 

反 过 来 说 ,斯 特 恩 - 盖 拉 赫 实验 的 结果 直接 证 实 了 乌 伦 贝克 和 
高 德 斯 密 特 的 电子 自 施 假设 的 正确 性 .实验 结果 表明 ,电子 的 内 襄 
角 动 量 及 相应 的 内 豪 磁 矩 在 空间 任意 方向 上 有 平行 和 反 平行 两 个 
不 同 的 取向 ,内 豪 磁 矩 的 大 小 为 一 个 玻 尔 磁 子 。 

后 来 人 们 陆续 发 现 , 除 电子 以 外 ,其 它 多 种 微观 粒子 如 质子 、 
中 子 以 及 光子 等 都 具有 自 旋 。 电 子 、 质 子 和 中 子 的 自 旋 角 量子 数 ， 
都 是 二 , 称 为 费 密 (E. Fermi) 子 (s 等 于 半 正 整数 的 粒子 统称 为 费 
密 子 ); 光 子 的 自 旋 角 量子 数 "等 于 1, 称 为 玻 色 (S. N, Bose) 子 Cs 
等 于 零 . 正 整数 的 粒子 统称 为 玻 色 子 ) 两 者 遵从 不 同 的 统计 法 。 自 
旋 如 同 质 量 .电荷 等 一 样 ,成 为 表征 一 种 微观 粒子 固有 性 质 的 物理 
量 。 / 


3 6.2 电子 的 自 施 算 得 和 目 旋 态 矢 量 


电子 自 旋 作为 表征 电子 内 票 运 动 的 力学 量 , 在 量子 力学 中 用 
算 符 表 示 , 电子 内 襄 运 动 的 状态 则 用 所 谓 自 放 态 矢量 描述 ， 


6. 2-1 电子 的 自 旋 算 符 


斯 特 恩 - 盖 拉 赫 实验 直接 证 实 ,电子 自 旋 是 表征 电子 内 襄 运 动 
的 角 动 量 , 因为 电子 由 此 而 具有 相应 的 磁 矩 , 才 引 起 基态 银 原 子 束 
在 不 均匀 磁场 中 偏转 和 分 裂 成 两 束 。 

量子 力学 中 , 记 表 示 电 子 自 旋 的 算 符 为 $, 它 作为 一 种 角 动 量 
算 符 ,是 矢量 算 符 ,其 直角 坐标 系 的 三 个 分 量 记 为 5..$, 和 5., 它 
们 都 是 线性 厄 密 算 符 。 于 是 ,又 可 引入 电子 自 旋 的 平方 算 符 他 

$2 一 0 十 03 十 9 (6. 2-1) 
也 是 线性 厄 密 算 符 。 另 外 还 可 以 引入 $4 和 5- 两 个 算 符 : 
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Sj= 0 二 iS,， 9_ 一 9 一 中， (6. 2-2) 
它们 是 线性 的 ,但 显然 不 是 厄 密 算 符 。 

在 本 章 的 第 四 节 中 将 介绍 ,任何 的 角 动量 算 符 都 满足 相同 形 

式 的 量子 条 件 。 因 此 ,电子 自 旋 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 算 符 $,、5， 

和 。.- 之 间 所 满足 的 对 易 关 系 同 于 轨道 角 动 量 的 三 个 直角 坐标 系 

分 量 算 符 L,、L, 和 上 , 之 间 的 对 易 关 系 式 (3. 4-14) 一 (3.4-16) , 即 


[S,,S,] = 二流 5,Y 
[Sy,S,] 二 访 5， | (6. 2-3) 
[9 一 夸 9， 
表明 $,.$, 和 5. 之 间 两 两 均 不 对 易 。 这 三 个 对 易 关系 合 起 来 记 为 
SXS 一 态 3 (6. 2-4) 


可 以 看 出 ,电子 上 自 旋 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 算 符 在 量子 条 件 式 
(6. 2-3) 中 对 于 坐标 x+、y 和 > 轴 顺 次 置换 来 说 地 位 完全 对 称 , 任 一 
分 量 都 没有 区 别 于 另外 两 个 分 量 的 特殊 性 .由 此 直接 可 知 , 这 三 个 
算 符 $,.$, 和 S, 的 本 征 值 谱 相 同 。 再 从 例 3. 4-4 推导 轨道 角 动 量 
的 平方 算 符 和 zz 分 量 算 符 的 本 征 值 谱 的 过 程 得 知 , 仅 由 轨道 角 动 
量 算 符 的 量子 条 件 出 发 ,就 可 以 确定 轨道 角 量 子 数 ! 的 允许 取 值 
是 零 、 正 整数 和 半 正 整数 ,而 对 于 角 量 子 数 ? 的 一 个 固定 值 来 说 磁 
量子 数 关 可 以 取 !7 一 1 一/ 共 2 十 1 个 值 。 原 子 内 电子 " 轨 
道 运动 态 舌 量 所 张 成 的 黑 伯 特 空 间 的 具体 性 质 再 限制 轨道 角 量 
子 数 ! 只 人 允许 取 零 和 正 整 数 ,不 能 取 半 正 整 数 。 电 子 目 旋 的 情况 类 
同 , 但 是 ,电子 内 豪 运 动 的 态 空间 的 具体 性 质 是 进一步 限制 电子 自 
旋 角 量子 数 s 只 允许 取 半 正 整 数 ,并 且 在 非 相 对 论 A 

生 由 实验 之 突 给 凡 电 子 的 日 施 在 空间 任 一 方向 上 的 投 时 区 都 只 


取 两 个 分 立 的 值 卫 和 一 二 , 即 电子 自 旋 在 任意 向 上 的 
符 $, 的 全 部 本 征 值 只 有 士 了 两 个 值 , 故 电子 自 旋 角 量子 数 * 只 取 
3 这 一 个 值 。 
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由 电子 自 旋 的 量子 条 件 式 (6. 2-3) 出 发 ,并 且 注 意 到 算 符 9 
和 4 的 定义 式 (6. 2-1) 和 式 (6. 2-2) ,再 利用 算 符 对 易 子 的 代数 运 
算 规 则 式 (3. 1-16) ,可 以 直接 得 到 下 列 的 算 符 关系 式 : 


[$2,$,]= [$2,$,]=[$,$.]=0 (6. 2-5) 
[$2,S,] = [$,S.]=0 (6. 2-6) 
[9,.,S,] 一声 9 ， [9 .9_] 一 一 声 9_ (6. 2-7) 
[5.,5_]= 二 25, (6. 2-8) 


[Si,S_] 二 $45 二 9 SS,= 2 一 9) . (6.2-9) 
SS.5 = 二 人 一 S92 十 序 $,， 


9_9 一 4 一 52 一声 9。 (6. 2-10) 
(9 )+ 一 0， (0_)+= SS, (6. 2-11) 
以 上 诸 式 请 读者 自行 证 明 。 


引入 电子 自 旋 算 符 $ 后 ,由 式 (6.1-1) 可 以 再 引入 电子 自 旋 磁 
半 算 和 从 ,表示 为 / 


M,; 一 一 iS: 一 一 8 je (6. 2-12) 
或 一 般 地 写成 
及 二 一 二 一 一 8 3S (6. 2-13) 
式 中 g, 二 2。 
6. 2-2 渔 利 算 符 
引入 矢量 算 符 c, 它 与 电子 自 旋 算 符 $ 之 间 有 简单 的 关系 
$= 了 6 (6. 2-14) 
| 
.= Do, S$,= Fo S$.— 3 (6.2-15) 


三 个 算 符 0.、o, 和 co. 称 为 泡 利 算 符 。 它 们 显然 也 都 是 线性 厄 密 算 
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付 : 
df=0, =0, =0. (6. 2-16) 
将 式 (6.2-15) 代 入 式 (6. 2-3) ,得 
[0,90, 一 2 
oo] = 2i0, y (6. 2-17) 
[aa | 一 pi | 
合 起 来 记 为 
oxXo= 2i0 (6. 2-18) 


由 于 电子 自 施 在 空间 任意 4 方向 上 投影 的 算 符 $, 的 全 部 本 
征 值 只 有 土 两 个 值 , 故 算 符 56 的 全 部 本 征 值 是 寸 1 ,因而 算 符 5 
的 全 部 本 征 值 只 有 1 一个 值 。 可 见 ,在 自身 表象 是 单位 矩阵 , 即 
站 是 一 个 单位 等 符 : 

0 一 1 (6. 2-19) 
特别 是 : 
0:=0=0= 1 (6. 2-20) 
综合 式 (6. 2-16) 和 式 (6.2-20) 可 知 ,三 个 泡 利 算 符 又 都 是 线性 么 
正 算 符 。 
由 式 (6. 2-17) ,例如 由 


0,0, 一 O00 — 270 
用 分 别 左 乘 和 右 乘 上 式 ， 
0 — 0.0.9, 210.6， 
F060, 一 二 210.0， 


再 将 上 两 式 相 加 ,并 注意 到 式 (6.2-20)oi=1, 得 oo 十 oa: 一 0。 总 
之 ,可 以 得 知 三 个 泡 利 算 符 之 问 两 两 反对 乌 : 


oO0,|! 三 0,0, 十 90.0, 二 0 
LOG、 ,au | | -一 OO. 二 OG.0, -一 U ( 6， 2-21) 
[ol ,二 0,0, 0,0. 二 0 


再 联 立 式 (6. 2-17) 和 式 (6. 2-21). 有 
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G0, 一 一 0,0; 一 ia。 
Gye 一 一 0coy 一 | (6.2-22) 
G0; 一 一 O00, = 710， 

将 上 面 第 一 式 右 乘 o, ,注意 到 0 二 1 ,得 到 
OO 一 1 (6. 2-23 ) 


6. 2-3 95. 表象 和 泡 利 矩阵 


电子 自 旋 算 符 的 具体 形式 必须 用 一 个 表象 才能 表示 出 来 。 由 
于 电子 的 内 庄 运 动 只 有 一 个 自由 度 , 故 在 电子 内 玄 运 动态 矢量 张 
成 的 黑 伯 特 空间 (通常 称 为 电子 的 自 旋 空间 ) 中 , 仅 由 一 个 力学 量 
就 构成 一 个 力学 量 完全 集合 ,用 其 正 交 归 一 化 的 本 征 矢量 完备 组 
作为 基 矢 量 组 就 可 以 建立 表象 。 在 自 旋 空间 中 ,不 能 用 表征 电子 
“轨道 "运动 的 力学 量 的 本 征 矢量 组 作为 基 矢 量 组 来 建立 表象 。 如 
果 用 电子 自 旋 的 = 分 量 算 符 $.( 或 者 等 效 地 用 泡 利 算 符 5.) 的 正 
交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 作为 基 矢 量 组 , 所 建立 的 表象 就 是 $， 
( 即 c.) 表象。 

算 符 $, 及 5. 在 S$, 表象 即 是 在 自身 表象 , 故 其 表示 矩阵 是 对 
角 矩 阵 ,对 角 元 是 算 符 的 本 征 值 。 泡 利 将 其 表示 成 如 下 两 行 两 列 的 
矩阵 ， 


2 0 
2 1 0 
$, = = 3| / (6. 2-24) 
0 kl “0 一: 
2 
即 
1 0 
5. = (6. 2-25) 
0 一 1 


对 于 算 符 $, 和 S$,( 因 而 o; 和 c,) 来 说 ,9。 表象 不 是 它们 的 自身 表 

象 , 故 它们 的 表示 和 矩阵 都 不 是 对 角 和 矩阵 ,但 是 也 都 分 别 是 两 行 两 列 

的 矩阵 。S; 和 S, 的 表示 和 抢 阵 以 及 9。 式 (6. 2-24) 共 同 要 满足 量子 
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条 件 式 (6. 2-3) ,这 样 也 能 保证 $; 和 *, 和 矩阵 的 本 征 值 谱 分 别 都 是 
十 3。 但 是 ,量子 条 件 式 (6. 2.3) 并 不 能 唯一 地 确定 $, 和 $, 在 5. 
表象 的 矩阵 表示 式 。 泡 利 将 它们 取 为 


态 10 -| 网 万 | 0 一 | 
rz 一 3 5, 一 一 (6. 2-26) 
4 1 0 0 
即 
、 10 1 、 0 —1 
oO, -一 | 9 a, 一 | , | (6. 2-27 ) 
1 0 | 0 


这 是 将 $, 取 为 实 矩阵 ,$, 取 为 纯 虚 矩阵 , 实际 上 就 是 将 $4 式 
(6. 2-2) 取 为 实 和 矩阵。 三 个 泡 利 算 符 c,.a, 和 示 为 式 (6. 2-25) 和 
式 (6. 2-27) 的 表示 和 矩阵 通常 称 为 三 个 泡 利 矩 阵 。 电 子 自 旋 的 三 个 
直角 坐标 系 分 量 算 符 S$,、S, 和 S, 在 $, 表象 的 表示 矩阵 如 果 如 式 
(6. 2-24) 和 式 (6. 2-26) 所 示 , 则 也 称 为 在 泡 利 表 象 的 表示 。 


6. 2-4 ”电子 自 旋 算 符 的 本 征 矢量 


在 一 个 电子 的 自 旋 空间 并 且 在 泡 利 表象 中 ,可 以 分 别 求 得 算 
符 $..$..S, 及 3 的 本 征 矢量 表示 式 。 它 们 分 别 都 是 两 行 一 列 的 
矩阵 。 

其 中 ,最 基本 的 是 须 求 出 $. 的 所 有 本 征 矢量 。 实 验 事实 已 经 
给 出 $. 的 所 有 本 征 值 是 区 和 一 万 ,再 记 $. 的 归 一 化 本 征 矢量 为 
“| ,由 $. 在 泡 利 表象 的 本 征 值 方程 写成 

和 | 。 = 3 (6. 2-28) 
直接 求解 这 个 矩阵 方程 ,并 且 利用 本 征 矢 量 的 归 一 化 条 件 ,得 到 算 
符 $. 的 对 应 于 本 征 值 分 别 为 十 和 一 也 的 归 一 化 本 征 矢量 ,分 别 
记 作 Xiz( 或 中 和 X-_ys( 或 8B), 为 
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1 
X12 (352) — 0 二 | 《6. 2-29) 


0 
和 
X15:) -一 pb 一 | (6, 2-30) 
这 两 个 本 征 和 天 量 必定 相互 正 交 : 
Xi X12 一 0 (6. 2-31) 


它们 构成 $. 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 。 显 然 ,它们 也 就 是 泡 
利 算 符 a 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 完备 组 ,对 应 的 本 征 值 为 +1 和 
一 1。 它 们 通常 分 别称 为 电子 自 旋 向 上 和 目 旋 向 下 的 态 。 

下 面 再 来 求 出 电子 自 旋 在 空间 任 一 方向 上 投影 的 算 符 的 本 征 
矢量 组 。 任 一 方向 上 的 单位 矢量 n 在 球 极 坐 标 系 表示 为 n= 
(1,9,9)。 算 符 S$ 在 泡 利 表象 的 矩阵 形式 由 式 (6.2-24) 和 式 
(6. 2-26) 知 为 

9 一 9 .7 一 singcosp 十 9 ,singsing 十 cosb 


0 1 0 
-| 0 singcosg 十 a 0 sin0sing 
| 
!1 
一 | coso 
.0 一 1 
万 ff cosl Sinbge 一 7 
一 一 | (6. 2-32) 
2 singe* 一 cosb 
5, 的 本 征 值 方程 可 写 为 
cos@ sinGe ?i fc, C 
下 和 | | =- 士 本 | (6. 2-33 ) 
2 singe* 一 cosb C， 2 Co 


直接 求解 方程 ,得 到 算 符 $, 的 对 应 于 本 征 值 分 别 为 了 > 和 一 区 的 内 
一 化 本 征 矢量 为 


COS 人 


N172 (3。 ) 一 (6. 2-34) 
Sn Fe 
和 
一 sin Se- 
Xi(s:) 一 (6, 2-35) 
COS ee 


它们 两 者 也 是 相互 正 交 的 ,构成 $, 的 (也 就 是 o 的 ) 正 交 归 一 化 
本 征 矢量 完备 组 。 
特别 是 ,车 沿 z 轴 和 沿 y 轴 ,有 nn, 一 (1, 克 ,0) 和 n= 


(1, 克 , 克 )。 由 式 (6. 2-34) 和 式 (6. 2-35) 得 算 符 $, 的 对 应 于 本 征 
值 为 土 的 妇 一 化 本 征 矢量 为 


Xp 人 ss) = 二 | | (6. 2-36) 
和 
X12(s:) = | | (6. 2-37) 
</2 1 
$, 的 对 应 于 本 征 值 为 士 二 的 归 一 化 本 征 矢量 为 
] il 
Xija(se) = - 记 | | (6. 2-38) 
和 
X_1(5.) 一 三 -| / (6. 2-39) 
V2\1 


以 上 求 出 的 电子 自 旋 算 符 $S,( 及 S, 和 5,、5,) 在 泡 利 表象 的 

本 征 矢 量 可 笼统 地 记 作 X(s;) ,表示 它 是 在 泡 利 表象 (以 $, 的 本 

征 值 为 自 变量 ) ,并 且 是 $,( 或 是 S$, 和 8, ,) 的 本 征 矢 量 ( 用 自 旋 
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磁 量 子 数 m, 表征 ,表明 其 对 应 的 本 征 值 是 mh,m, 等 于 广 或 一 
二 ) 
2 : 

6.2-5 电子 自 施 态 的 一 般 态 矢量 


在 一 个 电子 的 自 旋 空间 并 且 在 泡 利 表 象 中 , 电子 目 旋 的 一 般 
态 矢量 可 以 按 自 旋 算 符 9?。 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 完 备 组 展开 , 写 
为 
X (Scott =a(t Xi se) 十 DCED)X Isls.) 
=a(t) / 十 5 
0 1 


rm 
mdi. 


I (6, 2-40) 


b(t) 
如 果 X%(s 思 已 经 归 一 化 , 则 |adG) 上 为 电子 在 自 旋 态 X(s:,t) 下 时 


记 13. 取 值 为 2 所谓 自 旋 向 上 ) 的 几率 ,而 15(e) | 为 $. 取 值 为 
一 (所谓 自 旋 向 下 ) 的 几率 , 电子 自 旋 态 X(,) 的 归 一 化 表示 式 
是 


1 一 X (st)XCs,,t) 
| 
b(t) 
一 |aQ)|? 十 15) | (6. 2-41) 
表明 电子 在 任 一 自 旋 态 下 ,任意 时 刻 好 取 值 为 和 一 纪 的 总 几 
率 为 1。 


-ta 人 GD)| 
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6.3 计 入 自 旋 的 电子 运动 态 天 量 及 运动 万 程 


6.3-1 电子 运动 的 态 矢 量 


计 入 自 旋 后 ,电子 运动 有 四 个 自由 度 , 运 动 状态 的 态 天 量 是 在 
电子 “轨道 ”运动 态 矢量 所 在 的 黑 伯 特 空间 与 自 旋 态 矢量 所 在 的 黑 
但 符 空间 的 直 积 空间 中 。 这 个 直 积 空 间 可 以 由 这 样 的 一 个 基 和 天 组 
来 张 成 :其 每 一 个 基 矢 量 痢 是 电子 轨道 ”运动 黔 伯 特 空间 中 茶 个 
基 矢 量 组 的 一 个 基 矢 量 与 日 旋 空间 中 某 个 基 天 量 组 的 一 个 基 天 量 
的 并 矢 。 在 以 下 的 讨论 中 ,描述 电子 的 “轨道 ?运动 采用 坐标 上 表 
象 ,描述 自 旋 运动 采用 自 旋 $: 表象 ,因而 在 直 积 空间 中 是 采用 电 
子 的 “轨道 ?坐标 > 和 自 旋 坐 标 9. 的 共同 表象 。 记 电子 "轨道 "运动 
黑 伯 特 空间 中 选用 作为 基 矢 量 组 的 是 {#6(r)}, 自 放空 间 中 的 基 矢 
量 组 就 是 自 旋 算 符 $; 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 组 (Xs.)} , 则 直 积 


空间 的 基 矢 量 组 为 {XC} G6 二 1,2,3,…， 1m 二 了 一方) 


电子 运动 的 一 般 态 矢量 在 ~ 和 Ss, 共同 表象 记 为 (r,s.,t)。 
它 可 以 按 基 矢 量 组 {Cr)X (sz) } 展 开 : 
Wrst) = 2) DCim, (PB) Xn C57) 


= > [Cs CO) XCss) + Ci_ ws) BX Cs.)] 


一 2 加 | 
SCDB)) Wer 
=pi(r XG(s) TF par OX (Se) (6. 3_1) 


本 见 它 有 (r,t 和 (r,t) 两 个 分 量 ,排列 成 二 行 一 列 的 矩阵 。 


让 Cr， ,四 的 归 一 化 表示 式 为 
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1 =|v: (r,s st r,s,,t)dr 


=| [loopP + 17 lJdr (6. 3-2) 
可 以 看 出 ,如 果 丈 (r,s, 引 已 经 归 一 化 ;, 则 上 式 中 | 内 (r,t) |? 是 电 
子 在 运动 状态 殉 (r,s.,t) 下 时 刻 t 自 旋 取 值 为 了、 并 且 在 点 + 处 出 
现 的 几率 密度 ,而 |(r,t) 1 是 自 旋 取 值 为 一 子 、 并 且 在 点 r 处 出 
现 的 几率 密度 。 


一 个 力学 量 环 在 电子 的 由 归 一 化 态 矢 量 多 (r,s.,t) 描 述 的 状 
态 下 的 期 望 值 表 示 为 


F = jv (r,s tIF Wr,s,,t)dr (6. 3-3) 
式 中 右边 已 经 包含 了 对 电子 自 旋 变 量 的 求 和 ,力学 量 算 符 尺 也 是 
在 r 和 S, 共同 表象 中 ,是 两 行 两 列 的 矩阵 形式 。 | 
6.3-2 运动 方程 
电子 计 人 自 旋 后 ,体系 的 哈密 顿 算 符 互 中 可 以 包含 有 电子 的 
自 旋 算 符 。 例如, 单 电子 在 外 势 场 V(r) 中 运动 ,如 果 还 处 于 外 恒定 


均 习 的 强 磁场 中 , 设 磁感应 强度 互 的 方向 沿 > 轴 , 则 体系 的 哈密 
顿 算 符 可 以 写 为 (这 里 暂且 略 去 电子 的 自 旋 -轨道 "耦合 项 等 ) 


中 m2 a A 
R= tv MB— MB 


__h 2 eb hig _ 
= 一 到 7? 十 YOD 十 筷 ( 于 六 十 23.) (6.3-4) 


上 式 的 算 符 五 是 在 电子 “轨道 运动 态 空间 与 自 旋 态 空间 的 直 积 
空间 中 , 并且 是 采用 ~ 和 9: 的 共同 表象 ,因而 囊 表示 式 中 所 有 的 


算 符 都 是 在 上 述 直 积 空间 中 ,电子 的 动能 算 符 一 筷 ,V .势能 算 符 
7(r) 和 轨道 角 动 量 算 符 忆 一 他 艺 都 应 乘 以 电子 自 旋 态 空间 中 的 
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单位 算 符 ， 站 乘 以 一 个 两 行商 列 的 单位 矩阵 , 而 电子 的 目 旋 算 符 


. ‘1 0 
5$.= 二 。 ”| 则 应 乘 以 电子 “轨道 "运动 态 空间 中 的 单位 算 答 . 


这 样 , 体 系 的 全 区 人 3-4) 就 写 为 
声 - ebn 


2 . ee 
VO) +) 0 
上 Bh,1 3 
0， 一 二 (OrD) 十 全 (于 和 一) 


ep 90y 
(6. 3-5) 

一 般 地 说 ,体系 的 哈密 顿 算 符 中 如 果 包 含有 电子 的 目 旋 算 符 , 则 在 

r 和 3, 共同 表象 ,哈密 顿 算 符 于 是 两 行 两 列 的 矩阵 

Hi, 五 

a a 

外 符 . 注意 到 体系 的 态 失 量 在 ; 和 的 共同 表象 记 为 V(r, st), 

由 式 (6. 3-1) 表 示 出 ,是 两 行 一 列 的 矩阵 ,因而 体系 遵从 的 含 时 共 

定 考 方 程 


H = | (6. 3-6) 


A SW = Hv (6. 3-7) 


在 r 和 S, 共同 表象 具体 应 写成 
#2 ,2) H', | pr,t) 
加 War 中 = 让 H,, yp 


这 个 方程 实际 上 是 由 两 个 方程 组 成 的 耦合 方程 组 。 
6. 3-3 方程 的 分 离 变 量 解 法 


如 果 电 子 的 自 旋 和 “轨道 ”运动 之 间 没 有 关联 ,体系 的 哈密 顿 
算 符 太 可 以 写 为 


(6. 3-8) 


H=H,+H. (6. 3-9) 


其 中 巨 , 不 含 电子 自 旋 变量 , 矿 , 不 含 “ 轨 道 ? 坐 标 变量 ! 例 如 式 
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(6. 3-4)] 则 体系 的 薛 定 刘 方 程式 (6. 3-7) 的 解 可 以 分 离 变 量 : 
Vr,s.t) = PrtXCS,,) (6. 3-10) 
代入 方程 式 (6. 3-7) ,得 到 两 部 分 态 国 数 内 ri 和 X(4s 世 分别 满 
足 方程 
hh G7) = Boplrst) (6. 3-11) 


和 hs)t) =F,XCsest) (6. 3-12) 


各 自由 它 那 部 分 哈密 顿 算 符 所 决定 。 应 用 上 面 两 个 方程 ,可 以 分 别 
求解 出 体系 “轨道 ”运动 的 态 函数 JCr,t) 和 自 旋 态 矢量 XCs.,)。 


6.3-4 电子 自 旋 共振 


作为 方程 式 (6. 3-12) 的 一 个 应 用 ,现在 介绍 电子 自 旋 共振 现 
象 . 一 个 电子 处 于 外 恒定 均匀 磁场 中 , 设 磁感应 强度 的 大 小 为 B。， 
方向 沿 z 轴 。 电 子 自 旋 磁 矩 M, 式 (6. 2-13) 与 外 磁场 的 相互 作用 险 
密 顿 算 符 为 


到 :一 一 MP 一 8 了 B, 
_ eb, _ | 
一 8， 2m, 9 g;=2 (6.3 13) . 
z 其 本 征 值 为 E,= gm usbBo, ms 一 土 二 (6. 3-14) 
hi 
共有 两 个 能 级 ( 常 称 为 二 磁 能 级 ) ,其 间距 为 g,ysBo, 式 中 pa 一 3 


em, 


是 臻 尔 磁 子 。 假 定 电 子 处 于 自 旋 $. 的 本 征 信 为 一 区 的 本 征 态 
x-iz 一 | "| ,体系 相应 的 能 量 为 两 能 级 式 (6. 3-14) 中 较 低 的 能 量 


一 坊 gxpaBu。 如 果 从 ?一 0 时 刻 开始 ,再 在 垂直 于 = 轴 的 方向 上 加 


人 和 较 弱 的 交 变 磁场 
B = Bcoswti + Bsinwti (6. 3-15) 
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式 中 由 是 磁场 已 终 >z 轴 旋转 的 和 角 频 率 。 当 w 等 于 两 能 级 式 
(6. 3-14) 之 间 既 迁 的 玻 尔 角 频率 < Vso ,会 发 生体 系 从 外 加 交 恋 


磁场 吸收 能 量 而 向 两 能 级 式 (6. 3-14) 中 较 高 能 级 十 坟 &vweB 跃迁 
的 共振 现象 ,这 称 为 电子 自 旋 共振 。 


电子 自 旋 态 矢量 (sz) 一 | ”| 随时 间 演化 满足 方程 式 
(6. 3-12) 
3 _ 用 .B48) a (lt) / 
EAVAGS z p(t) | 
=— pg, $$. (Beoswii 十 Bsinwti 十 Bak) | 
2m, b(t) 
a DO 1 0 —i 
=po | 0 Bcoswt 十 | 0 Bsinwt 
] 0 | Qt) 
十 | 5 | 
0 一 1 p(t) 
pg, B, Bear 
2 Be 一 Bo Le 0 
记 两 能 级 式 (6. 3-14) 之 间 唉 迁 的 玻 尔 角 频 率 为 wo 
wo = be, 太 7 一 元 (通常 << 1]1) 
(6. 3-17) 
方程 式 (6. 3-16) 化 为 方程 组 : 
人 一 Zhai) 十 b(t) 
do) _ or (6. 3-18) 
J pa ‘“a(t) 一 S26 Ct) 


也 有 
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2 
d 人 十 jw ea) 十 二 二 eer? 一 92ww)a(t)=0 


2 
db) i db (i) 十 1 (00 十 cs” 一 2w0w)b(t) 二 0 


dr dr 4 
a (0) 0 
注意 到 在 :一 0 时 刻 x(se0)=| re -| | ,得 到 方程 的 解 为 
oa = Wr Pew 
i (6. 3-19) 
b(t) = (cost2t 一 一 Ww SI 区 Jeree/: 
式 中 
— 5 (wo 一 w)? 十 war (6. 3-20) 
于 是 得 出 电子 自 旋 在 任意 时 刻 上 的 态 和 天 量 为 
Ys) 一 | 2 
s,,1) = 
p(t) 
Wor SINtdt -io 
人 
— 4 (6. 3-21) 
[cos 一 一 一 > “Je? 


7 gje 
它 显然 已 经 归 一 化 : | 
Xt (Cs tN st) = a)| T+ [5604)|*=1 (6.3-22) 

上 两 式 给 出 电子 内 店 运 动 在 态 X(s;;,) 式 (6. 3-21) 下 时 刻 + 自 


旋 $. 取 值 为 十 过 的 几率 为 


oF 


ee— 


202 
在 t=0 时 刻 有 |a(0) 1 一 0。$, 取 值 为 一 > 的 几率 为 


2 
la(t)|* = sin2( 人 2 ) (6. 3-23) 


(yo 一 WW 


，2 
sin* (2t) (6. 3-24) 


b(t) 1 = cos’((21) 十 | 2 


在 :二 0 时 刻 有 15(0)|: 二 1。 当 外 加 交 变 磁场 的 角 频 率 w 等 于 两 能 
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级 式 (6.3-14) 之 回 托 迁 的 玻 尔 角 频 内 w 式 (6. 3-17), 即 满 自 共 振 
条 件 : 


KpbBn 
w = wo = (6. 3-25) 
有 
| 四 ft )exp(— 本 t) 
X(s,.,t) = Bp, 
coOs(e = xp( 末 一 t) 
(6, 3-20 ) 


自 此 可 知 , 在 1 一 = 万 《一 1,3,5,…) 时 刻 ,电子 自 旋 $. 取 值 为 
+ 的 几率 为 1 而 取 值 为 一 所 的 几率 为 零 。 从 1=0 时 刻 到 1= 
时刻 ,电子 自 旋 z 轴 分 量 确定 值 的 取向 由 逆 = 轴 方向 第 一 


翻转 180" 变 为 顺 = 轴 方 向 , 即 体系 牙 迁 到 两 能 级 式 (6. 3-14) 中 较 
高 的 能 级 上 ;接着 在 :一 2 -二 万 时 刻 又 翻转 为 道 = 轴 方 向 ,再 在 


3 -5 时 刻 翻转 为 顺 z 轴 方 向 ,如 此 继续 下 去 。 电子 自 施 $. 确 
定 值 取向 的 翻转 过 程 即 是 体系 在 两 能 级 式 (6, 3-14) 之 间 的 路 迁 过 
程 ,其 中 伴随 从 外 场 强烈 地 吸收 或 放出 能 量 。 这 就 是 发 生 了 共振 。 
由 于 电子 自 旋 的 三 个 直角 坐标 系 分 量 算 符 S..S, 和 $. 之 间 
互 不 对 易 , 在 $. 的 本 征 态 下 S$, 和 $, 都 没有 确定 值 。 当 发 生 共振 
时 , 算 符 SS, 和 5, 在 态 X(s.,1) 式 (6. 3-26) 下 的 期 望 值 分 别 为 
5, 一 人 (Set XCse ,1) 


{ ，， Bb, 
一 | isin (Se t)exp (3 > 3; ty “1 )， 


1 BHBDo Lpbo 
2 站 


Ee 


COS{ f)exp( 一 而 
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gHBB 


i OO Esha 
| 0 1 isint 7 ft )exp(l oo t) 
“\1 0 cos (2 ,ex pC st, 
一 一 sens ee (6. 3-27) 
S, =X+ (st) SXCs,,t) 
B B, 
一 了 sin( 人 2 i f)cos (E80 as t) (6. 3-28) 
S, =X+ (s,st) SXCs,,t) 
B ， 
_ Dcos (She) (6. 3-29) 


可 以 看 出 其 物理 图 像 是 :从 :==0 时 刻 到 :一 -到 35 时 刻 ,电子 自 旋 
= 轴 分 量 由 确定 值 一 翻转 变 为 确定 值 十 ;其 间 ,电子 自 施 矢量 
的 期 望 值 了 以 角 频 率 纪 名 一作 章 动 ,同时 又 以 角 频 率 一 wm 一 
hee[ 它 是 两 能 级 式 (6. 3-14) 之 间 跃 迁 的 玻 尔 角 频率 ,现在 又 是 


外 磁场 卫 式 (6. 3-15) 绕 > 轴 旋 转 的 角 频 率 ] 绕 > 轴 快 速 进 动 。 
电子 自 旋 共 振 技 术 已 被 广泛 地 应 用 于 研究 顺 磁性 物质 的 组 
分 、 结 构 和 状态 、 性 质 以 及 变化 过 程 。 物 质 的 顺 磁 性 起 因 于 物质 中 
原子 (或 离子 、 分 子 等 ) 存 在 固有 磁 矩 ,并 且 它 们 之 间 只 有 弱 的 耦合 
作用 。 事 实 上 ,为 简明 计 假 定 所 讨论 的 物质 (例如 讨论 处 于 基态 的 
钠 原 子 气 ) 中 原子 的 固有 磁 矩 仅 就 是 原子 内 一 个 电子 的 自 旋 磁 矩 ， 
并 且 将 原子 近似 看 成 是 自由 的 , 则 在 外 恒定 均匀 磁场 Bo( 其 方向 
设 为 z 方 向) 中 ,热平衡 时 ,单位 体积 内 原子 中 这 个 电子 自 旋 5, 取 


值 为 十 过 的 原子 数 N+ 与 S. 取 值 为 一 了 的 原子 数 N_ 之 比 等 于 
[参见 式 (6. 3-14) 
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Ni _ exp[— gaBo/2k1] 


一 explg.pB,/2R7] 0. 37930) 
记 物 质 单位 体积 内 的 原子 总 数 为 N 
AN = 一 AN 十 AN- (6. 3-31) 
有 
N=N exp[ 一 g/gpBo/2k1 | 
expL gHpBo/2kT | 十 exp[— 8， HaBo/2kT ] 
(6,. 3-32) 
利 
N N exp[ gHaBo/2kT | 
exp[ gusBo/2kT | 十 exp[ — gupBo/2kT] 
: (6. 3-33) 


注意 到 电子 在 自 旋 5 取 值 为 十 地 的 态 下 自 旋 磁 矩 的 大 小 为 对/ 
而 方向 逆 着 z 轴 方 向 ( 即 与 外 磁场 的 方向 相反 ) ,而 在 $. 取 值 为 
一 子 的 态 下 自 旋 磁 矩 的 方向 则 顺 着 * 轴 方 向 ( 即 与 外 磁场 的 方向 


相同 ) , 故 物 质 在 外 磁场 中 单位 体积 内 有 顺 着 外 磁场 方向 的 净 余 国 
有 了 磁 抢 ,其 大 小 为 


M =N. pp 一 人 + pp 


=N(E ) PL8:/sBo/2kT ) 一 expl— gppBo/2kT ] 
“ explg,rsBo/2k1'] + exp[ 一 8， pHaBo/ 2kT] 


Bb, 
=N(S: ps)tanh[ 2 2 0 (6. 3-34) 


在 通常 情况 下 分 < <1 (除非 在 极 强 磁场 和 极 低温 度 下 式 中 不 


B 4 bp, 
等 号 才 反 过 来 ), 有 tanh[ 入 了] 地 一 ; 则 
1 2 
M = N| gp] (41) 1B (6. 3-35) 


式 中 M 称 为 磁化 强度 。 单 位 体积 的 磁化 率 按 式 (6. 3-35) 与 为 
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，2 
X= E 一 Nel 经 oa (ET ) 一 《6. 3-36 ) 


为 正 值 , 与 温度 了 成 反比 , 式 中 mm 是 真空 磁 导 率 。 若 外 磁场 撤消 : 
B, 一 0, 则 由 式 (6.3-34) 知 M=0。 这 就 是 物质 的 顺 磁 性 。 式 
(6. 3-36) 是 顺 磁 性 物质 所 近似 遵从 的 居 里 (P. Curie) 定 律 宪 示 式 。 

顺 磁 性 物质 原子 的 固有 磁 矩 主要 来 源 于 原子 内 未 成 对 电子 的 
自 旋 磁 答 。 原 子 的 核磁 矩 比 电子 磁 矩 小 三 个 数量 级 , 对 顺 磁 性 的 贡 
献 可 以 忽略 。 凝 聚 态 物质 原子 内 电子 的 “轨道 ”运动 多 少 总 会 受到 
邻近 原子 非 均 匀 电 场 ( 常 称 为 晶体 场 ) 的 作用 , 某 些 物质 (例如 铁 族 
元 素 的 盐 类 ) 中 未 成 对 电子 受到 晶体 场 很 强 的 作用 , 它 破 坏 电 子 轨 
道 角 动量 与 自 旋 之 间 的 耦合 ,也 破坏 电子 在 原子 内 所 处 势 场 的 空 
间 转 动 对 称 性 , 导致 电子 的 “轨道 ?运动 统计 平均 来 说 对 轨道 角 动 
量 和 轨道 磁 矩 几乎 没有 贡献 (这 种 现象 称 为 轨道 角 动量 和 轨道 磁 
矩 “ 独 灭 ”) 。 一 般 说 来 ,在 多 数 情 况 下 电子 轨道 磁 矩 对 顺 磁 性 的 贡 
献 很 小 。 成 对 电子 是 指 它们 的 自 旋 是 反 平 行 排列 的 (总 自 旋 的 角 量 
子 数 $ 一 0, 见 本 章 》6. 5), 因 而 是 旋 磁 和 矩 相 互 抵消 。 所 以 ,发 生 在 
顺 磁性 物质 中 通常 所 谓 的 顺 磁 共振 对 于 凝聚 态 物 质 来 说 大 体 上 可 
以 说 就 是 电子 自 旋 共振 。 

实验 上 , 顺 磁 共振 现象 是 柴 伏 依 期 基 (H.N, 3aoofckrr) 于 
1944 年 首先 发 现 的 。 注 意 到 共振 发 生 在 顺 磁 性 物质 原子 基态 能 级 
由 于 未 成 对 电子 有 自 旋 磁 矩 而 在 外 磁场 中 分 裂 成 的 诸 子 能 级 之 
间 , 这 里 以 未 成 对 电子 是 一 个 电子 为 例 ,共振 发 生 在 两 个 子 能 级 式 
(6. 3-14) 之 间 , 又 注意 到 热平衡 时 由 式 (6. 3-32) 和 式 (6. 3-33) 示 
出 的 物质 单位 体积 内 原子 在 两 个 子 能 级 的 布 居 数 不 等 ,处 于 较 低 
能 级 的 原子 数 N_ 大 于 处 于 较 高 能 级 的 原子 数 NN; , 故 共振 表现 为 
从 外 场 强烈 吸收 能 量 。 实 验 中 国定 外 加 交 变 磁场 的 角 频 率 w 而 调 
节 沿 z 轴 的 外 恒定 均匀 磁场 的 大 小 Bo, 当 满足 共振 条 件 式 
(6. 3-25) 顺 磁性 物质 便 会 发 生 共振 吸收 。 实 验 装 置 如 图 6. 3-1(a) 


所 示意 。 顺 磁性 物质 样品 S 放 在 电磁 铁 两 极 之 间 的 谐振 腔 C 中 。 
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1 | bree 


党 
1 [ww ， 


An | 1 所 


注意 到 共振 条 件 式 (6. 3-25)。 二 w= 人 5, 取 g, 二 2, 实 验 中 常用 


Bo=0. 1 一 1 特 斯 拉 , 有 + 二 却 ~10'~10" 赫 兹 ,在 微波 频段 , 故 用 
速 调 管 产生 单 色 微波 通过 波导 管 G 送 和 谐振 腔 照 射 在 样品 上 。 
照射 后 的 微波 强度 用 二 极 管 D 来 探测 , 它 与 记录 器 R 连接 。 为 了 
增加 探测 灵敏 度 ,利用 调制 器 M 对 磁场 B。 进行 调制 ,探测 到 的 微 
波 强度 工 随 磁 感应 强度 Bo 的 变化 曲线 如 图 6. 3-1(5) 所 示 。 由 曲线 
中 微波 强度 突然 降低 处 的 B。 值 ,就 可 以 算得 共振 条 件 式 (6. 3-25) 
中 的 朗 德 g 因子 。 


I 


bo 


Cb) 


图 6. 3-1 顺 磁 共振 
(a) 实 验 装 置 示 意图 
(5) 探 测 到 的 微波 强度 了 随 外 磁场 Bo 的 变化 曲线 


仅仅 对 于 自由 原子 中 的 电子 来 说 ,共振 条 件 式 (6. 3-25) 中 的 
朗 德 因子 g; 方 取 为 2。 顺 磁性 物质 原子 内 未 成 对 电子 实际 上 受到 
原子 周围 的 环境 影响 ,分 子 中 和 晶体 中 有 内 磁场 , 式 (6. 3-25) 中 的 
Bo 应 当 是 外 磁场 和 内 磁场 的 个 加 。 如 果 将 式 中 的 B。 理解 为 只 是 
外 磁场 的 大 小 , 则 式 中 的 g 因子 值 便 会 表现 出 与 g, 二 2 有 所 区 别 ， 
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并 且 由 于 内 场 的 方 同性 还 使 得 g 因子 可 能 是 各 向 异性 的 。 过 渡 金 
属 离 子 作为 一 类 顺 磁 中 心 在 晶体 中 的 情况 就 是 这 样 .例如 , 铁 离子 


Fe 在 八 面体 配 位 的 SrTiOs 中 , 当 外 磁场 平行 于 或 垂直 于 晶体 主 


办 ,分 别 有 gt 二 2.0054、g| 二 5. 993; 又 如 VOCCN);- 离子 在 KBr 
晶体 中 ,gj 二 1. 9711、g | 二 1. 9844。 应 用 电子 硕 磁 共振 技术 ,测量 
因 德 gs 因子 ,另外 还 可 以 测量 共振 峰 的 宽度 .形状 以 及 精细 结构 
和 超 精 细 结 构 等 ,就 能 够 分 析出 样品 中 原子 的 能 级 、 原 子 在 各 种 分 
于 结构 和 蝇 体 中 所 受到 的 作用 ,得 到 顺 磁 性 物质 样品 的 许多 信息 。 
因此 ,电子 顺 磁 共振 技术 现今 已 经 成 为 研究 分 子 结构 和 液体、 固体 
结构 的 有 力 手 段 。 


3 6.4 一 般 角 动量 的 基本 知识 


在 33.3 的 3.3-4 段 中 已 经 介绍 了 粒子 轨道 角 动 量 算 符 ,本 
章 又 引出 了 电子 的 目 旋 。 现 在 ,对 一 个 一 般 的 角 动 量 算 符 给 出 一 些 
基本 的 知识 


6. 4-1 有 角 动 里 算 符 的 定义 式 


一 个 线性 厄 密 算 符 / ,是 一 个 矢量 算 符 , 记 其 直角 坐标 系 分 量 
为 J.、J, 和 J,, 如果 满 足 对 易 关 系 : 


[jj jj 
[7,,J.] = 夸 J/， (6. 4-1) 
[7.,j,]== 议 J， 


上 面 三 式 合 起 来 记 为 
JxXj= 坟 J (6. 4-2) 
就 称 /7 为 角 动 量 算 符 。 一 个 体系 的 角 动 量 算 符 从 更 基础 的 角度 来 
说 应 当 由 这 个 体系 态 矢 量 所 在 黑 伯 特 空间 中 的 空间 转动 变换 算 符 
来 引出 ,由 此 可 以 推导 出 对 易 关 系 式 (6. 4-1)。 这 里 将 这 个 对 易 关 
系 作为 角 动 量 算 符 等 价 的 定义 式 , 也 就 是 量子 条 件 。 
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角 动 量 的 平方 算 符 ?定义 为 
J = /+ (6. 4-3) 
它 显然 也 是 线性 厄 密 算 符 , 是 一 个 标量 算 符 , 另 外 ,还 可 以 引入 J 
和 J- 两 个 线性 算 符 ,定义 为 
j= ,二 1,,， /=J,—i), (6. 4-4) 
它们 都 不 是 龙 密 算 待 。 由 有 角 动 量 算 符 的 定义 式 (6.4-1) 以 及 式 
(6.4-3) 和 式 (6.4-4)， 再 利用 算 符 对 易 子 的 代数 运算 规则 式 
(3. 1-16) ,可 以 直接 推导 出 以 下 算 符 关系 式 : 


,7 = ,7,]= [J:,J.]=0 (6. 4-5) 
[1,7 = [J_]=0 (6. 4-6) 
[jsJ = [= (6.4-7) 
[7 14,7 ] = 28J, (6. 4-8) 


[7 jj =207 J) (6.4-9) 

Jj, = J 全 J:+hy,, 

J_J = J /hy), (6. 4-10) 

(J.)+t= J_,， (J t= J (6. 4-11) 
以 上 请 式 请 读者 自行 证 明 , 可 参见 式 (6. 2-5) 一 (6. 2-11)。 


6.4-2 ” 角 动 重 算 符 的 本 征 值 问 题 


角 动 量 的 直角 坐标 系 三 个 分 量 算 符 7,、j, 和 J 在 定义 式 即 
量子 条 件 式 (6. 4-1) 中 处 于 同等 的 地 位 , 故 这 三 个 算 符 有 相同 的 本 
征 值 谱 。 但 是 ,这 三 个 算 符 之 间 两 两 互 不 对 易 , 故 没有 共同 的 本 征 
矢量 完备 组 。 

角 动 量 的 平方 算 符 产 与 这 个 角 动 量 的 直角 坐标 系 三 个 分 量 
算 符 了,、j 了 , 和, 分别 对 易 [ 见 式 (6.4-5)j。 不 失 一 般 性 ,只 讨论 > 
分 量 算 符 j., 算 符 j* 和 Jj, 有 共同 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 ， 
使 用 犹 喇 克 符号 记 为 {14,x 放 }, 式 中 4 和 ww 分别 是 算 符 站 和 
的 本 征 值 。 本 征 值 方程 写 为 
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jz 盖 一 AM > (6. 4-12) 
和 
J >= pw > (6. 4-13) 
记 4==j(j 十 Dh、 二 m 让 , 式 中 7 和 mm 分 别称 为 角 动 量 J 了 的 角 量 
子 数 和 磁 量 子 数 , 则 本 征 值 方程 式 (6. 4-12) 和 式 (6.4-13) 写 成 
lim>= 7 十 Dlim > (6, 4-14) 
和 
J | jm >= mh |jm > (6. 4-15) 
式 中 |jm 之 是 算 符 J* 和 J 共同 的 \ 分 别 用 各 自 本 征 值 的 量子 数 7 
和 xm 表征 的 本 征 矢量 。 完 全 同 于 例 3. 4-4 对 单 粒子 轨道 角 动 量 算 
符 工 的 讨论 ,应 用 角 动 量 的 量子 条 件 式 (6. 4-1) 及 由 此 推 得 的 式 
(6, 4-5) 一 (6. 4-11), 可 以 得 出 角 量 子 数 7 的 可 能 取 值 是 


7 一 0、 正 整数 和 半 正 整数 (6, 4-16) 
对 于 角 量 子 数 7 的 一 个 给 定 值 而 言 ， 卫星 数 m 的 可 能 取 值 是 
1 一 1, 7 一 1 一 :7 (6. 4-17 ) 


到 值 相隔 为 1, 共 27 十 1 个 值 。 

一 个 角 动 量 的 角 量 子 数 在 式 (6. 4-16) 当中 具体 取 哪 些 可 能 值 
须 视 这 个 角 动 量 所 在 黑 伯 特 空间 的 具体 性 质 而 定 。 例 如 一 个 粒子 
的 轨道 角 动 量 的 角 量 子 数 ! 只 可 能 取 零 和 所 有 正 整 数 ,而 一 个 电 
子 的 自 旋 角 量子 数 * 则 只 可 能 取 半 正 整 数 思 。 


6. 4-3 用 动量 鼻 千 的 定 阵 表 币 


下 面 给 出 一 个 角 动 量 的 直角 坐标 系 三 个 分 量 算 符 沁 、J, 和 J， 
以 及 角 动 量 的 平方 算 符 产 在 这 个 角 动 量 产 和 J, 共同 表象 的 矩 
阵 表示 式 。 
算 符 产 和 .在 自身 表象 的 表示 算 阵 分 别 都 是 对 角 和 矩阵 ,对 
角 元 是 各 自 算 符 的 本 征 值 : 
ym ljm>=j0 + Di (6. 4-18) 
jm jim >=mi ,nn (6. 4-19) 
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算 符 /. 和 沪 在 产 和 .共同 表象 的 表示 矩阵 可 利用 式 
(6. 4-4) 由 算 符 /+ 和 .的 表示 矩阵 求 得 。 完 全 同 于 例 3. 4-4 中 对 
单 粒子 轨道 角 动 量 的 讨论 ,参见 式 (3. 4-59), 有 
Ji ja > 一 [GO 一 ma) 十 到 十 1 和 绩 | 7 十 1 
《6. 4-20) 
和 
Jj_ im>=[G++nmnGOG mt Dlj,m—1 > 
(6. 4-21) 
于 是 ,J 和 J_ 的 矩阵 元 分 别 为 
二 Na lim>= [GOGO+ m+ DI Ro ,nt 
(6. 4-22) 
和 
rm | jinm>=[G+n)0O—m+1)] Oy jO m1 
(6. 4-23) 
再 由 式 (6. 4-4) 得 J; 和 J 的 矩阵 元 分 别 为 


com illim>=< I | tI ) jm > 
= [EG — m+ mt DJ Ont 


十 [Cj 十 m)(] — 1 十 1) 1 和 友 Oj Om ,m1 (6. 4-24) 


一 了 jim>=<Im | jj) jim> 
一 Rg, m)(y 十 a 十 1) ] 纺 个 ji1Ow ,nt1 


一 一 Hg, 十 m)(y — 1 十 1) “万 Oj jr ,m1 (6. 4-25) 


从 式 (6.4-18)、(6. 4-19) 和 式 (6. 4-24)、(6. 4-25) 看 出 , 算 符 j),、 
J .J 以 及 J 的 对 于 7 关 ; 的 矩阵 元 全 为 零 。 因 此 ,只 须 在 角 量 子 
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数 ;7 固定 的 黑 伯 特 子 空间 中 给 出 角 动 量 算 符 的 表示 算 阵 。 由 式 
《6. 4-18)、(6. 4-19) 和 式 (6. 4-24)、(6. 4-25) ,约定 矩阵 行 和 列 以 磁 
量子 数 从 大 到 小 为 顺序 ,可 以 直接 写 出 算 符 了 ,J,、J, 以 及 在 3 


分 别 取 半 1、3 等 的 子 空 间 中 在 产 和 ) 共同 表象 的 矩阵 。 对 于 


1 0 0 
2 i 
J 一 一 8 一 —h: (6. 4-26) 
2\0 一 1 4 |\0 
大 /二 1, 有 
0 1 : ; 一 | , 
亡 亡 
J,= 一 Il 0 1|， J ,= i 0 一 7|， 
、/ 2 、/ 2 
0 1 0 0 i 0 
1 0 0 ] 0 0 
J, 二 万 I0 0 0 1， .712 一 2 态 2I0 1 0 
0 0 一 1 0 0 1 
(6. 4-27) 
3 
右 j) 二 了， 有 
0 > 0 0 
M3 0 1 0 
J, 二 衣 ° /3 9 
0 1 0 > 
| 0 0 > 六 0 
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人 0 一 7 0 0 
_ i 0 一 ; 0 
J 一 大 
/3. 
Q ! O 一 ! 
“| 
M3. | 
0 0 5 ! 0 
3 
7 0 0 0 
] 
| O 了 0 0 
J =h , 
0 0 二 0 
2 
3 
0 0 0 D 
1 0 0 0 
、 15..10 1 0 0 
J = Ch (6. 4-28) 
4 |0 0 1 0 
0 0 0 1 
其 余 类 推 。 


3 6.5 两 个 角 动 量 的 耦合 ; 克 肝 布施 - 勾 登 系 效 


6. 5-1 两 个 独立 角 动 量 耦 合 而 成 的 总 角 动 量 算 竺 


设 有 两 个 独立 的 角 动 量 算 符 六 和 .2 分别 为 黑 伯 特 空间 
和 中 的 自身 映射 ,有 
友邦 一流 由 Jr X J, = (6. 5-1) 
以 及 
[J1,J:]=0 (6. 5-2) 
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在 黑 伯 特 空间 Vl 和 V; 的 直 积 空间 中 ( 张 成 这 个 直 积 空间 YCOV， 
的 坐标 系 基 矢量 组 中 的 每 一 个 基 矢 量 均 是 分 别 张 成 空间 Vi 的 与 
张 成 空间 Y: 的 坐标 系 基 矢量 组 中 的 各 相应 一 个 基 和 拓 量 的 并 矢 )， 
将 这 两 个 独立 的 角 动 量 算 符 广 和 户 分 别 乘 以 单位 算 符 1。 和 1， 
后 相 加 ,得 
Jj 一 7 十 7 (6. 5-3) 
由 式 (6. 5-1) 一 (6. 5-3) ,有 
J xX 了 一 (1 十 7) X + y) 

=j X 六 十 六 X 克 十 六 X 六 一 x), 

=ih (J 十 7) 

—if J (6. 5-4) 
表明 7 满足 角 动 量 算 符 的 定义 式 (6. 4-2) ,也 是 角 动 量 算 符 , 称 为 
由 两 个 独立 的 角 动 量 /和 ,2 耦合 而 成 的 总 角 动 量 算 符 。 


容易 证 明 , 有 
[7 和 二 0， [7:,Ji]=0 (6. 5-5) 
但 是 7 与 ji 及 JJ 不 对 易 。 又 由 式 (6. 5-3) 得 
j= 7), 7,, : (6. 5-6) 
有 . 
[J Jj=0, [J.J] =0 (6. 5-7) 
和 [jj =0, [jf]=0 (6. 5-8) 


但 是 . 与 JJ 及 7, 不 对 易 。 以 上 式 (6. 5-5) 和 和 式 (6. 5-7) * 
(6. 5-8) 请 读者 自行 证 明 。 


6. 5-2 ”无 耦合 表象 与 耦合 表象 
两 个 独立 角 动 量 体 系 的 态 所 在 的 黑人 特 空间 为 两 个 角 动 量 空 


闻 的 直 积 ViGOV:。 不 失 一 般 性 ,可 以 固定 这 两 个 独立 角 动 量 的 角 

量子 数 志和 ji, 在 子 空间 Vi2WVy? 中 讨论 问题 ,因为 总 角 动 量 

算 符 ]=J 儿 十 J 的 三 个 分 量 算 符 以 及 平方 算 符 作 用 于 这 个 子 空间 
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的 任 一 矢量 上 变换 为 仍 是 这 个 子 空间 中 的 相应 另 一 个 矢量 。 在 子 
空间 Yeo9Y2 中 可 以 建立 下 述 两 种 表象 。 

1, 无 耦 合 表象 

由 于 两 个 独立 角 动 量 体 系 有 四 个 自由 度 , 厂 取 力 学 量 完 全 集 
合 为 {及 ,J1:, 形 ,J/2), 记 其 共同 的 正 交 轨 一 化 本 征 矢量 完 备 组 为 
{ | jimjarms> ,jimjmz> | jimi> | jzmz 之 ,为 Ji 和 J .共同 
的 本 征 矢量 |jira 之 与 开 和 ,共同 的 本 征 矢量 | jsms 之 的 并 矢 ,) 
固定 六 和 户 ,用 {| jzajzmzz> } 作 为 子 空间 YoGV 儿 的 基 矢量 完 
备 组 构成 的 表象 称 为 无 耦合 表象 。 这 个 基 矢 量 完 备 组 共有 
《27 十 1) (2js 十 1) 个 基 矢 量 ,反映 出 子 空间 VI?WVz2 的 维 数 是 
(271 十 1)(27s 十 1)。 

2. 耦合 表象 

若 取 力学 量 完全 集合 为 {于 , J, ,J.}, 记 其 共同 的 正 交 归 一 
化 本 征 矢量 完备 组 为 {|7jzjm),( 其 中 7 和 mx 分别 是 总 角 动 量 
J 的 角 量 子 数 和 磁 量 子 数 ,) 固 定 各 及, 用 (417172jm 之 ;作为 子 空 
间 VimCOV22 的 基 矢 量 完备 组 构成 的 表象 称 为 籼 合 表象 。 当 刀 和 
jz 轿 定 , 基 矢 量 组 (jijsjm} 也 共有 (27: 十 1) (2j7s 十 1) 个 基 和 拓 量 。 
这 是 因为 , 基 矢 量 |jijsjm 这 和 |jim1jsm: 之 分 别 是 算 符 J 和 :十 
7. 的 本 征 矢量 ,对 应 的 本 征 值 分 别 为 mw 让 和 (mi 十 m2) 记 ,而 算 符 J 
三 必 十 jz[ 见 式 (6. 5-6)j], 两 个 相等 的 算 符 有 相同 的 本 征 值 谱 , 故 
有 

m 一 mm) + m, (6. 5-9) 

表明 当 固 定 关 和 ji; 由 于 mi 和 的 可 能 取 值 分 别 有 2ji 十 1 和 
27z 十 1 个 ， 因而 的 可 能 取 值 有 (271 十 1) (27; 十 1) 个 ,这 其 中 有 重 
复 取 的 相同 值 , 故 包括 了 对 7 的 各 不 同 可 能 值 而 言 。 因 此 当 固 征 六 
和 jo，{| 有 njzjm 之 } 也 可 以 作为 子 空间 VY?WV2? 的 基 天 量 完备 
组 。 

当 体 系 的 哈密 顿 算 符 未 计 及 两 个 独立 角 动 量 和 J 的 看 
合 , 使 用 上 述 两 个 表象 同样 简单 方便 .但 大 体系 的 哈密 顿 算 符 中 含 
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用 :J 项 , 则 须 使 用 灶 合 表象 ,因为 1j1jzjm 二 是 算 符 J ， J,== 
了 (一 表 一 衣 ) 的 本 征 矢量 ,而 | 罚 mijsms 之 却 不 是 。 


6. 5-3 ”总 角 动 旱 算 符 的 本 征 值 问题 


在 志和 j; 固定 的 子 空间 VIVOV82 中 讨论 总 角 动 量 算 符 J 
一 访 十 JJ: 的 本 征 值 问 题 , 按 上 一 节 所 述 , 算 符 J? 和 J 的 本 征 值 方 
程 可 按 式 (6. 4-14) 和 式 (6.4-15) 分 别 写 为 

fjjojm>= jj+ Diljjsjm> (6.5-10) 

各 
J | 71j2Im > 二 mh 11j2Im > (6. 5-11) 
由 式 (6. 4-16) 知 ,总 角 动量 者 仅 根据 量子 条 件 可 得 到 角 量 子 数 ; 
的 可 能 取 值 为 等 、 正 整数 和 半 正 整数 。 由 式 (6.4-17) 可 知 ,总 角 动 
有 量 的 磁 量 子 数 mx 的 可 能 取 值 对 于 角 量 子 数 7 的 一 个 给 定 值 而 言 
是 7 ,7 一 1,… ,一 j, 取 值 相 隔 为 1, 共 2; 十 1 个 值 。 / 

现在 进一步 指出 ,再 根据 式 (6. 5-3) 经 式 (6.5-6) 得 到 的 式 
(6. 5-9) ,总 角 动量 的 磁 量 子 数 mr 等 于 两 个 独立 角 动 量 的 位 量子 
数 m 和 ms 之 和 ,可 以 证 明 寿 两 个 独立 角 动 量 的 角 量 子 数 有 和 和 jj 
固定 , 则 总 角 动 量 的 角 量 子 数 7 只 限于 取 值 

j= 有 二 Jz) + jz ls J (6. 5-12) 
取 值 相隔 为 1, 共 2712: 十 1 个 值 ( 当 产生 六) 或 27 十 1 个 值 ( 当 
2 这 用 1)。 称 上 式 为 ) 与 1、jo 满足 人 (ji、j2、 站 关系 。 证 明 如 下 。 由 
式 (6. 5-9) 

m= m+ m, 
而 M71 1" i 
Mi2 一 129712 一 1 一 jz 


Mi 一 万 7 一 1 一 / 


WL max -一 71 max 十 Hl 2max 一 7 十 J 
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得 
Jmx 一 Ji 十 Js 

由 于 mi 和 mz 的 可 能 取 值 分 别 都 相 陋 为 1, 故 7 的 可 能 取 值 中 自 
jmax 二 有 1 十 J2 以 后 ,可 有 次 一 个 了 对 应 的 zx 三 7 十 7 一 1，, 冉 次 一 
个 了 对 应 的 mw 一 广 十 疡 一 2, 等 等 ,得 7 的 可 能 取 值 为 

j= fmin 
又 对 于 一 个 7 值 , 可 取 27 十 1 个 值 ,而 由 训 ==mi 十 ms 知 ,m 共 可 
取 (2 放 十 1) (2js 十 了 ) 个 值 ,此 即 z 


max 
>, (27 十 1) 一 (27 十 1)(2js 十 1) 


得 jmin= (1 一 j2)”， 要 求 ] 之 0, 丰 有 
fmin 一 7 72 | 
总 之 ,得 到 7 的 可 能 取 值 如 式 (6. 5-12) 所 示 。 


6. 5-4 克 累 布施 - 戈 登 系数 


这 里 要 应 用 表象 变换 理论 ( 见 35.5)。 固 定 刀 和 ji, 在 
(2 十 1) (2 有 十 1) 维 的 黑 伯 特 子 空间 VY cy 和 中 , 耦合 表象 的 
基 矢 量 完备 组 (|77zjm 之 } 与 无 耦合 和 表象 的 基 天 量 完 备 组 
(有 mjzmz 之 } 之 间 线 性 么 正 变换 窍 阵 的 矩阵 元 称 为 克 隶 布施 -三 
登 系数 (简称 为 C-G 系数 ,由 A. Clebsch 和 P.Gordan 引入 )。 按 式 
( 5. 5-6 )， C-G 系数 写 为 二 jimijams | fijzjm 或 
之 jzjm jimijzmz 之 ,再 按 量子 力学 的 约定 ,得 了 所有 C-G 系数 全 
为 实数 ,有 

: < jam | jm > = mam | F127m > (6. 5-13) 

理论 上 可 以 给 出 各 个 C-G 系数 的 表示 式 , 并 且 已 编 成 有 C-G 

系数 表 可 供 查 阅 , 对 于 js= 广 和 1 两 个 简单 情况 .C-G 系数 的 表示 


”和 式 列 于 表 6. 5-1 和 表 6. 5-2 中 。 
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表 0. 5-1 < jm 9 3m: im > 


aa 


271 十 ] 


. ] 1 
人 1m 十 地 
211 十 1 


| | | Wr et | | | 
(271 十 1)(27. 十 2) (2J1 十 1) (1 十 1) (21 十 1)(271 十 2) 


mtd | 


FA 
[i1071 二 1) 4 2j1( 有 1 十 1) 


(1 一 72) (有 1 一 2 十 1) | 加 A ] | | 
271(2J1 十 1) J1(271+1) 2J1(2 有 1 十 1) 


(6. 5-15) 


显然, 几 不 满足 公 (Nhi、j2、7) 关 系 式 (6.5-12) 或 不 满足 
m 二 mi 十 mz 式 (6. 5-9) 的 C-G 系数 等 于 零 。 男 外 ,可 以 证 明 C-G 系 
数 具 有 对 称 性 : 
< jimijms | jams > 
= (DRMmj CT— mljs—m> (6. 5-16) 
一 (一 DithTi < jm,jimi | jm > 《6. 5-17) 
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等 等 。 证 明 从 略 。 
按 C-G 系数 的 定义 ,可 以 在 黑 伯 特 子 空间 Vi CVy' 中 将 夺 
合 表 象 的 基 矢 量 | jjzjz 之 与 成 按 无 耦合 表象 基 矢 量 组 
(jimjzms 之 } 展 开 的 表示 式 。 事实 上 ,借助 无 耦合 表象 基 矢 量 组 
完备 性 表示 式 
>》 | jimj2m: >< jm jm,| = 1 ' 


Mm] sy 
有 1 和 7; 固定 (6. 5-18) 
有 


[hijajm >=L 2) [imjamz > < mama | | jjsim > 


党 ] "Dio 


一 > | Jazi72za > < mjems | .772772 > 


(6. 5-19) 
可 以 看 出 ,展开 系数 忌 71izai7jzas|77j27j 之 即 是 C-G 系数 。 因此 , 利 
用 C-G 系数 可 以 由 无 看 合 表象 的 基 矢 量 组 来 构成 称 合 表象 的 基 
矢量 ,用 以 描述 体系 的 角 动 量 耦 合 态 。 
例 6. S-1 两 个 电子 的 目 旋 耦合 态 。 由 于 两 个 电子 1 和 2 的 目 
旋 角 量子 数 % 一 广 ,9 一 地 ,由 式 (6. 5-12) 知 两 个 电子 的 总 自 旋 角 
量子 数 S= 二 1.0, 通 常 习惯 地 分 别称 为 两 个 电子 的 自 旋 平行 . 反 平 
行 。 总 自 旋 5S=1 则 磁 量 子 数 M,==1、0. 一 1, 它 们 表征 着 三 个 不 同 
的 总 自 旋 态 |5sSAM >>=1021AM> (M,=1,0, 一 1) ,都 是 自 旋 
平行 态 ,总 称 为 两 个 电子 总 自 旋 三 重 态 。 总 自 旋 $=0 则 M,=0, 表 
征 着 一 个 总 自 旋 态 |9ssSM,> = 1 吕 到 00>, 是 自 旋 反 平行 态 , 它 
称 为 两 个 电子 总 自 旋 独 态 。 利 用 式 (6. 5-19) ,可 以 借助 单 电子 在 5， 


1 0 
表象 中 的 自 旋 态 Xis (3:) 尘 a = | 和 ts)=B= | | 见 式 


(6. 2-29) (6. 2-30)] 表 示 出 两 个 电子 在 $1: 和 Ss. 共同 表象 的 总 自 
旋 三 重 态 和 独 态 的 共 四 个 态 矢 量 。 查阅 式 (6. 5-14) 后 ,经 过 简单 的 
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扒 演 ,直接 得 到 


仿 


二 511 > X852) = a(l)a(2) (6. 5-20) 
| 
二 310 > >XoGneysz) 一 - 斑 [a(1)B(2) 十 BC1)a(2)] 
(6. 5-21) 
;1 — 1> SX (s,s) = BO)B2) (6. 5-22) 


00 > SX 8.8) = —i [a(l)B(2) — BO1)a(2)] 


11 

2 2 /2 
(6. 5-23) 

例 6. 5-2 ”一 个 电子 在 中 心力 场 中 运动 的 “轨道 ”- 自 旋 耦 合生 


。 记 电子 在 中 心力 场 中 运动 不 计 自 旋 的 定 态 态 矢量 为 |nlm 过 ， 


式 中 7 是 电子 轨道 角 动 量 的 角 量 子 数 ,m 是 相应 磁 量 子 数 ( 见 


§ 4. 


1) 。 现 在 计 及 电子 的 “轨道 ” 自 旋 看 合 ,注意 到 电子 自 旋 角 量 


子 数 ; 一 少 , 故 电 子 总 角 动 量 本 的 角 量 子 数 j==! 十 去 /一 万 (车 


1/ 关 0) 或 j 一 六 (车 1 一 0)。 电子 的 “轨道 ” 自 旋 耦合 定 态 态 矢 量 
Inlsjm; 这 按 式 (6. 5-19) 写 成 展开 式 


[nlsjm; > = > Inlmsm, > < Imsms |lsjm; > 


me (Cn) 


Tm 


1 . 
JUN 一 
1 
9 


> 
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在 ?和 S$. 共同 表象 ,对 于 /一 /十 方 (! 天 0) ,查阅 式 (6. 5-14) 后 得 


. ] 1 
[nlsym; > = | pd 十 pa > 这 3。 ) 


一 一 


i 二 mm; 十 1 
RK,, C7)Y im 一 十 (9, 9) 


= (6. 5-25) 
一 
对 于 j 一 /一 方 (天 0) ,得 


] l z 
[nlsjm; >= |nt 3 一 万 7 > > Yuli lm (rT 5) 


oF (门卫 om 了 《4 9) 人 Cs:) 


1 一 m, 十 洁 


一 可 二 人 fw (r)Y mn -1 (0,9) 
= (6.5-26) 


+ rm; 十 方 
2 十 1 Ky C7)Y ne (8 3 9) 
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. 1 
2 
[nlsjm:; 人 > 一 1200 > | 二 mn > —>R,.(r)Y CO， Pp) Xn C5.) 
(6. 5-27) 
二 是 


6-1 设 矢量 算 符 4 与 泡 利 算 符 o 对 易 , 证 明 ， 
(1) [o,A .oj]=2iAxo 
(2) go(A4*0o)+ (A .ogo=24 
(3) ol(o » A)=iAXo+A4 
(go* A)o=—iAXo+A 
6-2 ” 设 矢量 算 符 4 和 8 分 别 与 泡 利 算 符 o 对 易 (4 与 如 之 间 不 一 定 对 
易 ) ,证 明 : 
(1) (og* A)(o .BB)=A. B+ig. (AXB) 
(2) (go。n)’ 二 1,n 为 任意 方向 的 单位 矢量 
(g* rr):=r? 
(og °* p):=—p’ 
(og* L)’'=L—fio*L 
6-3” 设 矢量 算 符 4、8 和 C 分 别 与 泡 利 算 符 o 对 易 , 证 明 ， 
(1) T,[o * 4]=0 
(2) T,[(o* A)(g .BB)J]=24.:8B 
(3) TT,[(o* A)(g* Bo- CD)=2(AXB) :C=2iA*, (BXO) 
6-4 ” 试 求 ; 
(1) 算 符 一 cm 在 c: 表象 的 本 征 矢量 组 ， 式 中 单位 天 量 # 二 (1 ,90,9); 
(2) 在 o, 的 本 征 态 x+ 和 X-: 下 ,co 的 可 能 取 值 的 几率 及 期 望 值 ; 
(3) 在 o 的 本 征 态 :和 X-: 下 ,ooy 和 o 的 各 个 可 能 取 值 的 几率 及 期 
望 值 。 


cos 0 iw — sin 0 -i 
签 ,(1) X (Cs ) 一 人 :YX_1 (se) 一 
sin ew coOs se” 


(2) 在 的 本 征 态 Xi 下 ,5。 取 值 为 十 1 的 几率 是 cos*( 忆 ), 取 值 为 一 1 
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的 几率 是 sin?( 与 ,未 =cosb; 在 六 的 本 征 态 x-! 下 ,5 取 值 为 十 1 的 几率 是 


. ».08 
sin( 忆 ), 取 值 为 一 ] 的 几率 是 cos?( 7) ,5 = —cosO’ 
(3) 在 0 的 本 征 态 X41(s.) 下 ， 


|“ 取 值 二 1 的 几率 取 值 一 1 的 几率 


《1 十 singcoso) 
、^ 1 ， 
了 (1 十 singsinp) 


加 cosz() 


在 0。 的 本 征 态 X-1(Csc) 下: 


| 


及 (1—sinbcosg) 
了 (+singsing) inOs; 
， 3 9 singsinp . 
Sin 志 | 
本 — cos6 


6-5 试 求 算 符 0,=o*n 在 0 表象 的 本 征 矢量 组 , 式 中 单位 矢量 # 的 方 
问 余 弦 为 (cosaycosB ,cosy) 。 


sintcosg 
sinbsinp 


(1 一 SinpcosO) 


> (1 一 sinbsing) 


取 值 一 1 的 几率 


了 (1 十 sindcosg) 


(1 —singsing) 


答 :X+1(Csz) 一 ] 7 | liteosy 
2cos 本 Cosc 十 zcos 有 
一 | 
人 | 1 十 coSsyY 


2cos 一 - 

2 

6-6 ” 设 电子 在 方向 极 化 [电子 处 于 自 旋 $. 的 本 征 态 Xi (se)]。 求 训 取 
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值 的 几率 以 及 期 望 值 , 设 单位 矢量 n 的 方向 余弦 为 (cosa,cosB,cos7)， 

答 :5, 取 值 十 1 的 几率 为 cos*( 忆 ), 取 值 为 一 1 的 几率 为 sin* ( 避 )， 
On COSA : 
6-7” 设 电子 东 处 于 /=0 态 , 且 沿 某 方 向 自 旋 极 化 。 它 在 通过 不 均匀 磁 
场 后 分 为 强度 不 同 的 两 束 , 其 中 自 旋 平行 于 磁场 的 一 束 导 是 旋 反 平 行 于 磁场 
的 -- 束 之 强度 比 为 m:n。 求 人 射 极 化 电子 束 的 自 旋 方向 与 外 磁场 方向 之 间 的 
夹 角 g。 

答 :ctg2( 洒 ) 一 亚 

6-8 ”电子 束 处 于 /一 0 态 ,通过 斯 特 恩 - 盖 拉 幸 装 置 后 分 为 两 束 。 将 其 中 
一 束 再 通过 类 似 装置 ,但 其 磁场 方向 相对 于 第 一 个 装置 的 磁场 方向 之 间 有 倾 
斜 角 a, 求 通过 第 二 个 装置 后 再 分 型 为 两 束 的 强度 比 。 z 

管 :ctg?( 本 ),tg2( 了 ) 

6-9 ”只 考虑 自 旋 运 动 。 设 电子 处 于 恒定 均匀 磁场 8 一 (0,B,0) 中 ,初始 : 


1 
二 0 时 刻 处 于 态 reo)=| 下 ，, 求 在 >0 时 刻 
(1) 自 旋 态 XG); 
(2) 期 望 值 r- C(t) .ay (和 o. 4); 
0 
(3) 经 过 多 少时 间 r, 电 子 处 于 态 xc 一 | 上 下 ? 
(4) 在 时 刻 z, 电 子 自 旋 向 上 Cs: 一 十 亏 ) 和 向 下 Cs 一 一 王 ) 的 几率 比 。 


COSwt __ HB 
答 ; (1) X(t)= 二 | . ;外 王 字 B 
SINwt 


(2) g(t)=sin(2wt), oy(t)=0, g(t)=cos (2wt) 


Xx(2n 二 1) 
2w 


(3) 一 1 ==03 1 2 3 


(4) + 一 ctg (wt) 


6-10 ”粒子 自 旋 :一 六 , 自 旋 磁 矩 用 ,= jo0, 置 于 恒定 均匀 的 磁场 8 一 
“(0,0,8) 中 。 设 t 一 0 时 刻 处 于 2 的 本 征 态 Xi1Cs.) 下 ,单位 矢量 n 一 (1,0,9)。 
求 在 t>0 时 刻 ， 
(1) 自 旋 态 X (2); 
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(2) 期 望 值 c.G) av) 和 cs)。 


COS 号 exp[ (wt 一 本 


答 :(1] ) Xit) 一 4 w 一 PB 
sin exp[ 一 :Cot 一 全 )] 


(2) cx(t) 一 sin 多 os(2ot 一 P) ， o,(t)=—sin0sin(2wt— 9), o.(t)=cosd 
6-11 粒子 自 旋 * 一 村 , 自 旋 磁 矩 他 ,二 yo0, 置 于 恒定 均匀 磁场 8 中 , 磁 
场 方 向 的 方向 余弦 为 (cosaycosp,cosy)。 设 上 = 0 时 刻 处 于 的 本 征 态 
] 
xX+i 《5:- ) 一 | | 下 ，, 求 在 t>0 时 刻 ， 


(1) 自 旋 态 XQ); 
(2) 期 望 值 oj (7) 、o,(t) 和 6.(2)。 


COswrt ricos7sinwt 


答 ; (1) (1) = | 
《 (icosa—cosp)sinwt 


《2) g(t)=cosacos7(1—cos2wt)—cospsin2wt 


g(t)—=cospcos7(l—cos2wt)+cosasin2wt 

ret) 一 cos27Y 十 (1 — cos )cos2ut 
6-12 ”两 个 电子 的 泡 利 算 符 分 别 为 my 和 oz， 记 5 一 Ci 十 cz。 
GD) 证 明 所 ,名 一 一 3 十 本 0 (G1* 94)? 一 3 一 201* 0 
(2) 求 m，cz 的 本 征 值 及 相应 的 本 征 矢量 。 


答 : (2) 本 征 值 是 1, 一 3; 相 应 的 本 征 矢量 分 别 是 式 (6. 5-20) 一 (6. 5-22) 
和 式 (6. 5-23)。 


6-13 定义 算 符 0 一 


3(0 G+) ~ . 
0*0, (r=r—r,).。 


r 
、 了。 了 2 - ~ a 
(1) 证 明 j= 《一 5 十 9， ) 


(2) 证 明 并 一 6 十 26 * 094 一 2612 一 07 一 20)， 
(3) 求 :的 本 征 值 。 
答 : (3) 5 的 本 征 值 为 0,2 和 一 4 
6-14 “分 别 求 下 列 两 个 算 符 的 本 征 值 和 本 征 矢量 : 
(1]) 五 ;一 akal: 十 az) 十 2 * oO 
(2) H,=aoet a bo * 0 ， (ai 天 as) 
式 中 ,aa 和 as 为 实 参 量 。 
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管 ; (1) B, 的 本 征 值 为 2a+b,6, —2a+b,—36 
(2) 瑟 ; 的 本 征 值 为 土 (a1 十 az) 十 b, 一 6 十 (a 一 as)? 十 40? 


一 信 / Ra (r)Y -1(0,9) 


6-15 电子 在 中 心力 场 中 运动 处 于 态 罗 = ， 


sRuCr)YioC0,9) 


求 轨道 角 动 量 志 、 自 旋 $. 以 及 磁 矩 一 党 (ZL. 十 26.) 的 期 望 值 。 
-2255 二 声 忆 一 上 
答 : 志 ,= 3 下, 一 6 , M. = 3 HB 


6-16 求 自 旋 :=1 的 两 个 粒子 的 总 自 旋 3%: 和 5. 的 共同 本 征 矢量 组 。 
答 : 记 a、B 和 7 分 别 为 单 粒 子 对 应 于 m, 二 1.0、 一 1 的 归 一 化 自 旋 态 矢 
量 , 有 
$=2;: Xun=a(l)a(2) 
: 1 


~ 2 
1 
v6 

1 
X21 二 一 二 ~ [BC()7C2) 二 7Y(1)B8(2)] 
2 


X22 YY(2) 


S 一 1; tu = [e182) —B(1)a(2)] 


Xz 一 [Laltl1)B8(2)++B(1)a(2) |] 


[e(1)7YC2) 十 28(1)8(2) 十 Y(1)aC2) 


Xn = 


1 
Xi 一 [ecl)7y(2) 一 y(1)e(27) 
Ve 
1 
XI 一 一 -一 [8(1)7(2) 一 ”>(1)8(C2)] 
/2 
S=0: xw=—Li[a(l)7(2)— 8(1)B8(2)+7()a(2)] 


3 z 
6-17 求 自 旋 : 一 序 的 三 个 粒子 的 总 自 旋 $ 和 8. 的 共同 本 征 矢量 组 . 
答 : 记 a 和 8 分别 为 单 粒子 对 应 于 m,= 志和 一 二 的 归 一 化 自 旋 态 矢量 ， 
有 z 
S= 了， =a(1)a(2)al3) 
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] 


信和 天 [el)e(2)8(3)+e(DBC2)e(3) 十 RGL)eC2)e(37 
储 .- 一 ~ 六 [PGD)B(2)e(3) 十 BC1)e(228(3) 二 eaCLBC2)8(3) 
x3.3—B(1)B(2)pC3) 

$= 方 ， 4= [e082) pad2) Jods) 
X34 [e082) BC1)e(2) pC) 

5 一 二 灶 汪 = -Cl)[eC28(03) 一 A(2)e(37 
44 DLe2)8(3) —B(2)e(3)] 


6-18 在 这 和 共同 本 征 态 | 方 和 > 下 , 求 角 动 量 儿 = 了 jn 取 2; 十 1 个 
不 同 值 mw 六 ,mj 二 j,j 一 1,… ,一 ;的 几率 。 式 中 ,单位 和 失 量 n= (1,0,9)。 


(27) ! | 0 | 0 | 
Ar ， 一 一 ~” 2 一- 2 
:0 (1;) Om ! Om) cos’:( 2 ) sin2{ 2 ) 
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第 七 章 ”原子 光谱 的 精细 结构 


计 入 电子 自 旋 以 后 ,原子 的 哈密 顿 算 符 将 附加 上 与 电子 自 施 
有 关 的 作用 项 ,这 使 得 原子 的 能 级 移动 和 分 裂 而 形成 精细 结构 , 导 
臻 原子 的 光谱 有 精细 结构 。 

通过 求解 体系 的 在 束缚 态 条 件 下 的 定 态 薛 定 亩 方程 ,可 以 得 
到 原子 的 能 级 结构 .不 过 , 计 人 电子 自 旋 以 后 的 体系 定 态 薛 定 刘 方 
程 往往 难以 精确 求解 ;另外 ,在 一 般 实际 问题 中 体系 的 哈密 顿 算 符 
都 不 像 理想 情况 的 那么 简单 (即使 不 计 及 电子 的 自 旋 ), 相 应 的 定 
态 醉 定 请 方程 也 难以 精确 求解 。 于 是 不 得 不 借助 于 各 种 近似 计算 
方法 ,以 求 得 问题 的 近似 解 ,处 理 体系 束缚 定 态 所 应 用 得 最 广泛 的 
近似 计算 方法 有 定 态 微 扰 论 和 变 分 法 等 ,可 以 近似 求 得 原子 束缚 
定 态 的 能 谱 和 相应 的 态 矢量 。 

本 章 首先 介绍 体系 束缚 定 态 的 上 述 两 种 近似 计算 方法 (第 一 
和 第 二 节 ), 然 后 应 用 定 态 微 扰 论 分 别 具 体 推导 出 氢 原 子 和 碱 金属 


”原子 能 级 的 精细 结构 表示 式 , 并 且 讨 论 原子 光谱 的 精细 结构 (第 三 


和 第 四 节 ) .在 论述 中 的 很 多 场合 ,为 简便 起 见 , 态 矢量 和 力学 量 算 
“ 符 的 表示 都 采用 狄 喇 克 符 号 。 


37.1 定 态 微 扰 论 


这 里 叙述 的 是 所 谓 瑞 利 - 醉 定 谓 微 扰 展开 ,用 于 求 得 体系 束 关 
定 态 的 能 谱 及 相应 态 矢量 的 近似 解 。 这 种 展开 在 实际 问题 中 应 用 
得 很 普 损 。 
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7.1-1 瑚 利 - 苹 定 圭 微 扰 展 开 : 非 简 并 情况 和 简 并 情况 


设 体系 的 哈密 顿 算 符 卫 不 显 含 时 间 1, 其 定 态 苹 定 读 方 程 采 
用 狄 喇 到 符号 表示 为 
Hl|y,>=E,|y,>,， n==1] ,2,3, (7. 1-1) 
要 精确 求解 这 个 方程 一 般 来 说 是 困难 的 。 但 是 ,如果 算 符 认可 以 
写成 


H=H,+H (7. 1-2) 
其 中 算 符 五, 的 本 征 值 方程 
Hg,>=F°|$g,>,， 11 一 ,23 (7. 1-3) 


的 解 :本 征 值 谱 { 上 &} 和 相应 的 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 完备 组 {1 之 ) 
均 已 知 ,而 五 项 的 作用 相对 于 态 , 项 的 作用 又 很 小 [具体 见 本 节 
式 (7.1-57)], 称 已 为 微 扰 项 , 则 体系 的 定 态 薛 定 廖 方程 式 
(7.1-1) 可 以 用 微 扰 展开 方法 近似 求解 。 上 面 不 失 一 般 性 ,已 假定 
H。 的 本 征 值 谱 {Es) 完 全 分 立 , 相应 的 本 征 矢量 组 的 正 交 归 一 性 
和 完备 性 分 别 表示 为 
< >>=6w nn =1,2,3,. (7. 1-4) 
和 
2 > 过»|=1 (7. 1-5) 


如 果 五 。 的 本 征 值 谱 部 分 为 连续 谱 , 则 上 式 的 求 和 应 计 入 全 部 连 
续 谱 本 征 值 相 应 的 本 征 矢量 。 瑟 ,的 本 征 矢量 完备 组 {| 加 记 } 张 成 
一 个 黑 伯 特 空间 。 不 失 一 般 性 ,又 假定 受到 微 扰 项 玉 ' 作 用 的 真实 
体系 的 态 矢 量 就 在 这 个 黑 伯 特 空间 中 , 即 体系 的 任 一 态 矢量 都 可 
以 按 如 。 的 本 征 矢 量 完 备 组 {| 名 之 } 展 开 。 

我 们 集中 考虑 算 符 五 。 的 任意 第 & 个 分 立 的 本 征 值 成 。 一 般 
地 说 设 大 有 < 度 简 并 ( 若 Ex 无 简 并 则 d=1), 记 其 相应 4 个 简 并 
的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 为 {| 四 放 },i==1,2,3,…,d, 这 d 个 本 征 矢 
量 张 成 一 个 4 维 空间 , 常 称 为 参考 空间 , 它 是 体系 的 态 矢量 所 在 
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黑 伯 特 空 间 中 的 一 个 子 空间 。 参 考 空间 中 的 矢量 | 风 之 称 为 参考 矢 
量 。 显然 参考 矢量 有 无 限 多 个 , 任 一 参考 矢量 总 可 以 视 为 瑟 。 的 相 
应 于 本 征 值 Ex 的 a 个 简 并 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 {| 办 二 }G(=1， 

3,…,d) 线 性 个 加 的 结果 ,有 即 

> = 2.Cil#s> (7. 1-6) 
容易 看 出 , 它 也 是 互 。 的 本 征 值 为 大 的 本 征 矢 量 。 因此 , 称 这 个 参 
考 空间 对 于 Ho 的 本 征 值 BB 而 言 是 完全 简 并 的 。 当 然 , 这 个 参考 
空间 中 只 有 d 个 参考 矢量 是 独立 无 关 的 。 现 在 再 与 真实 体系 作 联 
系 ,体系 由 于 其 哈密 顿 算 符 HH 式 (7.1-2) 是 在 Ho 的 基础 上 加 入 了 
微 扰 项 互 ', 故 它 的 所 有 可 能 束缚 定 态 中 有 a 个 定 态 其 态 矢量 
(| 加 >>) (a 二 1,2,3,…,qd) 不 同 于 但 接近 于 全 ,的 本 征 值 为 EE 的 
相应 d 个 独立 无 关 的 归 一 化 参考 矢量 {| 六 % 放 } (a 二 1,2,3,…， 
d) ,它们 称 为 体系 的 这 4a 个 束缚 定 态 的 零 级 近似 态 矢 量 ;其 能 量 
{En} (a 二 1,2,3,…,d, 其 中 有 些 值 可 能 相同 ) 的 值 不 同 于 又 接近 
于 乃 , 的 本 征 值 ,EE 称 为 体系 的 这 d 个 束缚 定 态 的 零 级 近似 能 
量 . 于 是 ,这 里 所 讨论 的 问题 归结 为 近似 求解 体系 的 定 态 薛 定 谓 方 
程 
HIJu> = Ew lpiu>, 0 一 1 2 3 (7. 1-7) 
式 中 Ewla 二 1,2,3,…,d) 的 零 级 近似 为 ,是 已 知 的 。. 

为 了 给 出 体系 这 d 个 束缚 定 态 的 态 矢量 和 能 量 的 微 扰 展开 
表示 式 , 需 要 先 引 入 如 下 一 些 算 符 :投影 算 符 己 和 人 驴 、 波 算 符 马 和 
分 解 算 符 尺 , 以 及 有 效 哈密 顿 算 符 囊 s。 投 影 算 符 尼 和 Q 分 别 定 义 
为 


p> |$6> 二 | (7. 1-8) 
各 
Q= > [$< (7. 1-9) 
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式 中 符号 22 表示 对 求 和 不 包括 w=k 的 项 。 算 符 忆 的 作用 是 将 

体系 的 任 一 态 撩 量 | 之 投影 到 参考 空间 中 成 为 相应 的 一 个 参考 
矢量 | 好 > 

: Ply>=2 14><$ lv>=I0> (07.110) 


而 和 的 作用 是 将 体系 的 任 一 态 矢量 | 多 盖 投影 到 参考 空间 的 正 交 
补 空间 中 : 


QIv>= 2 [6 二 二 | (7. 1-11) 
由 式 (7. 1-5) 直 接 看 出 ,P 和 Q 有 性 质 
P+Q=1 (7. 1-12) 
又 有 
Pt=P, QQ!=Q (7. 1-13) 
P=P, QQ:=Q (7. 1-14) 
PQ=QP=0 (7. 1-15) 
并 且 还 有 
[P,Ho]=[Q,HoJ=0 (7. 1-16) 


这 可 以 利用 式 (7. 1-5) 将 算 符 态 ,表示 为 
B=B,2 $$ = Fp| (7.1-17) 


后 直接 推 得 ,利用 投影 算 符 了 ,可 以 将 体系 所 有 束缚 定 态 的 态 矢量 
变换 为 相应 的 参考 矢量 ,其 中 只 有 d 个 参考 矢量 是 独立 无 天 的 。 
这 里 强调 一 下 ,下面 所 说 的 d 个 独立 无 关 的 归 一 化 参考 矢量 专 指 
方程 式 (7. 1-7) 中 体系 的 以 Bi 为 零 级 近似 能 量 的 那 4 个 束缚 定 态 
态 矢量 投影 到 参考 空间 所 得 到 的 : 
[>=P|gw>,， a 一 1,2,3，……:d (7. 1-18) 
它们 将 作为 体系 那 d 个 束缚 定 态 的 零 级 近似 态 天 量 。 
再 引入 波 算 符 2, 定义 为 
[gua> = 0 1g,>,， a 一 1,2,3，……,d (7. 1-19) 
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对 照 式 (7. 1-18) ,将 算 符 PO 作用 到 4 个 独立 无 关 的 参考 矢量 
(a 一 1,2,3,…,d) 上 ,得 
POIW> = |,>, a=:1,2,3,°"* ,4d 
因而 上 式 左 右 两 边 的 算 符 作用 在 任 一 个 参考 矢量 上 所 得 到 的 绪 果 
相 同 , 故 限于 对 参考 天 量 作 用 有 
PNRP=P (7. 1-20) 
投影 算 符 和 波 算 符 2 的 作用 由 图 7. 1-1 简单 地 示意 。 


正 交 补 空 图 ” 正 诡 补 空间 


”图 7.1-1 投影 算 符 忆 和 波 算 符 全 的 作用 示意 图 


下 面 导 出 波 算 符 0 满足 的 方程 及 0 的 展开 表示 式 。 从 体系 的 
定 态 薛 定 刘 方 程式 (7. 1-7) 出 发 ,注意 到 方程 中 五 三 瓦 。 十 刀 ' ,有 
(Eu— Ho) gie>=H'|gn>, a=1,2,3,°",d 
: : (7. 1-21) 
将 投影 算 符 P 左 乘 上 式 ,并 且 利 用 式 (7. 1-16), 有 
(Ea— Ho)lWM>=PH'|Ig>, a=1,2,3,",d 
再 将 波 算 符 2 左 胰 上 式 , 有 
En lju>—0OB, >=APH'OIM > ,a=1,2,3,.°"% ,4d 
(7. 1-22) 
将 式 (7. 1-21) 和 式 (7. 1-22) 联 立 ; 消 去 Eniw 记 项 ,有 
(QBo— BO >=H0-0PHO >, a=1,2,3,.",d 
(7. 1-23) 
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上 去 表明 左右 两 边 的 算 符 作用 在 任 一 个 参考 矢量 上 所 得 到 的 结果 
相同 , 故 限 于 在 参考 空间 中 作用 ,得 到 
[20,H, P=(H'Q— QPH'O)P (7. 1-24) 

这 就 是 波 算 符 4 满足 的 方程 , 它 与 体系 的 定 态 薛 定 刘 方 程式 
(7. 1-7) 等 价 。 由 于 参考 空间 对 于 里 ,的 本 征 值 成 完全 简 并 ,上 述 
方程 还 可 具体 写成 

(Ee— HNP= HANAPH' OP (7. 1-25) 
为 了 进一步 导出 波 算 符 2 的 展开 表示 式 ,需要 引信 分 解 算 符 RR， 
定义 为 

1 


R= FH (7. 1-26) 


式 中 QQ 是 投影 算 符 式 (7. 1-9) , 故 y 一 Fy- 是 限于 在 参考 空间 的 正 
交 补 空间 中 作用 的 、 算 符 成 一 用, 的 逆 算 符 。 利 用 算 符 所 的 正 交 
归 一 化 本 征 矢量 组 完备 性 的 式 (7. 1-5) 以 及 按照 投影 算 符 Q 的 定 
义 , 分 解 算 符 R 可 以 写成 

R= > < | 


5) > ~ (7. 1-27) 


将 算 符 屁 式 (7.1- 26) 磊 乘 方程 起 (7 1-25) 两 边 ,注意 到 式 (7. 1- 
16) ,有 


QAP=R(H'N—NPH' OP (7. 1-28) 
现在 将 波 算 符 0 写成 展开 式 , 式 中 各 项 按 所 含 微 拢 项 H' 的 作用 
次 数 自 低 至 高 排列 ， 

= 二 十 2 十 十 人 四 十 (7. 1-29) 


式 中 算 符 2 中 含有 微 扰 项 瑟 ' 的 n 次 作用 .设想 若 微 扰 项 H' 二 0， 
则 由 上 式 有 中 二 Do ,而 由 式 (7. 1- 19) 有 = 人 , 故 
人 2(0 一 1 (7.1-30) 
将 波 算 符 的 展开 式 (7. 1-29) 代 回 方程 式 (7. 1-28) ,方程 的 左边 
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利用 式 (7. 1-12) 和 式 (7. 1-20)， 有 
QAP =(1—PNB=0P—P 
二 《0 二 029 十 十 0 十 …)P (7.1-31) 

再 比较 方程 式 (7. 1-28) 左 右 两 边 含 微 扰 五 ' 的 作用 次 数 相同 的 项 ， 
并 且 注 意 到 由 于 式 (7. 1-15) 有 RP 二 0, 以 及 注意 到 式 (7. 1-30) ,得 

QVP=RH'P, 

QPP=RCH'OQVN—AOVPA')P, 

OVP=RCA'OP—OPPR'—AVPH' OWN)D, 


soo eo eon oooonoosis sb 上 os aas (7. 1-32) 

再 将 OVWP 式 代 入 QP 式 中 ,将 QLP 和 QP 式 代 入 paspe 式 
中 ， os ,， 则 | 
QVP=P 


ONP=RA'P, 
OPRAH'RA'P— RA'PH'D, 
AVP RA'RB'RA'P— RA'RA'PR'P- RD'RA'PH'DP 
+RBA'PH'PR'P—RNB'PR'RA'D, 
和 (7. 1-33 ) 
即 波 算 符 2 式 (7. 1-29) 限 于 在 参考 空间 中 作用 , 写 为 
AP=P+REP+ RA RDP RDPA'DP)+. 
(7. 1-34) 
如 果 将 投影 算 符 了 P 式 (7.1-8) 和 分 解 算 符 RR 式 (7.1-27) 代 入 上 式 
右边 ,就 得 到 波 算 符 2 更 具体 的 展开 表示 式 。 
最 后 还 要 引入 有 效 哈 密 顿 算 符 五 ,定义 为 
Hal >=E, > ,4 一 1,2,3,…,d (7.1-35) 
对 照 体 系 ( 其 哈密 顿 算 符 为 五 ) 的 定 态 薛 定 雇 方 程式 (7.1-7) 看 
出 , 算 符 瑟 与 刁 w 分 别 的 本 征 矢量 1yis 二 与 | 帝 >= 二 Pp 这 相应 
有 相同 的 本 征 值 Ei(a= 二 1,2,3,… ,qd) ;如果 要 求 出 算 符 全 的 d 个 
本 征 值 Ew, 可 以 利用 算 符 刁 u 在 参考 空间 中 求解 方程 式 (7. 1-35) 
来 得 到 。 从 体系 的 定 态 蕉 定 证 方程 式 (7. 1-7) 出 发 : 
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Bigs>=Elgs>, a=1,2,3,°d 
利用 式 (7. 1-19) ,有 
HO >=E gi>, a=1,2,3,.,d 
再 用 投影 算 符 P 左 乘 上 式 , 得 
PHOIW>=EL NW,>, a=1,2,3,.%,d 
与 方程 式 (7. 1-35) 比较， 名 得 到 有 效 哈 罕 额 算 和 妃 s 限 于 在 参考 
空间 中 作用 的 表示 式 : 
HuP=PHAP=PC(Ho+ HNP=POH+ HP 
(7. 1-36) 
式 中 用 到 式 (7. 1-14)、(7. 1-16) 和 式 (7. 1-20)。 将 波 算 符 的 展开 
式 代 和 ,并且 将 有 效 哈 密 顿 算 符 及 ur 写成 相应 的 展开 式 : 
到 w 一 已 多 十 瓦 生 十 如 多 十 互生 十 … 十 五 是 十 … (7.1-37) 
则 有 
BWP=PHP, 
HYP=PRB'OAVP=PH'PD, 
HEP=PH'OVP=PH'RH'PD, 
BHP=PH'OVP=PH'RA'RH'P—PH'RIH'PH'PD, 


a 


HWP=PH'O"-VP, 


(7.1-38) 
即 有 效 哈密 顿 算 符 且 式 (7. 1-37) 限 于 在 参考 空间 中 作用 写 为 
Ba =PHPLPHPIPR'RA'P+. 
PHA +A'RA' + )P (7. 1-39) 
由 以 上 所 述 , 借 助 于 波 算 符 QL 式 (7.1-19) 和 式 (7.1-34)] 和 
有 效 哈密 顿 算 符 五 sf[ 式 (7.1-35) 和 式 (7. 1-39)] 对 参考 空间 中 相 
应 参考 矢量 的 作用 ,就 可 以 求 出 真实 体系 的 以 成 为 零 级 近似 能 量 
的 4 个 束缚 定 态 其 态 拓 量 | 加 > 和 能 量 Kw (a 一 1,2,3,… ,qd) 的 微 
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拢 展开 表示 式 。 下 面 分 两 种 情况 讨论 。 
1. 非 简 并 情况 
如 果 算 符 刁 , 的 本 征 值 EB 无 简 并 , 即 4==1, 则 真实 体系 束缚 
定 态 态 矢 量 |y 二 的 零 级 近似 归 一 化 矢量 | 好 才 已 知 ,就 是 | 办 这 ,由 
式 (7.1-19), 有 
>>=01>=0|> (7. 1-40) 
代入 波 算 符 0 的 展开 表示 式 (7. 1-34) ,并且 将 1 录 二 写成 展开 式 : 
让 全 = 王 | 内 全 十 | 和 人 > 十 | 内 全 十 |W 人 > 十 …(7. 1-41) 
再 利用 分 解 算 符 R 式 (7. 1-27) ,可 知 : 


[gy°>=02|$>= |$> (7. 1-42) 
[10> = QV1g> = RH' |$,> = 之 > 人 > 
(7. 1-43) 


gy2>=0°|$>= RRE' -RH'PH') IS > 
— SY > I¢ ~ < IH 多 人 > 一 上 | | 如 盖 
(BR—E:) (Ei—E?) 


> 之 > (Ee— Eo) (Et— BE?) 


‘TY < HS > < IH' | > 
= 2 > 全 二 2 : ) 
-2 | 多 > 三 各 mh > H 人 > (7. 1-44) 
可 以 看 出 ,| 二 的 展开 表示 式 (7.1-41) 中 的 第 一 项 | 总 二 就 是 算 
符 刁 , 的 相应 于 本 征 值 为 EB 的 归 一 化 本 征 矢量 | 办 之 ,而 其 余 各 项 
都 是 由 算 符 五 。 的 除 | 办 二 这 一 个 本 征 矢 量 以 外 的 其 余 所 有 正 交 归 
一 化 本 征 矢 量 {| 负 >)} 登 加 而 成 , 即 都 是 在 一 维 参 考 空间 的 正 交 补 
空间 中 。 显 然 , | 内 二 并 非 是 归 一 化 的 ,而 由 式 (7. 1-41) 可 直接 看 
出 ， 有 : 
< lg> 二 1 (7. 1-45) 
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这 称 为 已 经 中 间 归 一 化 。|4 二 的 展开 表示 式 (7. 1-41) 中 ,第 4 十 1 
项 | 儿 " 盖 的 亚 加 系数 包含 有 算 符 刁 ' 在 且 。 表象 的 个 矩阵 元 的 
乘积 、 因 为 算 符 妃 "' 相 对 于 旦 。 来 说 视 为 微 扰 项 , 即 H' 在 卫 。 表象 
的 矩阵 元 是 小 量 , 故 1g" 之 相对 于 1" 之 来 说 是 级 小 量 , 称 为 第 
n 级 修正 。|1% 匀 之 是 | 办 > 的 零 级 近似 ,而 | 办 > 的 展开 表示 式 
(7. 1-41) 中 前 ”十 1 项 之 和 称 为 真实 体系 束缚 定 态 态 矢量 | 内 > 的 
n 级 近似 。 
又 将 方程 式 (7. 1-35) 中 | 必 之 取 为 | 撩 > : 


Balb>=E$> (7.1-46) 
因为 | 不 二 已 经 归 一 化 ,; 故 体系 的 束缚 定 态 能 量 Ei 为 
本 一 所 办 | 五 sf 办 > (7. 1-47) 


代 人 有效 哈密 顿 算 符 已 的 展开 表示 式 (7. 1-39) ,并 且 将 天 写成 
展开 式 : 
FE:=E 二 E+ EE 二 E+ (7. 1-48) 
再 利用 分 解 算 符 R 式 (7.1-27) ,可知 
FEW=<h|IHR I$>= < Ho b> = (7.1-49) 
ED=<h|IHY i> =<h HH' I>, (7. 1-50) 
El? =<$ IRR |$>=<$h HRH'|S> 
-> $lH' b> <$ HH’ |$> 


Eo—E? 
/ 2 
= 2 Lh > 1 (7. 1-51) 
n 十 nt 


可 以 看 出 ,在 Ei 的 展开 表示 式 (7. 1-48) 中 ,第 一 项 以 " 就 是 
” 算 符 及 ,的 本 征 值 成 ; 因为 算 符 于 ' 视 为 微 扰 项 , 故 Ek 和 为 第 
n 级 修正 。EI” 是 Ei 的 零 级 近似 ,而 前 nn 十 1 项 之 和 称 为 真实 体系 
束缚 定 态 能 量 EE 的 n 级 近似 。 特 别 是 能 量 一 级 近似 为 
EVO+EDS=<h|IHI$> z (7. 1-52) 
应 用 定 态 微 扰 论 过 作 求解 体系 诸 束 缚 定 态 的 态 矢量 和 人 能量 就 是 求 
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出 它们 的 级 近似 解 。 

2. 简 并 情况 z / 

如 果 算 符 瑟 , 的 本 征 值 成 有 简 并 , 即 简 并 度 ld 之 1, 则 体系 的 
以 Ei 为 零 级 近似 能 量 的 4d 个 束缚 定 态 的 正确 零 级 近似 归 一 化 态 
矢量 {| 吕 >) (a==1,2,3,…,qd) 尚 未 知 ( 并 不 一 定 就 是 {#4} 一 1， 
2,3,…m…d), 即 它们 用 式 (7. 1-6) 或 者 说 式 (7. 1-18) 和 式 (7. 1-8) 表 
示 出 来 : 


| 况 >>= 和 CP [$1 > , a=1,2,3,°"* ,4d (7. 1-53) 
式 中 4 组 系数 (C4?) (4 二 1,2,3,… ,qd) 尚 待 确定 ,因而 无 法 应 用 上 


述 的 成 无 简 并 情况 的 定 态 微 扰 展 开 公 式 。 将 上 式 代 入 方程 式 
(7. 1-35): 


ad d 
Hua 2 Ch [#1> = Es 2 Cp [b> ’ a 二 1,2， 7 ,dd 
然后 用 左 和 天 二 ;| (] 二 1,2,3,"…,d) 作 用 于 上 式 两 边 , 有 


a da 
2 col lg > =En 2 CP; 
j=1,2,3,.…,d， a=1,2,3,.…,d 

即 


[<$lRe $s>—End; C=0, 
j=1,2,3,…d, a=1,2,3,"",d. (7. 1-54) 
这 是 关于 a 个 变量 {C 久 ) (i 二 1,2,3,…,qd) 的 线性 齐 次 代数 方程 
组 。 这 4 个 变量 不 能 全 为 零 , 就 要 求 这 个 方程 组 的 系数 行列 式 (d 
行 Xd 列 ) 必 须 为 等 , 即 
det | <$ Bal$s>— Ed;|=0,， j,i=1,2,°",d 
z (7. 1-55) 
这 是 关于 体系 束缚 定 态 能 量 Ew 的 d 次 代数 方程 ,通常 称 为 久 期 
方程 ;求解 方程 可 以 得 到 Ei 的 ad 个 值 (a 二 1,2,3,…,d)。 如 有 果 将 
有 效 哈密 顿 算 符 也 的 展开 表示 式 (7. 1-39) 的 前 2 十 1 项 之 和 代 
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| dm 


Yep, | 9 


和 方程式 (7. 1-55), 则 解 出 的 4 个 Ei 值 就 是 体系 的 以 Bx 为 零 级 
近似 能 量 的 a 个 束缚 定 态 的 能 量 ” 级 近似 值 。 假 各 4 个 Ei 值 各 不 
相同 , 就 称 算 符 瑟 , 的 本 征 值 所 在 微 扰 项 丈 ' 加 和 人 后 简 并 完全 解 
将 所 求 得 的 体系 4 个 束缚 定 态 能 量 ”级 近似 值 Ewa 二 1,2， 
3,…,d) 的 每 一 个 值 分 别 代 回 代数 方程 组 式 (7. 1-54) ,并且 利 用 零 
级 近似 态 矢量 | 忆 > 式 (7. 1-53) 的 归 一 化 条 件 : 
< 这 加 人 > 一 1 (7.1-56) 
就 可 以 分 别 计 算出 一 组 系数 {C8) (=1,2,3,…,d) ,总 共 可 以 得 
到 4d 组 (a= 二 1,2,3,… ,qd) 系 数 。 再 代 回 式 (7. 1-53) ,就 得 到 d 个 不 
同 的 | 败 > (a==1,2,3,…,q) ,它们 是 体系 4 个 束缚 定 态 相应 于 ”> 
级 近似 能 量 Ela==1,2,3,…,d) 的 正确 零 级 近似 归 一 化 态 和 拓 量 。 
再 按照 上 述 Fi 无 简 并 情况 的 做 法 ,又 可 得 到 级 近似 态 天 量 。 


7.1-2 微 扰 展开 的 适用 条 件 


不 失 一 般 性 ,考察 五, 的 本 征 值 5? 无 简 并 的 情况 。 由 体系 束 
缚 定 态 态 和 撩 量 | 办 沁 和 能 量 E 的 微 扰 展开 表示 式 均 可 看 出 ,第 二 
级 修正 与 第 一 级 修正 的 大 小 之 比 约 为 


H' z 
| 一 有 (EL) 
硅 要 展开 式 收 敛 比 较 快 ,必须 
H!’ z 
Sh ll, EE (7. 1-57) 
由 n : 


这 样 , 瑞 利 - 套 定 记 微 扰 展 开 近 似 方法 实际 上 才 较 为 适用 。 上 式 不 
仅 要 求 微 扰 项 瓦 ' 在 右 , 表象 的 矩阵 元 是 小 量 ,而 且 要 求 能 级 玉 
与 其 它 诸 能 级 E; 的 间距 不 能 太 小 。 


7. 1-3 应 用 举例 


例 7. 1-1 氧 原子 核 的 有 限 体系 效应 。 
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在 81.5 的 1.5-2 段 和 84.2 的 4.2-2 段 中 都 曾经 论述 过 所 
原子 核 的 有 限 质量 效应 , 须 在 氨 原 子 的 能 级 表示 式 中 将 折合 质量 
. py 替代 电子 的 质量 m,, 导 致 气 原子 的 能 级 产生 微细 位 移 。 现 在 又 
将 核 不 再 当 作 质点 ,而 视 为 半径 为 RCR< 玻 尔 半径 ao) 的 小 球 ,可 
以 估算 核 的 有 限 体 积 效 应 对 氨 原 子 能 量 的 修正 ,这 也 导致 气 原子 
的 能 级 产生 微小 位 移 。 它 们 都 常 称 为 氢 原 子 能 级 的 超 精细 位 移 或 
同位 索 位 移 。 

设 氨 原子 (Z 二 1) 和 类 和 氢 离 子 (Z 沁 1) 的 核电 荷 均 匀 地 分 布 在 
半径 为 的 球体 上 , 则 电子 所 处 核 的 静电 势 场 为 


__] 矢 |3 一 大 
dreo R\2 2R:’ 
V(r)= 
1 Ze 
47reo rr 


， re 
(7. 1-58) 


meg 


， rr 之 KR 


因此 核 的 有 限 体 积 效应 给 出 的 微 扰 项 为 


1 Ze 
一 dre, R\I2 rr 2R’ 
| : rr 之 RK 
(7. 1-59) 
由 于 电子 具有 波 粒 二 象 性 并 且 作 统计 解释 ,原子 内 的 那个 电子 是 
可 能 出 现在 核 内 的 。 
讨论 原子 的 基态 。 基 态 的 零 级 近似 能 量 


1 ee 
0 和 二 上 
2 dre, 2a, 


无 简 并 ,相应 的 零 级 近似 波 晃 数 为 


73 1/2 7 
iD=| 过 | er 
A 


可 以 应 用 定 态 微 扰 论 非 简 并 情况 的 能 量 展 开 表 示 式 计算 微 扰 作用 
日 ' 式 (7. 1-59) 对 原子 基态 能 量 的 修正 。 下 面 计算 一 级 修正 值 ， 
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EY 一 <<1001 五 "1100> 


pA 1 \Ze’/ 3 Rr rr 
4 0 - | | R EE y 2 R: rdr 


~ pe 2 (7. 1-60) 
计算 中 因为 > 的 积分 区 间 是 L0,R], 而 尺 冬 玻 尔 半径 ao, 故 可 取 
e ol。 可 知 原子 基态 能 量 的 一 级 修正 值 与 零 级 近似 值 之 比 是 
& | 412R 
E™ 5\ a, 
式 中 :av 一 0.53X10“ 米 ;R=A4 xo, 其 中 4 是 核 的 质量 数 ,rr 
二 1. 2X10 玉 米 [ 见 式 (1. 3-17)]。 故 对 于 氧 原子 (Z =1) 的 基态 ， 
Et 与 Ef? 之 比 的 数量 级 为 10 。 

对 于 原子 的 激发 态 (*>1) ,具体 的 计算 得 到 能 量 一 级 修正 值 
为 


2 


(7. 1-61) 


雯 


1 2Z'eR’ _0 

pr 7 (7.1.62) 
0， /天 0 

可 以 看 出 ,Es 随 2 的 增 大 而 增 大 ,但 随 ” 的 增 大 而 减 小 , 帮 重 要 

的 核 有 限 体 积 效应 发 生 在 2 大 的 类 和 氢 离 子 的 基态 和 低 激 发 * 态 。 

例 7.1-2 两 个 中 性 原子 (或 分 子 ) 设 都 处 于 基态 , 当 它 们 之 
间 的 距离 R 比 它们 本 身 的 线 度 大 得 多 ,它们 之 间 通 过 瞬时 电 偶 极 
和 矩 - 电 偶 极 和 矩 作用 ,统计 平均 地 说 相互 作用 能 量 是 负 值 并 且 与 R 
成 反比 , 即 为 一 告 (4 为 正常 量 ) 。 这 就 是 通常 称谓 的 范 德 瓦 耳 其 
(Van der Waals) 吸 引 作用 ,应 用 定 态 微 扰 论 至 二 级 近似 可 以 求 出 
范 德 瓦 耳 斯 吸引 作用 能 量 的 表示 式 。 

以 两 个 氢 原 子 为 例 。 如 图 7. 1-2 所 示 ,a 和 4 是 两 个 毛 原 子 的 
核 ,1 和 2 表示 两 个 电子 。 在 讨论 电子 的 运动 时 ,忽略 不 计 核 的 运 
动 。 记 体系 的 哈密 顿 算 符 为 

H=Ho+H' (7. 1-63) 
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CT2y2Z2) 
lr1y121) 7 12 


一 人 


图 7. 1-2 两 个 氢 原 子 的 核 和 电子 之 间 的 位 置 关 系 


其 中 
、 2 2 2 2 
BB,= 下 :— 1 和 | | 一 才 2— | 全 | 
em dneo rr 2m 4TEeo 7?, 
(7. 1-64) 
摘 述 两 个 无 相互 作用 的 氧 原子 ,而 
7'=_l ee 
dneo\ KR re ro re (7. 1-65) 


表示 两 个 氢 原 子 之 间 的 静电 相互 作用 。 如 果 两 个 氢 原 子 核 之 间 的 
上 距 离 R 很 大 , 则 应 ' 式 (7. 1-65) 的 后 三 项 可 以 按 去 的 者 级 数 展开 。 


由 
rz 二 [|(R 十 zs 一 z1)? 十 (zy 一 21) 十 (ys— yy) 1 


_ 2(z。 一 Z1 ) (zs 一 2Z1) 
=R|1+ ~ + 
(zs—T1)? (yy) 
TR | 
有 
| 2(zy， 一 2Z1 ) (2z， 一 2 (x, 一 并 7 (ys 一 7 一 172 
RL 


已; 
2 4(z,— 2 )” 
2 ， R’ 


一 [Co 一 xD) (xz 一 并 ) :十 《7 一 y1)2 | | 


i 
二 廊 (， 2 一 21 
R.|1 页 十 


344 


1 一 一 他 
一 南 i1 一 2 关 王 + EiL2(z— Z| )” 一 (2 一 2 一 《yz 一 y1) "| 
而 z 
/ rz 一 [CR 十 z2)? 十 x2 十 yy 
站 一 [( 民 一 z1)2 十 2 十 好 


类 似 地 可 有 

1 _1r, 2% 7 ,3 % 

二 下 | R Ri 各 | 

] 之 j 

人 [1 一 各 - 弛 + 这 训 ] 
代入 式 (7. 1-65) 得 到 性 R 远大 于 原子 本 身 的 线 度 时 ,有 


好 :一 一 一 一 (XiXs YIYy? 一 2>1Zy ) 


je RR’ 


= » 六 一 3>]1 之 2 ) 


Te .万 ,一 3( 万 . R,)(D,. Ro) | 


(7. 1-66) 
式 中 万, 一 一 er 和 刀 : 一 ~ eis 分 别 是 两 个 毛 原 子 的 电 侦 极 矩 算 符 ， 


R, 一 及 是 单位 向 量 。 可 以 看 出 ,上 式 示 出 两 个 所 原子 之 间 是 通过 电 


偶 极 和 矩 - 电 偶 极 矩 作用 而 相互 联系 的 。 由 于 两 个 氨 原 子 之 则 相 跑 玉 
很 大 , 故 全 ' 式 (7.1-66) 可 以 视 为 微 扰 项 。 
假定 两 个 氨 原 子 都 处 于 基态 。 体 系 的 零 级 近似 能 量 为 两 个 无 


相互 作用 氢 原 子 的 基态 能 量 之 和 : 
FE 多 =2x| 一 二 和 (7. 1-67) 
零 级 近似 态 天 量 取 为 


>> 二 1100 之 11100 过 ;三 1100,100 二 (7. 1-68) 


能 量 E% 无 简 并 。 体 系 能 量 的 一 级 修正 由 式 (7. 1-50) 为 
Eg=<100,100|H’' 1100,100> : 
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=1eR <100,100|D, DP,— 3(D,. RD,. R1100,100> 


0 


—3,<100|D,|100>1 * RoRo* ,<100|D, |100>,] 
一 0 (7. 1-69) 
这 可 以 从 和 氧 原子 在 年 态 下 电子 坐标 取 值 的 几率 分 布 直接 看 出 : 氢 
原子 在 任 一 定 态 下 没有 电 偶 极 挎 ; 直接 计算 也 得 到 | 用 到 字 称 算 符 
,利用 式 (4. 1-18)P|nim 这 =( 一 1)/|nim 记 和 式 (3. 6-22)PrP-! 
= 一 7 ,并且 由 式 (3. 3-66)P? 二 1 知 P 不 仅 是 线性 厄 密 算 符 而 且 是 
么 正 算 符 P-!1= 了 P+] : 
<nim|Dlnim> = —e<nimlr |nim> 
~——e<<nlm|P PrPiP nim> 
=(—e)[(—1) (~—1) <naim|—r|nim> 
=—<nim|Dlnim> 


即 
<nim|lD|nim>=0 (7. 1-70) 


体系 能 量 的 二 级 修正 由 式 (7. 1-51) 为 
FD 一 > | <nim,n' lm’' |H'|100,100> 1 
= TMM NET IV TI 


nm 2E9— (E+ EE,) 
w lm : 
能 量 连 续 谱 的 定 态 
ll 
(dre)?RS 
.5 |<nim,n tm Di， D,—3(D1* Ro)(D,* Ro) 1100,100>1 
a (E+ Ed)— 2 
n't pe 
能 重 连 续 
谱 的 定 态 
一 到 / (7. 1-71) 
其 中 ,4 是 正 的 常量 ,具体 作 计 算得 到 
6. 5e°a5 
4 一 4 (7. 1-72) 


可 见 巨 车 <0, 并 且 与 尺 成 反比 。 
346 


值得 指出 ,如 果 两 个 氢 原 子 是 处 于 不 同 的 定 芒 , 则 情况 将 有 不 
同 。 为 简单 明确 计 , 设 一 个 氢 原 子 处 于 基态 , 另 一 个 过 原子 处 于 7 
态 。 体 系 的 零 级 近似 能 量 是 


p< 
oO 一 Fo 十 FE | 1 十- (7. 1.73) 


47Tren0 Za 
相应 的 本 征 态 天 量 取 为 
有 > 一 |100,212 盖 或 nl 100 盖 ， 1 一 :0 一 ] 
(7. 1-74) 
可 见 能 量 上 * 有 6 度 简 并 。 应 用 简 并 情况 下 的 定 态 微 扰 论 计算 能 量 
至 一 级 近似 。 将 微 扰 项 H' 式 (7. 1-66) 中 变量 作 变 换 
§;=ZXj;+iyj=rjsin0 es, 、 
] 汪 1] ,2 (7. 1-75) 


yl Ee 
$7 =X;—iy;=rsinO ee %, 


H' = Gee. 人 十 人 ,一 4z1zZ2) (7. 1-76) 


由 久 期 方程 式 (7. 1-55) ,方程 中 的 矩阵 元 
<nlm,100|H’|100,.n1lm’' > 


4 
= Rnlm |[& .1100>) ,<100|ét |nlm’' > 
0 


二 | 二 nl1m Ey 1100>， ,<<100|é€, nlm’' >， 
—4.<nlm|z,|100> ,<100|z,|nlm’>,) 
式 中 的 径 癌 积分 可 以 利用 氧 原 子 1s 态 和 np 态 的 径 向 男 数 直接 计 
算出 : 


7 一 | | Rio (7) RR, (r)r’dr -一 Lm (7. 1-77) 
心 (n= 


243 
而 式 中 不 为 零 的 矩阵 元 算得 为 
<<n11181100 盖 一 | falr)rsinge ?yoo lr)r drsingd0dyp 


一 一 所 mo 一 <<1001 人 + inll>， 
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<10018lml 一 1 之 一 人 | $n=<n1—1|#+ 1100>， 


<nld0lz|l100> = | frolr)reosOpoo Cr) rdrsingd0dg 


] ~ 
一 ro 二 之 100|z|n10> (7.1-78) 
/3 QQ 


其 余 的 矩阵 元 均 为 零 ,于 是 得 到 号 ' 的 矩阵 元 
<nlm,100|H’'|1100,n1m’'> 
时 er 


-- 4 
8reR’ 


3 


2 2 
OmO lm 十 OlinO Im | OomO on 


(7. 1-79) 
可 以 看 出 ,只 有 m= 二 m= 二 1,0, 一 1 的 矩阵 元 不 为 零 。 考虑 到 微 扰 项 
HH' 是 线性 厄 密 算 符 ,又 有 
<100,nlm’ |H’'|nlim,100> = <nlm,100|H’'|100,nlm’ >* 

(7. 1-80) 

通过 类 似 的 计算 可 得 久 期 方程 式 (7. 1-55) 中 VV' 的 其 余 和 矩阵 元 等 

于 零 。 代 入 方程 式 (7. 1-55) ,将 零 级 近似 能 量 上,” 式 (7.1-73) 相 

应 的 6 个 简 并 的 本 征 态 矢 量 |# 汪 式 (7.1-74) 按 如 下 次 序 编 行 列 

号 :| 100,mlil 盖 、| n11, 100 放 >、| 100, n10 盖 、| n10, 100 过、 
1100,n1 一 1 之 、|n1 一 1,100 放 ,并 且 记 

er 16384 1 ee 


pb DV bp 


3 
二 (7.1-81) 


则 和 久 期 方程 写 为 
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Ee EO—k. 0 0 0 0 
0 0 Em —E, ——~E 0 0 
det | 一 (0 
0 0 一 人 Ev —E, 0 0 
0 0 0 0 us EV-E, “se 
0 0 0 0 EMEE 
(7. 1-82) 


解 方 程 得 到 体系 能 量 的 一 级 修正 EW 二 EE, 一 Ei0 为 


2 4 2 
(1) 十 十 ~ -一 _ 


看 出 能 量 £,” 的 简 并 没有 完全 解除 。 再 直接 计算 ,可 以 得 到 体系 
的 与 能 量 一 级 修正 式 (7. 1-83) 相 对 应 的 正确 零 级 近似 归 一 化 态 矢 
量 依次 为 L 它 们 同时 也 是 体系 的 两 个 电子 总 轨道 角 动 量 分 量 算 
符 L, 二 Li 十 Lz 的 本 征 矢量 ,相应 的 本 征 值 A 万 = Gn 十 mx 法 分 别 
为 声 0 和 和 一声]: 


] 
全 一 7 订 100,21 一 二 [211,100 > ),， 


ED 一 士 二 及 4 一 1 


l z 
3 一 一 一 (人 100710 一 十 1210， 100 一 ) ， 
~/2 


Er = 及 A=0; 
] 。 
ob > 一 一 一 (1100,21 一 1 六 士 | 一 1,100 全 )， 
、 /2 
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EW= 土 4e 及 A= 一 1 (7. 1-84) 


体系 在 能 量 一 级 修正 E>0 的 态 下 ,两 个 所 原子 之 间 具 有 排斥 
力 。 只 有 在 能 量 一 级 修正 值 £4? 过 0 的 态 下 ,两 个 氢 原 子 之 间 才 具 


有 了 吸引 力 。 注 意 到 式 (7. 1-81)eco 总 ,表明 两 个 氢 原 子 之 间 的 相互 


作用 能 量 与 R 成 反比 这 与 两 个 氧 原子 都 处 于 基态 下 由 范 德 瓦 耳 
斯 作用 相 联 系 的 情况 是 不 同 的 ,前 者 是 能 量 一 级 修正 的 贡献 ,而 后 
者 是 能 量 二 级 修正 的 贡献 (其 能 量 的 一 级 修正 值 为 零 ) 。 


37.2 变 分 法 


这 里 叙述 的 是 瑞 利 -里 效 变 分 法 。 它 广泛 地 应 用 于 求 出 体系 束 
缚 征 态 基态 的 近似 能 量 和 态 函 数 , 也 可 用 于 探求 激发 态 的 近似 能 
谐 和 态 蚁 数 。 


7.2-1 薛 定 刘 变 分 原理 


设 体 系 的 哈密 顿 算 符 为 五 (不 显 含 时 间 纺 , 则 体系 束缚 定 态 
的 能 详 和 波 函 数 可 以 在 一 个 有 具体 表象 按 束 缚 态 边 界 条 件 求解 定 态 
庚 定 证 方程 : 
Dlgp>=E,lj>, n=0,1,2,3,° (7. 2-1) 
而 得 出 。 可 以 证 明 , 醇 定 证 变 分 原理 与 上 述 原 则 等 价 . 变 分 原理 叙 
述 为 : 记 |g 之 是 任 一 个 可 归 一 化 的 矢量 , 作 泛 函 
E[#]=<E 站 ”二 (7. 2-2) 
是 实数 , 则 使 EL[#j 取 极 值 的 (满足 所 要 求 边 界 条 件 的 )1$ 二 都 是 体 
系 哈 密 顿 算 符 已 的 束缚 定 态 本 征 矢量 ,而 [条 是 相应 的 能 量 本 
征 值 。 事 实 上 ,将 式 (7. 2-2) 写 成 
FE<$I$>=<$1H IS 
左右 两 边 对 1$> 作 变 分 : 
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(EE)<$It+E[<$66> + <6$1$ > ] 

—<$HI6$>++<GIHIs> 
如 果 9 一 0, 则 有 

<#$IH—El6g>++<$|IH—E|I$>=0 
由 于 式 中 13$ 汪 和 过 仔 | 分 别 是 1$ 汪 和 二 四 任意 微小 的 改变 , 故 可 
以 视 为 是 独立 无 关 的 ,再 注意 到 算 符 已 的 厄 密 性 及 EE 是 实数 ,于 
是 得 到 (将 #$ 改 记 为 

HIJy>=EIy> 
这 就 是 定 态 薛 定 谓 方 程式 (7. 2-1)。 倒 过 来 ;从 上 面 所 述 也 可 以 立 
即 看 出 :体系 哈密 顿 算 符 五 的 束缚 定 术 本 征 矢量 一 定 使 EL#$j 式 
(7. 2-2) 取 极 值 。 
应 用 上 述 变 分 原理 ,根据 具体 问题 在 物理 上 的 特点 ,首先 在 一 
个 适当 的 表象 选择 数学 形式 比较 简单 .物理 上 也 比较 合理 的 一 个 
矢量 (例如 是 一 个 函数 )g 作为 尝试 态 矢 量 ( 尝 试 态 消 数 ) ,然后 由 
这 个 尝试 态 和 拓 量 给 出 体系 的 能 量 期 望 值 £198j 式 (7. 2-2), 并 使 
E[$] 取 极 值 , 即 可 定 出 在 已 取 物 理 限制 和 数学 形式 下 的 最 佳 尝 试 
态 矢 量 ( 最 佳 尝试 态 函 数 )#oo ,用 以 作为 体系 哈密 顿 算 符 互 的 一 
个 束缚 定 态 本 征 矢量 的 一 种 近似 ,再 可 求 得 三 的 相应 能 量 本 征 值 
的 近似 EL@ptj。 
首先 讨论 体系 的 基态 。 可 以 证 明 , 式 (47. 2-2) 所 不 El#, 与 体系 
基态 能 量 &。 相 比较 ,有 
< > > 


El#]= <$|#> 
事实 上 , 若 将 算 符 五 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 完备 组 记 为 避风 > 
相应 的 本 征 值 谱 为 {E,}( 不 失 一 般 性 ,假定 昌 的 本 征 值 谱 完全 分 
立 ), 其 中 EE 是 体系 的 基态 能 量 ,E1、E… 分 别 是 第 一 、 二 … 油 发 
态 能 量 , 利 用 {1y,} 的 完备 性 表示 式 ,;, 有 


A= 2 ><p = Ep > < 


(7. 2-3) 


和 
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尼 一 2 Ey,> < 
改 . 
H— E,= 2 (EL,— Eo) [p> 过 ,| 
而 
<#$IH—El$>= 2 (E,—Eo) < 1g> | 
由 于 基态 能 量 Ko 寺 E, (n= 二 0,1,2…) ,上 式 右边 不 会 小 于 零 , 有 
<#$IH—El$> 之 0 
这 就 得 到 式 (7. 2-3) .于 是 ,对 ELgj 式 (7. 2-2) 作 变 分 ,使 EL 四 j 取 最 
小 值 的 最 佳 尝 试 态 矢 量 pw. 圭 加 就 是 体系 基态 的 近似 态 天 量 ,而 
E[$j 是 体系 基态 的 能 量 近 似 值 。 
再 来 讨论 体系 的 激发 态 。 寺 于 体系 的 第 mr 激发 态 , 也 要 先 选 
择 一 个 尝试 态 和 拓 量 。 倘 铬 所 选用 的 尝试 态 和 拓 量 上 不 满足 下 式 
< = 二 1 这 == 二 过 _1| 护 =0 (7.2-4) 
式 中 如、 办、…'、 和 -1 是 体系 基 态 、 第 一 、… 、 第 10 一 ] 激发 态 的 最 佳 
尝试 态 矢量 ( 设 它 们 均 已 归 一 化 并 且 人 它们 之 间 已 彼此 正 交 ), 可 以 
引入 投影 算 符 


m—1 


PP :一 之 | 和 >>< 和 | (7. 2-5) 
并 且 改 选用 新 的 尝试 态 矢量 
I#>= (一 P,_) 1$> (7. 2-6) 


容易 验证 | 由 之 必定 满足 式 47. 2-4)。 作 泛 耳 

E[$]= le S Pp jr 1> (7.2.7) 
并 使 五 Lgj 取 极 值 , 就 可 以 得 到 体系 第 mm 激发 态 的 近似 态 天 量 # om 
二 (1 一 户 ,。_1)$w 二 吉 和 能 量 近 似 值 瓦 [加 ]。 但 是 必须 指出 ,体系 第 
m 激发 态 的 尝试 态 和 撩 量 即使 满足 正 交 条 件 式 (7. 2-4) ,EL$] 式 
(7. 2-2) 未 必 不 小 于 体系 第 m 激发 态 的 真实 能 量 上 .事实 上 ,只 有 
当 所 选择 的 尝试 态 矢量 $ 与 体系 基态 、 第 一 、…、m 一 1 激发 态 的 真 
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实 态 矢 量 都 正 交 : 
<g1lg>=<p ig= = |=0 (7.2-8) 


由 
订 2 Elp> < 
和 
Es= 2 Enly,> < 
有 
BE,= 2 EE) ,>< 
故 


<$1H -Elg>= 2 (EE) < lg 


= 之 (EE) < lg> | 


式 中 最 后 一 步 用 到 式 (7. 2-8), 上 式 右 边 不 会 小 于 零 ,这 样 才 得 到 
0 $I$> 
A 
以 第 一 激发 态 为 例 ,.E[ 办 与 体系 第 一 激发 态 的 真实 能 量 £; 相 比 ， 
可 以 证 明 ( 请 读者 作为 一 个 习题 自行 证 明 ) 有 
天 | 轴 ] 之 天; 一 7 ~E,) (7. 2-10) 


>E, (7. 2-9) 


其 中 | 

1 一 1 一 1<Vo go>> | (7. 2-11) 
式 中 加 是 体系 基态 的 已 归 一 化 最 佳 尝 试 态 矢 量 , 而 且 有 二 办 | 四 才 
二 0。 可 见 ,7 是 一 个 在 区 间 (0,1) 内 的 正 数 。 因 此 ,不 能 肯定 [办] 
不 小 于 E51。 不 过 ,只 要 基态 的 最 佳 尝 试 态 矢量 加 非常 好 地 近似 于 
基态 的 真实 态 矢 量 加, 则 7 式 (7.2-11) 将 很 小 ,违背 关系 式 FL 内] 
之 Ei 式 (7. 2-9) 的 情况 就 不 会 严重 。 对 于 体系 更 高 的 激发 态 , 也 可 
以 作 类 同 于 上 面 的 讨论 ,从 这 里 可 以 看 出 ,应 用 变 分 法 近似 求解 体 
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系 基态 的 能 量 和 态 和 天 量 比较 好 , 而 处 理 激 发 态 可 能 既 麻 烦 , 近 似 性 
也 稍 差 。 但 是 ,如 果 体 系 的 险 密 顿 算 特有 一 定 的 对 称 性 , 则 应 用 变 
分 法 处 理 激发 态 就 可 能 方便 得 多 ,因为 在 这 样 的 情况 下 正 交 性 条 
件 式 (7. 2-8) 对 于 某 些 态 会 精确 地 满足 ,例如 粒子 在 中 心力 场 中 运 
动 的 体系 ,高 激发 态 与 基态 和 某 些 较 低 激 发 态 可 能 有 不 同 的 轨道 
角 动 量 和 宇 称 , 则 正 交 性 条 件 日 动 满足 。 


7. 2-2 ” 瑞 利 -里 兹 变 分 方法 


设 在 一 个 适当 的 表象 (例如 坐标 9 表象 ) 给 出 了 尝试 态 函 数 的 
具体 函数 形式 ,其 中 含有 香干 待定 参量 , 称 为 变 分 参量 。 例 如 讨论 
体系 的 基态 , 记 所 选取 的 尝试 态 旺 数 具 体 为 如 下 一 个 饥 数 

bq yc cy oCh) (7. 2-12) 
式 中 g 代表 体系 的 全 部 坐标 ,cl ce、 .cs 是 & 个 变 分 参量 。 泛 六 下 
[$j] 式 (7. 2-2) 是 诸 变 分 参量 的 聊 数 : 


| 已 dg 


~ EL#]= =E(ci,css ,ck) (7. 2-13) 
|#*¢dq 


应 用 变 分 原理 ,使 EL$j 取 最 小 值 ,有 
ab,(cl ycs,**°* CL) 
3c， 
这 就 是 个 变 分 参量 cl cs、…、c# 满 正 的 方程 组 ,求解 可 以 得 到 请 
最 佳 参量 ccs、… ci。 再 代 回 式 (7. 2-13) 和 式 (7. 2-12) ,就 分 别 得 
出 体系 基态 的 近似 能 量 和 态 函 数 。 
尝试 态 函数 的 一 种 特别 有 用 的 取 法 是 将 它 由 在 干 已 知 的 线性 
独立 的 函数 Xi、Xs、…、X 作 线性 组 合 来 构成 : 


0， :二 ] ,2 (7. 2-14) 


$= 2 ciXi(q) (7. 2-15) 
式 中 上 个 组 合 系数 cscz、 ce 当 作 变 分 参量 。 代 入 EL#$] 式 
(7. 2-2)， 记 
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Hy= | x (VHX,(g)dg (7. 2-16) 


和 和 z 
M ;= jx (gq)X;(q)dg, 1,]=]1,2,.° sk (7.2-17) 
有 
* 上 
>, Ser cH 
天 [区 一 一 一 一 (7. 2-18) 
> Der cd 
1 一 1)1 一 | 
改写 成 


点 上 此 员 
, WD 9 | 
EF$] 2 Dye cjM;;= 2 De cH 


再 对 cr 微 南 GG = 二 1,2,…,k) 并 且 要 求 满足 式 (7. 2-14) 2 =0 
(1:=] ,2 天 )， 有 


2 (Hs—EM)c=0; j=1,2,°k (7.2-19) 

这 是 天 个 变 分 参量 cc …、c 的 一 个 线性 齐 次 代数 方程 组 。 若 要 
求 诸 变 分 参量 不 全 为 零 , 则 方程 组 的 系数 行列 式 必 须 为 堆 ， 

det|H,— EM,|=0 (7. 2-20) 
这 是 关于 上 的 次 代数 方程 。 求解 这 个 方程 即 可 得 到 EE 的 个 
根 , 按 其 值 自 低 至 高 顺序 记 为 Bo、E1、…*、Er-1。Eo 是 体系 基态 的 能 
量 近 似 值 。 将 Eo 代 回 式 (7.2-19), 并 且 利 用 尝试 态 沙 数 式 
(7. 2-15) 的 归 一 化 条 件 

| #° (q)$Cg)dg=1, 


则 可 求 出 个 变 分 参量 的 一 组 值 4”、c*、…、c?, 因 而 得 到 体系 
基态 的 最 佳 尝试 态 明 数 : 
#0 = 2 cg) = 7.2-21) 


即 是 基态 的 近似 态 困 数 。 A -1 则 是 体系 第 一 、 Lv, 
.355 


4 一 1 激发 态 的 能 量 近似 值 。 类 同 于 上 述 做 法 可 以 得 到 体系 相应 激 
发 态 的 近似 态 函数 。 
方程 式 (7. 2-19) 可 以 写成 
HC=EMC (7. 2-22) 
其 中 且 和 以 分 别 是 以 吾 ; 式 (7.2-16) 和 M; 式 (7. 2-17) 为 矩阵 元 
的 Xk 厄 密 方 矩阵 ， 


是 站 行 一 列 矩阵 。 这 个 方程 常 称 为 矩阵 囊 的 广义 本 征 值 方程 ,E 
和 C 分 别 是 矩阵 匡 的 本 征 值 和 本 征 矢 量 。 同 厄 密 和 矩阵 通常 的 本 征 
值 方程 一 样 ,可 以 证 明 :(1) 捷 密 矩 阵 鼠 的 本 征 值 E 全 是 实数 , 事 
实 上 ,方程 式 (7. 2-19) 系 由 式 (7. 2-2) 导 出 ,而 由 式 (7. 2-2) 可 以 直 
接 看 出 E 是 实数 ;(2) 厄 密 和 矩阵 石 的 相应 于 不 同 本 征 值 E 的 本 征 
矢量 必定 相互 正 交 。 由 方程 式 (7. 2-22) ,有 
RCH=EMC™® 
和 
HC®=E,MC®, Eb, 
“第 一 式 取 转 置 共 斩 后 右 乘 以 C2 ,有 
CO BC® EC MC® 
第 二 式 左 乘 Ce ,有 
Co'HCH=EC® MC® 
再 两 式 相 减 ,得 
(E— EY)CY MC®=0 
由 于 E, 关 Ei, 故 得 到 
CO MCe 一 0 
此 即 
356 


< 四 | 如 盖 一 0 
如 果 方 程式 (7. 2-20) 的 某 个 根 是 重 根 , 即 捷 密 矩 阵 囊 相应 于 这 一 
个 本 征 值 有 几 个 线性 独立 的 本 征 矢量 , 则 使 用 所 谓 施 米 特 正 交 化 
方法 (参见 3 3.1) 总 可 以 将 这 几 个 本 征 矢 量 重新 组 合成 为 相互 正 
交 的 。 


7.2-3 应 用 举例 : 氨 原 子 的 基态 


所 原子 的 核 外 有 两 个 电子 。 体 系 的 哈密 顿 算 符 为 
H= 一 人 二 | 一 到 Y 久 - ee + jzer- 
: (7. 2-23) 
式 中 氨 原子 的 核电 荷 数 2 = 2,4 是 电子 的 折合 质量 ,r 和 ri 分 别 
是 两 个 电子 的 坐标 ,rs 三 |ri 一 rs| 是 两 个 电子 之 间 的 距离 。 
这 里 ,应 用 变 分 法 求 出 氨 原 子 基态 的 近似 能 量 值 和 态 明 数 。 选 
取 和 尝试 态 函 数 为 两 个 类 氢 离 子 基态 归 一 化 态 函 数 的 乘积 ; 


pH 
Dr TT fr reo tre) 一 和 5exp| — 生 (rt) | 
: 4 / 


2 


(7 2-24) 

慨 阁 不 计 入 氮 原 子 两 个 电子 之 问 的 静电 库仑 相互 作用 二 人 ; 则 
上 式 就 是 氨 原 子 基 态 的 态 函 数 , 式 中 2 一 2。 但 是 , 算 符 玖 式 
(7. 2-23) 中 已 双 双 计 人 了 实际 上 存在 的 二 一 项 ,于 是 可 以 合理 地 
选取 上 式 为 尝试 态 卫 数 ,而 将 Z 当 作 变 分 参量 。 显 然 有 1<Z<2， 
因为 两 个 电子 之 间 的 静电 库仑 排斥 作用 等 效 于 部 分 地 屏蔽 了 核对 
电子 的 吸引 作用 。 

党 试 态 函数 @(rmr,Z) 式 (7. 2-24) 已 经 妇 一 化 , 故 E[@] 式 
(7. 2-2) 可 写 为 

E[®|= | gr DRAB ,ZZ )dridr, 

-| 拖 


3 
Na 


_& 亡 。 2e 育 ， 
中 exp| a, (7 7 ) | | 2 ! 4Aeor, ph 2 
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2e* e? 


dnéors 4neoriz 


Jexp[— (r+) Jdridr, 


2) _< _ 丰 JUa Ze 万 
ra3 || exel ntre) | Dp i 4meor, 一 2 
Ze: Z 
tle 
2 ZZ (Z—2)e , (2—2)e’ 
二 | 和 | | expl tr | a 4reorr 下 47rreor， | 


* €XP | 一 2 《7 十 7 ) ldnidr, 


SE | 二 exp[ -etre) Jandr, (7. 2-25) 
上 式 第 一 项 为 两 个 核电 荷 数 为 Z 的 类 氢 离 子 的 基态 能 量 之 和 


Ze? _ 
4764 第 二 项 等 于 
2 ;| | 一 经 (2 一 2)e | 2Z(Z— 2)e’ 
XP a 47Eo7 47rEoaG ， 
第 三 项 中 ,二 有 数学 展开 式 
Ce i 
1 1 DD Mr ry,(p) Ying,p) 


ry |n 一 rz | 0 人 2 十 1 六 > 1 
(7. 2-26) 
式 中 > 二 max (ri,7) ,r< 一 min《r,rs) 。 利 用 球 谐 函 数 的 正 交 归 一 


性 式 (3. 3-57) ,并 且 注 意 到 Yw(0,) 一 一 二 "第 三 项 为 


er 73 2 4 DZ7 r 
所 | 起 二 om2-:2 十 1 “<P [一 守 om+mj 二 


nay 
. 4XY nm (tg YD (0,p)Y 0 (0 9 )Y 0 (0,9 )dridr, 


2 6 foo Foo 
一 一 16< | | ep [0 十 +,) | 二 arridr 
OJ0 


47Eo a 
2 1 [exp —227, ridr 
dXe, as 0 4XbB Q， 1|17IG7 1 
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. | 1 | exp| 2 r2dr;, 十 | eXxXpl 一 7 2 rdr, 
六 0 dL | 
5 Ze 


8 4reoa， 

因而 ,可 得 EL@j] 式 (7, 2-25) 为 
Ze 2Z7(27—2)e’ 

deoa, dreoa, 
27 e- 

| 2 一 号 2 生 TEoQ ， 

是 变 分 参量 Z 的 函数 。 将 EL® | 对 2Z 取 极 值 , 取 
dE 271 6- 
dZ -| 2 一 号 | 


Le 


4neoa, 


Ef@]=— 


2 
8 


(7. 2-27) 


pe 


47Eoa ， 


得 
Z 一 天 一 2 一 去 (7. 2-28) 


代 回 式 (7. 2-24) 和 式 (7. 2-27) ,得 到 氨 原 子 基态 的 近似 态 函 数 和 
能 量 近似 值 分 别 为 


， 
Go(ruro) 一 二 7 | exp| 一 去 EARL (7. 2-29) 


l6a, 


5 1 四 
了 ,一 一 | 2 一 总 | 二 二 一 77. 5 电子 伏特 《7. 2-30) 


与 实验 值 ox 二 一 79.0 电子 伏特 比较 ,两 者 相当 接近 。 
E. A. Hylleraas 改进 了 撤 原 子 基 态 尝 试 态 函 数 的 取 法 。 他 选 
用 的 图 数 形式 是 


Dr rs) =e "nl 1 » Dc, ;211 (ri 十 rr») (ri1 ro)"™ 六 12 


(7. 2-31) 

式 中 和 诸 合 加 系数 (Czm.n} 当 作 变 分 参量 。 可 以 看 出 ,上 式 的 第 

一 项 (人 一 0, 和 4 一 0, 7 一 0) 就 是 上 面 所 选取 的 符 试 态 困 数 式 

(7.2-24)。 由 于 尝试 态 孙 数 式 (7.2-31) 中 借助 于 两 个 电子 之 间 的 
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距离 变量 ris 计 和 信 了 氨 原 子 内 两 个 电子 运动 的 相关 性 ,因而 大 大 改 
善 了 应 用 变 分 法 计算 氨 原 子 基态 能 量 的 精确 性 , 按照 式 (7. 2-31)， 
仅仅 使 用 & 及 6 个 线性 变 分 参量 ,所 计算 得 到 的 氨 原 子 基态 能 量 
近似 值 与 实验 精确 测定 值 相差 仅 0.013 电子 伏 符 。1958 年 ,帕克 
内 斯 (C. L. Pekeris) 采 用 包含 1078 项 的 式 (7. 2-31) 作 为 尝试 态 冰 
数 以 计算 氨 原 子 基态 的 能 量 , 得 到 与 实验 值 极 为 一 致 的 结果 。 


37.3 和 毛 原 子 光 谱 的 精细 结构 


实验 发 现 氢 原 子 的 光谱 有 精细 结构 , 当 用 分 辨 本 领 高 的 仪器 
进行 观测 ,发 现 每 一 条 光谱 线 实际 上 都 是 由 两 条 或 多 条 谱 线 组 成 。 
例如 , 巴 耳 末 线 系 的 第 一 条 光谱 线 (H。 线 ) 是 由 五 条 舍得 很 近 的 谱 
线 组 成 。 计 人 和 氢 原 子 内 电子 自 旋 运 动 与 “轨道 运动 的 耦合 作用 等 
项 ,应 用 定 态 微 扰 论 这 种 近似 计算 方法 ,可 以 求 得 氨 原 子 束缚 定 态 
能 级 的 精细 结构 表示 式 ,从 而 可 以 解释 氢 原 子 以 及 类 氢 离 子 光 谱 
的 精细 结构 ， 


7.3-1 电子 的 自 旋 -轨道 相互 作用 


在 第 四 章 的 叙述 中 , 氢 原 子 及 类 氢 离 子 的 哈密 顿 算 符 设 为 

P Ze 

0 2p dreor 

现在 计 入 电子 的 自 旋 运 动 与 “轨道 运动 之 间 的 而 合作 用 , 即 电子 
的 自 旋 磁 矩 与 电子 “轨道 运动 所 产生 的 磁场 之 间 的 耦合 作用 


(7. 3-1) 


H'wu=—M; . B; (7. 3-2) 
其 中 , 电子 的 自 旋 磁 矩 Ms 由 式 (6. 2-13) 所 示 ,为 
A a J ea 2 


式 中 是 电子 的 质量 ,gs 二 2。 电 子 “ 扫 道 ”运动 所 产生 的 在 电子 位 
置 处 的 磁场 Bi 可 以 如 下 求 得 .首先 按照 经 典 力 学 方法 ,如 图 7. 3-1 
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所 示 。 电 子 运动 是 相对 于 静止 不 动 的 原子 核 而 言 的 ,如 果 认 征 电 子 
静止 不 动 ( 取 为 坐标 原点 ), 则 核 将 相对 于 电子 运动 ,位 于 r 扩 以 速 
度 » 运动 的 核电 荷 Ze 在 坐标 原点 处 产生 的 磁场 为 


图 7.3-1 原子 内 电子 感受 到 由 它 轨 道 运 动产 生 的 磁场 图 示 说 明 


_ po ZevX (rT) 
4 六 


但 是 要 注意 到 ,上 面 所 求 得 的 是 原子 核 作 相对 运动 而 电子 相对 静 
止 所 感受 到 的 磁感应 强度 , 当 转 换 到 原子 核 静止 的 坐标 系 中 , 须 作 
相对 论 时 间 差 的 一 个 修正 ,托马斯 (L. H. Thomas) 于 1926 年 给 出 
对 上 式 的 修正 因子 是 万 , 即 上 式 写成 

z ] LE 


dne, 21c°r” 
式 中 LL 二 (一 r) Xp( 一 y) 是 电子 的 轨道 角 动 量 ,另外 用 到 som 三 
方 。 再 对 应 到 量子 力学 中 ,有 


B 


1 Ze 
BLT fre, 2 uc°r” 


代入 式 (7. 3-2) ,就 得 到 
H's= 


(7. 3-4) 


] Ze 


4ne, Dcirs 


SL (7. 3-5) 


人 们 通常 称 它 为 托马斯 项 。 电 子 自 旋 实 际 上 是 一 种 相对 论 性 量子 
效应 , 狄 哟 到 于 1928 年 提出 描述 电子 运动 的 相对 论 性 量子 力学 波 
动 方程 后 ,由 这 个 方程 给 出 电子 在 恒定 电磁 场 中 情况 的 托马斯 项 
表示 式 为 


7 5 pc * LV (g$) Xp] (7. 3-6) 


式 中 9g 二 一 e 是 电子 的 电荷 量 ,p 是 电子 的 动量 。 若 电势 乡 为 中 心 
力 势 , 则 有 


a 
Hw= 


VXp= i 
于 是 得 
H's = 7 ~ fs . 上 (7. 3-7) 
再 取 4 站 一 一 - “2 , 即 得 式 (7. 3-5)。 


全 人 FE rr 
7.3-2 ”另外 两 项 相对 论 性 修正 


在 氧 原子 及 类 和 氧 离子 的 哈密 顿 算 符 式 (7. 3- 中 还 要 加 人 为 
外 两 个 相对 论 性 修正 项 , 均 由 狭 喇 克 方程 给 出 。 
一 项 是 关于 电子 动能 的 相对 论 性 修正 ,为 


A, pp 
Hk 二 一 (7. 3-8) 
81c’ | 


它 也 可 以 由 经 典 的 相对 论 力学 关系 式 ， 
E =M/Op THe = pe! [+ 


和 4 
= ye + 全 一 5 二 … (7. 3-9) 


再 对 应 到 量子 力学 中 而 直接 得 到 。 索 末 菲 曾经 于 1916 年 在 玻 尔 量 
子 论 的 框架 内 按照 相对 论 力学 推算 过 氨 原 子 的 能 量 , 故 通常 称 
Hx 式 (7. 3-8) 为 索 末 菲 项 。 
另 一 项 是 关于 电子 势能 的 相对 论 性 量子 力学 修正 ,为 
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H+= Bo gg) (7. 3-10) 
氢 原 子 内 ,电子 处 于 核电 和 集 Ze 的 静电 库仑 场 中 , 遂 电 势 $= 


1 泽 满 足 泊 松 方程 
__ 
YY 一 Hie tedr) (7. 3-11) 
故 
”1 ZerxrxAh’ 
Hp= Ane, Dc Or) (7. 3-12) 


它 称 为 达尔 文 (C. G. Darwin) 项 。 对 Hsp 式 (7. 3-10) 项 的 物理 解释 
是 :应 当 将 电子 在 外 电场 中 的 势能 视 为 时 间 平 均值 g Nr 二 57), 其 
中 电子 位 置 的 起 伏 15r| ~ 电子 的 康 普 顿 波长 大 一 训 [ 见 式 (1.4 
-26)] .因为 倘若 如 此 ， 为 简单 计 假定 电子 在 各 个 方向 上 的 位 四 
伏 不 相关 并 且 是 球 对 称 的 ,有 


q g(r+or)=ag lr) Fak 并 


3 一- 
+ 2 9 S707,+ 


i, j= 1 9ziaz， 


人 


=g$(r) 十 0 十 5 二 -一 僵局 2 十 … 


1 1 记 
一 gg(Cm) 十 二 | 二 | ?gp) 十 … 


(7. 3-13) 
式 中 就 出 现 囊 e 式 (7. 3-10) 这 一 项 。 它 表明 ,电子 在 外 电场 中 会 在 
康 普 顿 波长 的 线 度 内 颤动 ,这 是 一 种 相对 论 性 量子 效应 ,无 经 典 对 
应 。 z 


7. 3-3 和 氢 原 子 能 级 的 精细 结构 


氧 原子 及 类 和 氢 离 子 的 哈密 顿 算 符 现在 可 以 写 为 
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p: Ze’ 


+t Art) 


H= H+H'= | 


(7. 3-14) 
式 中 后 三 项 分 别 由 式 (7. 3-5)、(7. 3-8) 和 式 (7. 3-12) 表 示 ， 合 起 来 
当 作 微 扰 项 ,下 面 ,应 用 非 简 并 情况 的 定 态 微 扰 论 来 计算 氢 原 子 及 
类 饼 离 子 束 缚 定 态 能 量 至 一 级 近似 。 能 量 的 零 级 近似 为 式 
(4. 3-4) : 
Z’ ne! Ze 


0 
be 《4reo) 2 hon’ (47eo)2Q un 
2 
一 1 0 (L407), 1 一 1, 2 3，… (7. 3-15) 
2 12 
Ce 


式 中 a, 一 -是 经 修正 的 孩 尔 半径 ,4 一 二 天 5 是 精细 结 


交 党 数 , pe 过 met 二 5.11X10 电子 伏特 。 相 应 定 态 态 撩 量 的 零 级 
近似 记 为 |alsjrz;>[ 见 式 (6.5-25) 一 (6.5-27)]。 能 量 的 一 级 修正 
按 式 (7. 1-50) 为 

EV=<nlsim | Hoyt+Hrt+Hplnlsjm;> (7.3-16) 


上 式 第 一 
<alsim;| H's |nlsim;> 
Ze 
rr. Linisim;> 
Ze $2—f: 
-tre sim 2 nlsjims> 
-a 到 [7G+D 一 全 一 ML+D |< >, 
_ Zefi? fF.,., ,~ 3 ]() 1 
= jG+1)—3 nds 


nal| 1 十 二 | (+1) 
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一， / 关 0， j=l 土 访 
ld 


. 1 
一 0， 7 一 一 
2 
(7. 3-17) 


0， 


SS 景 子 数 ni 和 有关。 式 中 
忆 一 全 三 | Ry (7) Rs (r)r’dr 
， : ,lz0 (7.3-18) 
| 二 到 | CD 
了 


请 读者 自行 验算 。 若 /=0, 上 式 推演 伊始 就 有 


3 


—$°。 Ll|nlsjim;> =0 
Et 式 (7. 3-16) 中 的 第 二 项 

<nlsjim;| Hx |nlsim;>= <nlsjm,;|— 8 2 ; [nlsim;> 

: (7. 3-19) 


Elnlsim;> 


由 算 符 刁 , 的 本 征 值 方程 
Ze [nisjm;> = 


有 
2 
gl nlsjm;> 
alsim, > 


4ner 


得 
ls jm, 之 = 过 nlsjm; [B+ 


<nlsim, | (EE 


故 式 (7. 3-19) 为 
<nlsjm;| Bc 
E* 42g° Le 一 工 >w+7 


PC | 47ne, 


[nlsjm,;> 
> 


Ce ) 
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20212 2 m2 2 
-一 于 [| 1 pes Ze ] 二 中 一 村 pe 2 Ze? Z 
n 


2pczL 2 2 n? | 47eo aun? 
+ 二 二 了 | 二 | 一 二 一 
(4reo) \a, nL 十 性) 
l 3 
1 (Za)’ 一 -一 
DH 一 /十 二 | (7. 3-20) 
与 量子 数 n 和 7 有 关 ( 与 量子 数 7 无 关 )。 式 中 
2 pA 
< 二 > = | Rw Cr) 二 Ru(r)rzdr 一 a, (7. 3-21) 
| 2 
< 二 >。= | R; (三 RuCr)radr 一 | 二 0 
" " n 《十 广 ) 
(7. 3-22) 


请 读者 自行 验算 。 
EL? 式 (7. 3-16) 的 第 三 项 


1 Zexh’ 
<nlsim;| Helnlsjim;> = I Be 7 OC) nlsjm;> 
1 Ze A 
和 de pac? C | frm CO 0) | 一 47reu 2 pc? a, iOio 
= 地 pe? 汉 :00 (7. 3-23) 


与 量子 数 和 / 有 关 ( 与 量子 数 7 无 关 ), 并 且 仅 当 ! 一 0 上 式 方 不 
为 零 。 式 中 用 到 氢 原 子 及 类 氢 离 子 的 定 态 波 函 数 pn (Cr) 式 
(4. 2-45) 在 r= 二 0 点 等 于 


fun C0) = 区 | 
这 由 径 向 函数 Ru(r) 式 (4. 2-51) 可 以 得 到 。 

于 是 , 氢 原 子 及 类 和 氢 离 子 束 缚 定 态 能 量 的 一 级 修正 Es” 式 
(7. 3-16) 得 为 


人 (7. 3-24) 
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1 3 
一 一 7 十 工 A4n 十 全,o 


I | (7. 3-25) 


与 两 个 量子 数 * 和 j 有 关 |j==4 ,但 与 量子 数 / 无 
一 (一 0 . 
2 


关 。 它 称 为 能 量 的 狄 响 克 修正 。 能 量 的 一 级 近似 表示 为 


EF 之 Ent Er 
3 
一 工 per 528) 1+ 一 了 T 一 到 | | 
2 J 
1 
”2° 
和 


(因为 /=n 一 1yn 一 2, 呈 ,0) (7. 3-26) 

这 就 是 氨 原 子 及 类 和 氢 离 子 束缚 定 态 能 级 的 精细 结构 表示 式 。 
,图 7. 3-2 是 氢 原 子 能 级 精细 结构 的 示意 图 .图 7. 3-3Ca)、(2) 
和 (ce) 分 别 示 出 了 毛 原 子 n=1、2 和 3 能 级 的 精细 结构 ,例如 ,n= 二 2 
的 能 级 实际 上 是 由 两 个 子 能 级 组 成 。 一 个 子 能 级 2p3/: 由 量子 数 


一 2j 一 六 表征 (一 D, 另 一 个 子 能 级 22vz 和 2sz 由 量子 数 n 一 2、 
j 一 六 表征 (一 1 和 /一 0 表征 同一 能 级 )。 这 两 个 子 能 级 的 间距 


j==(n 一 1 十 地 ,mn 一 2) 十 去 


、 、 、 1 
AE,;= E,,3 一 已 za 一 37HC Q 


= 4.53X10-5* 电 子 伏特 ( 即 0. 365cm-1) 
(7. 3-27) 
注意 到 和 氢 原 子 的 2 一 2 与 n= 二 1 两 个 能 级 的 间距 


AEN =E9— EY= pc = 10. 2 电子 伏特 ”7. 3-28) 


367 


(二 0 2 _3 
4 _3/2__ _5/2 7/2 
3 DT 


kp ii 


图 7. 3-2” 氧 原子 能 级 精细 结构 示意 图 


将 上 两 式 作 比较 ,可 看 出 前 者 远 小 于 后 者 。 一 般 地 说 , 氢 原 村 及 头 
氛 离 子 第 4 能 级 (n> 之 1) 的 精细 结构 共 n 个 子 能 级 EE, 
jj 一 (n 一 了 十 去 ,《n 一 2) 十 广 ,…, 志 | 中 ,最 高 的 一 个 于 能 级 与 最 
低 的 一 个 子 能 级 的 间距 由 式 (7. 3-26) 可 得 

AE,=E,n_ 1— En = 4pc Yh 


"2 (n>1) 2 7 
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2s1ys Zp 


1l. 46lcm™! 


ls 


图 7. 3-3 和 氨 原 子 最 低 几 个 能 级 的 精细 结构 
(a)n=1 (bn=2 (cn=3 


1 (Zo) 
部 PC- 了 (7. 3-29 ) 
由 此 可 知 , 两 个 相 邻 子 能 级 的 平均 间距 
Za) 
2 一] 的 能 级 没有 精细 结构 分 裂 。 第 n 和 一 1 能 级 的 间距 
2 
ABR = Ey— Ee pe’ 7 (7. 3-30) 


式 (7. 3-29) 和 式 (7. 3-30) 所 示 的 大 小 之 比 一 (Ze):。 
7.3-4 和 氢 原 子 光 谱 的 精细 结构 


在 》4. 2 中 说 到 过 , 氧 原子 及 类 氧 离子 从 能 量 为 五" 的 诸 定 态 
12Zmszt, 盖 (通常 简 记 为 好 态 ) 向 能 量 为 五 "的 诸 定 态 | part 全 
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( 简 记 为 xn 二 态 ) 的 跃迁 ,在 满足 电 偶 极 辐 射 选择 定 则 (在 3 10. 2 中 
将 给 出 证 明 ): 
4z 三 7 一 nn 为 任意 整数 ， 4 三 / 一 (一 士 1， 
Am 三 mm' 一 二 0, 土 ]， Am,S=m',—m,=0 (7. 3-31) 
的 条 件 下 ,对 应 于 波 数 为 
ba — (7. 3-32) 
的 一 条 光谱 线 。 
当 计 入 能 级 的 精细 结构 , 则 从 主 量子 数 为 n 的 诸 子 能 级 E,; 相 
应 的 定 态 |nlsjimj (通常 简 记 为 nL; 态 ) 向 主 量 子 数 为 n' 的 诸 子 能 
级 Ej 相应 的 定 态 inVsj'm; 之 ( 简 记 为 n 态 ) 跃 迁 ,在 满足 电 偶 
极 辐 射 选 择 定 则 : 
An 为 任意 整数 ， Al= 土 1， 


47 一 0， 士 1， Am; 二 0, 士 1 (7. 3-33) 
的 条 件 下 ,所 对 应 的 一 组 光谱 分 线 称 为 波 数 为 vw 式 (7. 3-32) 的 那 
一 条 光谱 线 的 精细 结构 。 


例如 ,np-n's 光谱 线 由 两 条 分 线 组 成 :np3z 一 ns51s 和 np12- 
n's1yz， 因 此 氧 原子 赖 曼 线 系 的 每 一 条 光谱 线 都 是 双 线 结构 。 又 如 ， 
nd-n'p 光谱 线 有 三 条 分 线 :ndsy2-n Parsndsz-n pan 和 nds/2-n p12。 
因此 , 氧 原 子 巴 耳 末 线 系 的 每 一 条 光谱 线 相 应 于 7 种 可 能 的 跃迁 
而 产生 5 条 波 数 不 同 的 分 线 ( 因 为 子 能 级 ns1y2 与 npi2、nps 与 
ndss 分 别 重合 ) .五 。 线 的 精细 结构 及 其 产生 如 图 7. 3-4(a) 和 (5) 所 
示 。 由 于 式 (7. 3-29) 所 示 的 AE, 随 的 增 大 而 迅速 减 小 , 故 相应 于 
两 个 不 同 主 量 子 数 与 的 能 级 之 间 跃 迁 的 光谱 线 精细 结构 分 线 
间距 主要 由 较 低能 级 的 精细 结构 决定 ,其 次 才 是 较 高 能 级 的 精细 
结构 给 出 的 贡献 .因而 , 氢 原 子 巴 耳 末 线 系 每 一 条 光谱 线 的 诸 分 线 
分 成 两 组 , 一 组 包含 两 条 分 线 是 对 应 于 较 高 能 级 向 较 低 能 级 的 
251/z 和 2py: 子 能 级 的 跃迁 , 另 一 组 有 三 条 分 线 则 是 对 应 于 较 高 能 
级 向 较 低能 级 的 2ps 子 能 级 的 腾 迁 。 两 组 分 线 之 间 波 数 差 约 为 
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0. 3652cm”( 它 是 子 能 级 2p32 与 子 能 级 251/;: 和 2pis 的 间距 )。 同 
理 , 氧 原子 由 邢 线 系 的 每 一 条 光谱 线 由 8 条 分 线 组 成 ,分 成 三 组 。 
余 此 类 推 。 


0. 1082cm 一 | 0.036jicm 一 : 
3p3o 3,, 
,二 3517? 六 一 
。 ey JG3 3 
/ 


-一 
151v? 0U， 3652cm™! 
(b) 


(a) 


图 7.3-4 和 氧 原子 五 . 线 的 精细 结构 
(a) 精细 结构 的 产生 (6)H, 线 的 精细 结构 


7.3-5 兰 姆 位 攀 


氨 原 子 及 类 氢 离 子 束缚 定 态 的 非 相对 论 性 能 量 忍 式 
(7. 3-15) 通 常 称 为 玻 尔 - 薛 定 谓 能 级 ,只 与 主 量子 数 ” 有 关 。 经 多 
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喇 死 作 相对 论 性 量子 力学 修正 后 的 能 量 E,; 式 (7. 3-26) 与 两 个 量 
子 数 n 和 7 有 关 , 但 与 轨道 角 量 子 数 / 无 关 。 例如 , 氧 原子 x=2 能 
级 的 两 个 子 能 级 2s1; 和 2py: 重 合 。 但 是 ,1947 年 兰 姆 (W. 下 . 
Lamb) 和 他 的 学 生 雷 鞍 福 (R.C. Retherford) 发 表 了 精 窄 的 实验 观 
测 结 果 : 氧 原子 的 251/; 和 2pi: 两 个 子 能 级 并 不 重合 ;两 者 有 
4. 37462 X10 六 电子 伏特 ( 即 0. 0352834cm"!) 的 间距 ,如 图 7. 3-5 
所 示 。 他 们 的 实验 装置 如 图 7. 3-6 所 示意 。 氢 分 子 在 2500C 的 炉 
中 热 分 解 成 1s1: 态 的 氢 原 子 , 射 向 射频 调谐 共振 器 ,在 毛 原 子 束 从 
炉 口 到 谐振 器 的 途中 ,用 电子 束 横向 表 击 使 之 激发 到 2s1。、2p1j 和 
2ps 态 。 其 中 ,2p1: 态 和 2psys 态 的 毛 原 子 很 快 就 由 目 发 发 射 跃迁 
回 到 1syy 态 ,而 2sv? 是 亚 稳 态 , 不 能 通过 辐射 跃迁 回 到 1sy: 态 ( 因 
为 不 满足 电 偶 极 辐射 跃迁 选择 定 则 人 = 十 1)。 于 是 不 从 后 , 氢 原 
子 束 中 只 剩 下 亚 稳 态 2svz 和 基态 1sv 的 所 原子 。 当 打 到 钨 稍 上 ， 
251: 态 毛 原 子 会 将 激发 能 传递 给 锅 箱 中 的 电子 。 由 于 这 个 激发 能 
10. 2 电子 伏特 大 于 钨 的 脱出 功 ,可 以 将 铭 箱 中 的 电子 撞击 出 来 ， 
到 达 另 一 金属 板 而 形成 电流 ,由 电流 表 4 记录 。15y: 态 氧 原子 则 不 
会 发 生 上 述 过 程 。 假 若 氯 原子 的 251: 态 和 2pw: 态 简 并 ,它们 与 
2psn 态 的 能 量 间 距 为 0.3652cm 一 , 则 只 须 将 共振 项 调谐 到 
0. 3652cm-1X2.998X10lcm/s 一 10950 兆赫 效 , 就 可 以 使 氨 原 子 
由 25iz 态 激发 到 2p3y 态 ,再 从 2zaz 态 由 自发 发 射 跃迁 很 快 回 到 
lslz 态 ,因而 电流 表 4 示 出 的 电流 会 减 小 。 但 是 实验 发 现 ,使 电流 
突然 减 小 的 频率 比 10950 兆赫 效 低 1057. 77 兆赫 兹 , 如果 将 共振 
器 调谐 到 1057. 77 兆 幸 兹 ,电流 也 减 小 ,表明 使 氢 原 子 由 2si 态 受 
激 牙 迁 到 2py: 态 的 电磁 波 频 率 也 是 1057. 77 兆赫 效 ,这 说明,2s1/。 


1057. 77X 10°s™! 
态 的 能 量 比 2p14 态 的 高 出 a008gvc 了 Dc 


一 二 0.0353cm 。 一 

般 地 说 , 氨 原 子 能 级 精细 结构 的 庄子 能 级 相对 于 Ess 式 (7. 3-26) 所 

示 而 言 位 置 有 移动 /一 0 的 子 能 级 同上 位 移 比 较 显 闭 ,! 隆 0 的 于 

能 级 位 移 很 不 显著 但 也 并 不 为 零 , 因 而 子 能 级 的 位 移 与 轨道 角 量 
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2.7X 1i0-tcm™! 
-一 一 2 户 312 


2200 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
A $82259. 272cmr-: 


A 
-一 


2 0.0347cm™! | 949cm-! 
Zs LP 一 一 一 一 二 二 二 二 二 Zp 
5.7X10-tcm™! 82258. 907cm-—! 


(相对 于 15wz 能 级 ) 


图 7. 3-5 和 氧 原子 4=2 能 级 精 组 结构 的 兰 姆 位 移 


门 “二 


图 7?. 3-6 兰 姆 的 实验 装置 示意 图 


子 数 ! 有 关 。 这 就 称 为 兰 姆 位 移 . 将 它 计 人 后 , 氧 原 子 的 光谱 线 有 
进一步 的 分 裂 . 例 如 瑞 . 线 将 包含 七 条 分 线 , 如 图 7. 3-7 所 示 ( 图 中 
能 级 3p;/: 和 3daz 之 间 的 间距 太 小 ,已 经 略 去 不 计 )。 

同年 , 库 什 人 P. Kusch) 和 弗 利 CH. M. Foley) 发表 电子 自 旋 8 
因子 的 实验 观测 值 2X1. 001159657, 与 狄 喇 克 方 程 指出 的 值 2 略 
有 偏离 ,这 对 氢 原 子 的 能 级 也 略 有 影响 .这 两 项 实验 的 发 现 骏 露 了 
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3ds/ 


| 351,o 


兰 姆 位 移 
sl 0 pp E I 总 
p32 
n=2 
0. 0353cm 一 1 2 
312 
一 一 ， 
兰 姆 位 移 
a br qd er 


图 7. 3-7 ”和 氢 原子 互 . 线 分 裂 成 7 条 分 线 


狄 喇 克 相 对 论 性 量子 力学 的 不 足 , 导 致 了 量子 电动 力学 的 发 展 。 按 
照 量 子 电 动力 学 得 到 电子 自 旋 的 g, 因子 应 为 


Ou 位 2 a 3 
g; =2| 1 十 区 一 0.328478445| 芋 | 十 1. 183(11)| 生 二 
2 A pi 
=2X1.001159652359(282) (7. 3-34) 
式 中 a 是 精细 结构 常数 。 


量子 电动 力学 指出 ,原子 能 级 的 兰 姆 位 移 源 于 电磁 场 的 真空 
极 化 和 电子 的 自 能 作用 .按照 这 个 理论 ,电子 在 原子 核 静 电场 中 所 
受 的 库仑 力 来 源 于 电子 与 原子 核 之 间 交 换 虚 光子 的 过 程 , 虚 光 子 
在 传播 过 程 中 会 产生 虚 的 正 负电 子 对 , 它们 再 淹没 成 虚 光 子 而 被 
电子 吸收 ,这 种 过 程 称 为 真空 极 化 真空 极 化 作用 中 产生 的 正 负电 
子 对 有 屏蔽 作用 ,使 原子 核 与 电子 之 间 的 直接 作用 稍微 减弱 。 并 
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县 ,电子 在 运动 过 程 中 也 会 发 出 虚 光 子 , 然 后 册 吸 收 它 , 这 种 过 程 
称 为 电子 的 自 能 作用 。 电 子 自 能 作用 会 使 电子 运动 的 质量 稍 有 增 
加 。 由 于 上 述 效 应 ,电子 在 原子 核 的 库仑 场 中 好 像 一 个 带电 的 小 
球 , 有 一 定 的 弥散 大 小 ,而 不 是 一 个 点 粒子 ;电子 感受 到 的 库仑 作 
用 也 就 不 像 是 一 个 点 电荷 Ze 所 产生 的 ,而 像 是 一 个 带电 小 球 产 生 
的 ,于 是 有 与 这 种 电荷 弥散 相应 的 附加 库仑 作用 能 量 。 特别 是 * 态 
电子 因为 波 申 数 在 核 处 不 为 零 , 相 应 的 附加 库仑 能 量 导 致 能 级 的 
位 移 就 较为 显 着 。 贝 特 (H. A. Bethe) 对 于 氧 原子 推导 出 "si 子 能 
级 兰 姆 位 移 的 一 个 表示 式 , 并 且 具 体 对 2s1: 子 能 级 进行 了 数值 计 
算 , 得 到 这 个 子 能 级 向 上 位 移 1040 兆赫 兹 ( 即 4. 30X10 “电子 伏 
竺 ,0. 0347cm”) ,与 实验 观测 值 非常 符合 。 比 较 式 (7. 3-27) 看 出 ， 
251? 这 个 了 于 能 级 兰 姆 位 移 的 大 小 约 是 2 一 2 能 级 精细 结构 裂 距 的 
十 分 之 一 。 一 般 地 说 ,nsyz 子 能 级 比 npy: 子 能 级 高 出 的 大 小 约 是 
Mpa 与 npwzs 这 两 个 子 能 级 间距 的 十 分 之 一 ,np3/: 子 能 级 比 nd3/: 子 
能 级 高 出 的 大 小 约 是 nd 与 ndy; 这 两 个 子 能 级 间距 的 千 分 之 二 。 
系统 和 和 定量 的 叙述 超出 了 本 书 的 范围 ,从 略 。 


$ 7. 4 碱 金属 原子 光谱 的 精细 结构 


实验 发 现 碱 金属 原子 的 光谱 也 有 精细 结构 ,每 一 条 光谱 线 实 
际 上 都 是 由 两 条 或 三 条 分 线 组 成 的 。 主 线 系 和 第 二 辅 线 系 的 每 一- 
条 光谱 线 由 两 条 分 线 组 成 ,第 一 辅 线 系 和 柏 格 曼 线 系 的 每 一 条 光 
谱 线 由 三 条 分 线 组 成 。 钠 原子 光谱 主线 系 第 一 条 光谱 线 ( 黄 线 ) 就 
是 由 波长 为 5896A 和 5890A 的 两 条 分 线 组 成 的 ， 

类 同 于 对 氢 原 子 的 讨论 , 计 人 原子 内 价 电子 自 旋 “ 轨 道 "运动 
而 合 作用 等 项 ,应 用 定 态 微 扰 论 , 就 可 以 求 得 碱 金属 原子 束缚 定 态 
能 级 的 精细 结构 表示 式 , 从 而 可 以 解释 碱 金属 原子 光谱 的 精细 结 
构 。 

但 是 ,与 气 原子 的 情况 有 不 同 , 碱 金属 原子 内 价 电 子 所 处 的 执 
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场 是 原子 实 产生 的 场 , 它 假定 是 中 心 场 ,但 不 是 点 电荷 的 库仑 场 。 
因此 ,按照 3 4.1 的 讨论 ,原子 束缚 定 态 能 量 的 零 级 近似 应 记 为 
Ew, 由 两 个 量子 数 n 和 ! 表征 。 于 是 ,在 计 及 价 电子 的 自 旋 - “轨道 ” 
运动 相互 作用 [托马斯 项 日 'sy 式 (7. 3-7)]、 电 子 动能 的 相对 论 性 
修正 [ 索 末 菲 项 了 x 式 (7. 3-8)j 和 电子 势能 的 相对 论 性 量子 力学 
修正 [达尔 文 项 五" 式 (7. 3-10)] 后 ,原子 束缚 定 态 能 量 的 一 级 近 
似 表示 为 

EEV+ <nlsjm;|Hr+He+H's lnlsim;> 

一 % 十 党 十 过 十 忆 朱 二 忆 , 十 已 括 (7. 4-1) 
其 中 

ES 二 <nlsjmj | Hx |nlsim;> 

jh nlsim;> (7. 4-2) 


类 同 于 在 氨 原 子 的 情况 下 对 式 (7. 3-19) 的 推导 ,由 算 符 太 , 的 本 
征 值 方程 


= <nlsjm; |— 


tv Inlsjm;> = En |nlsjm,;> 
有 


py 
0 8 ; |nlsjm;> 


— [Er 2E% VO St <V >.) 


(7. 4-3) 
式 中 V(r) 是 碱 金属 原子 内 价 电 子 在 原子 实 势 场 中 的 势能 算 符 ,可 
见 EB 之 与 两 个 量子 数 n 和 有关 而 与 j 无 关 。 对 于 式 (7. 4-1) 中 的 
Ef 一 项 ,有 


~ 2pe? 


六 = Cn Hz [nlsjm;> 


To VV (Cr) nlssm;> 


8 2 2 
VV(r)>, (7. 4-4) 


— 
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也 与 两 个 量子 数 n 和 有关 而 与 7 无关 。 因 此 ,EE 和 和 EB 这 两 项 修 
正 都 仅 使 得 碱 金属 原子 零 级 近似 能 级 Em 发 生 位 移 而 没有 产生 分 
烈 。 式 (7. 4-1) 中 的 E 拖 为 

E#= <nlsjm;| H's | nlsim,;> 


. 1 1 dVG). 
= <nlsjm, | 3 ac ; 下 S * Llnlsim;> 
1 1 dVY(r) 


1-.,,. 3 ， 
aici ~ dr > 2 Lj(j 二 1) /CC 十 1) 扰 


(7. 4-5) 
它 不 仅 与 量子 数 上 和/ 有关, 也 与 7 有 关 。 正 是 这 一 项 使 碱 金属 蛛 
子 的 能 级 E% 有 精细 结构 , 表 为 Ewj 式 (7. 4-1):! 二 0 的 能 级 是 单 层 


的 能 级 (相应 的 ;一 六 ,有 EE 二 0); 所 有 ! 关 0 的 能 级 均 是 相应 于 
=/ 十 志和 /一 亏 的 双 层 能 级 ,两 个 子 能 级 的 间距 为 


1 ~.» 
(十 广 访 dV (7) 


、 、 、 
AEn= Ew,j-it} ~ Ew, = Dc ~ 一 a > 


(7. 4-6) 
进一步 的 探讨 表明 :两 个 子 能 级 的 间距 AE 随 量子 数值 的 增 大 
而 减 小 ;对 于 的 同一 个 值 ,AE 随 量子 数 / 值 的 增 大 而 减 小 ; 男 
外 ,AE% 随 原子 序数 Z 的 增 大 而 增 大 ( 锂 原子 的 这 两 个 子 能 级 的 裂 
距 就 很 小 ,不 易 分 辨 ,从 钠 原 子 开始 能 级 的 分 裂 才 比 较 明 显 ) .事实 
上 ,倘若 式 (7. 4-6) 中 V(r) 用 和 毛 原 子 及 类 氧 离 子 内 核 的 库仑 势 场 
代入 ,有 [ 见 式 (7. 1 


1 dyY (Cr) 
r dr 4 je 
3 
Ze 了 - /0 
47Eeo Q 


n31(2 十 二 Dt) 
岗 在 实际 上 讨论 的 是 大 金属 原子 ,如 果 采用 原子 实 的 平均 有 效 电 


荷 数 Z'( 见 $ 4.4 的 4.4-2 段 ), 则 式 (7.4-6) 可 写成 
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1 ZZ "ie hs 
fre, Dacianid 1) 


1 
2 nACUF1) 人 


式 中 a 是 精细 结构 常数 ,Z 与 价 电子 定 态 的 量子 数 ， 和 /7 有关。 

由 此 可 以 解释 碱 金属 原子 光谱 具有 的 精细 结构 。 原 子 从 量子 
数 为 x 和 7/ 的 诸 子 能 级 已 w 相 应 的 定 态 |alsjzzj> ( 简 记 为 zx 态 ) 向 
量子 数 为 x' 和 的 诸 子 能 级 Emijy 相 应 的 定 态 lInVsj'mj 之 ( 简 记 为 
nl; 态 ) 跃迁 ,在 满足 电 偶 极 辐 射 选 择 定 则 式 (7. 3-33) 的 条 件 下 所 


对 应 的 一 组 光谱 分 线 就 是 波 数 为 5 一 “一 "这 一 条 光谱 线 的 


精细 结构 .对 应 于 双 层 能 级 与 单 层 能 级 之 间 的 搁 迁 ,光谱 线 系 由 两 
条 分 线 组 成 (主线 系 和 第 二 辅 线 系 的 光谱 线 是 之 )。 图 7. 4-1 给 出 
钠 原子 部 分 能 级 的 精细 结构 图 及 部 分 光谱 线 的 双 线 结构 。 图 中 光 
谱 线 标 出 的 波长 以 A 为 单位 , 由 图 可 看 出 主线 系 第 一 条 光谱 线 (D 
黄 线 ) 系 由 D 和 D; 两 条 分 线 组 成 。 对 应 于 双 层 能 级 与 双 层 能 级 
之 间 的 晓 迁 ,光谱 线 则 由 三 条 分 线 组 成 (第 一 辅 线 系 和 柏 格 曼 线 系 
的 光谱 线 是 之 ) , 钠 原 子 第 一 辅 线 系 第 一 条 光谱 线 精细 结构 的 形成 
如 图 7. 4-2 所 示 ( 图 中 谱 线 波长 的 单位 为 A)。 


习题 
7-1 ”粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 (0 志 zx 志 4a) 中 运动 ,受到 微 扰 作 用 : 
(1) FH' = (a— |27—al) 
bP 过 Xa—b 


人 
(2) =| 
0， 0<z<2 和 aa 一 PP<z<a 
求 第 ” 能 级 的 一 级 近似 表示 式 , 以 及 所 得 结果 的 适用 条 件 。 


答 ;(1) EF _ hn E+Vo[ 了 1 3 -| n 一 1,2,3,…， 上 式 适 用 


ne hiin? 


9mar 


AP 一 


2 (2 Ek, 一 


条 件 : 由 | 豆 | 冬 | 王 一 Es| 有 IVoj<< 工 


+ 了 | a 一 26 十 sin 2 ;二 1] ,2,3,""° 
a nn a 
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SL/9 P32? P12 ds /29,32 f 1/2,572 
sd | 
4d 4f 


3p1,2 


1).5889. 963 人 


7. 4-1 钠 原 于 光谱 线 的 双 线 结构 


379 


Jp AF 二 2. 13 勾 10-3eV 
4 一 0.52X10-seV 


图 7.4-2 钠 原 子 第 一 辅 线 系 第 一 条 光谱 线 精细 结构 的 形成 
7-2 ”粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 (0 委 z 科 <) 中 运动 ,受到 微 扰 作 用 人 H' = 


a (zr— 5 ), 求 第 ?能 级 的 二 级 近似 表示 式 , 并 且 指 出 所 得 结果 的 适用 条 件 。 
答 :E, 一 十 0 二 0， 当 n=2,4,6,* 


pa n=],3,5,""" 
- Ax’ 真 277 2 
式 中 ,= pa ? 
、 a 万: 
上 式 适用 条 件 | < | < 地 jn 


7-3 ”粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 嘲 (0 二 z<<a) 中 运动 ,受到 微 扰 作用 六 "一 
Vucosz| 于 | 。 求 

(1) 第 n 能 级 的 二 级 近似 表示 式 ; 

(2)” 基 能 级 的 三 级 修正 。 


答 :(1) 第 4 能 级 的 一 级 修正 E50=|, 
YY " ”Lvwy2， nn 关 2 
二 级 修正 
— 3/2, 好 一 上 
FD — ma2:V’: —1， 二 2 
并 96zr2 坟 ? 6 
n2—1 "> 
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(2) Ef 


7-4 带电 荷 为 9 的 一 维 谐振 子 置 于 外 恒定 均 匀 弱 电场 中 ,电场 方向 
沿 振动 方向 (z 轴 正 方向 )。 将 振子 与 电场 的 相互 作用 视 为 微 扰 , 求 体系 能 级 
的 二 级 近似 表示 式 , 再 与 精确 结果 作 比 较 。 

提示 :可 以 利用 厄 密 多 项 式 的 递 推 关 系 

H+) —28H.,.(8)+2nH,_1(§)=0 

答 : 能 级 二 级 近似 E.= (n 十 去 六 w 十 0 一 站 ;wn 一 0,1,2,…: ,能 级 的 精确 
表示 式 亦 为 上 式 。 

7-5 ”一 维 谐振 子 若 计 人 微 扰 作 用 五 一 Mz?, 求 能 级 的 三 级 近似 ,并 且 与 
精确 结果 作 比 较 。 


答 : 能 级 的 三 级 近似 
一 hwln 十 地)| 1+ -一 二 | pd 十 村 | | 
能 级 的 精确 解 为 


sl) Et 
+ 荐 [六 -六 启 | 计 启 ) 一] 
7-6 一 维 谐振 子 若 计 入 非 简 谐 微 扰 项 H' 二 Xx, 求 能 级 的 二 级 近似 。 


l | 真 | | 3 
At ,. 厅 一 _ | 2 EE 
= [t+ 5 | to- 7 nn t+nt+ a6 


7-7 “一 维 谐振 子 若 计 人 非 简 谐 微 扰 项 应 一 x? 十 hx', 求 体系 能 级 的 
一 级 近似 式 ,并 具体 给 出 基态 和 第 -- 激 发 态 能 量 的 一 级 近似 。 


1 34 jw 
答 :EE, 一 hwo| a 十 于 | 十 :2[2n(n 十 D) 十 1]， a= 和 /学 


1 3 
也 "一 2 fw ;1 一 2 wo 十 4at 


7-8 ”空间 转子 的 转动 惯量 为 1, 电 侦 极 矩 为 d, 置 于 外 和 恒定 均匀 弱电 场 
中 ,电场 方向 沿 z 轴 。 将 转子 与 电场 的 相互 作用 视 为 微 扰 , 求 体系 基态 的 能 量 
二 级 近似 以 及 电极 化 率 。 


il hi: 、 Td’e? 
答 :Ej" 一 一 7 一， 基态 能 量 二 级 近似 。、E。 一 0 十 0 一 7， 体系 基态 
21d’ . 
电极 化 率 oo 二 7 


7-9 将 类 和 氢 离 子 的 核 视 为 半径 为 R(R 冬 玻 尔 半径 ao) 的 小 球 ,核电 答 
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Ze 均匀 地 分 布 在 球面 上 。 求 离子 基态 能 量 的 一 级 修正 。 
从 ,ED 一 -| 1] 27422 民 “ 
4TEo 3a， 


7-10 ”如 果 不 将 氧 原子 的 核 视 为 质点 ,而 假设 核电 荷 的 密度 分 布 为 
-, 式 中 5 二 0.23X107" 米 。 试 求 氨 原 子 基 态 能 量 的 一 级 修正 。 


we 
dp 


e 
grbs™ 


4reo2a, EE Qi 
7-11 体系 哈密 顿 算 符 为 
cl DO 0 
Ho=|0 & ， Ey El] 
0 0 &€, 
试 求 
0 0 a : 
(1) ”在 计 及 微 扰 作用 地 '= 0 5| 后 ,能 级 的 二 级 近似 表示 式 ; 
a” ep” 0 


(2) 将 刁 =H, 十 收 严 格 对 角 化 , 求 出 1 的 精确 本 征 什 青 与 (1) 所 得 
结果 作 比 较 。 


2 2 pb 2 
答 , (1) Ee,E,—e— LL+ le 天 一 二 | 十 | 


一 E E， 一 El 


2 p 2 172 
(2) esl heart] 


7-12 ”应 用 变 分 法 求 一 维 谐振 子 能 量 近 似 值 : 
(1) 将 基态 学 试 波 函 数 取 为 
ya) {4 一 并 7) ， | 工 | 委 4 
| (0， Ix|>a 
式 中 4 是 归 一 化 常数 ,a 作为 变 分 参量 , 求 基态 能 量 ; 
(2) ”将 第 一 激发 态 尝试 波 消 数 取 为 办 (z) 二 Brxfpo(z)， 式 中 B 是 归 一 
化 常数 , 求 第 一 激发 态 能 量 。 


答 :(D 归 一 化 因 于 4 一 (315/256o072,at 一 33 起 ] ,6, 一 /名 ho 
0. 52 iw / 

7-13 ”应 用 变 分 法 , 求 粒子 在 一 维 势 场 

(1) Vr)= Kz 

(2) V(r)=Kz 


382 


中 运动 基态 的 近似 能 量 .尝试 波 函数 取 #(z) 一 7 
态 波 函数 的 形式 , 式 中 «作为 变 分 参量 。 


iK 4/3 万 2 \ 2/3 
答 : (DEs= 也 ~ ;(2)Ex=| 六 | Ko 二 | 


7-14 ”粒子 在 库仑 场 一 二 中 运动 。 | 

(1) 将 基态 尝试 波 函 数 取 为 和 C7) 二 Nie-“”, 式 中 Ni 是 归 一 化 常数 ,a 
作为 变 分 参量 , 求 基态 的 近似 能 量 ; 

(2) 和 将 2p 态 尝试 波 函 数 取 为 (7r) 一 NsrcosGe-“”, 式 中 Ns 是 归 一 化 
常数 ,a 作为 变 分 参量 , 求 2p 态 的 近似 能 量 ， 

答 :能 量 精确 结果 为 瓦 一 一 52 


e ,有 一 维 谐振 子 基 


2 
(2) 一 0,113 < 


2 
(1) 一 0.42 7 全 


声 2 
7-15 “电子 在 被 屏蔽 的 库仑 势 场 r) =- 一 [ee 中 运动 。 将 体系 基态 
的 尝试 波 函 数 取 为 gr)= | 和 | 。 ,有 和 氢 原子 基态 波 函 数 的 形式 ,但 将 / 
视 为 变 分 参量 。 分 别 取 
(1) a 一 让 "a 是 正 尔 半径 


(2) a 一 
(3) a=0 
求 基态 的 近似 能 量 。 时 
(1) “一 元 : 按 变 分 法 6 一 0.87349/40, Eg 一 一 3. 985eV 
精确 值 Ex= 一 4. 028eV 
(2) “一 二 : 按 变 分 法 p=0.50000/ao: Ex =0 
精确 值 。” Ex== 一 0. 279eV 
(3) a 二 0; 按 变 分 法 5 二 1/ac,E¥# 二 一 13. 6eV ,精确 值 Kx# 二 一 13. 6eV 


7-16 ”已 知 氢 原子 * 态 电子 与 核 ( 质 子 ) 磁 矩 之 间 的 作用 为 五 "= 
一 这 条。。 Me6(r) ,正比 于 Cr) ,其 中 是 核 与 电子 的 相对 坐标 , 故 五 ' 称 为 费 
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密 接触 作用 。 式 中 ,好 ,=gr 5 是 质子 磁 矩 ,其 中 ge=5. 5883 是 质子 gg 因 


子 ,M。 是 质子 质量 ,Se 是 质子 自 旋 算 符 ; 及 .一 一 g, 二.$. 是 电子 磁 矩 ,其 中 8， 
一 ?和 是 电子 质量 ,$, 是 电子 自 旋 算 符 。 试 求 


Q1) 应 所 引起 氢 原 子 (Z= 1) 基 能 级 (= 1 一 0.7 一 亏 ) 的 超 精细 分 
列 ; 

(2) 子 能 级 之 间 电 侦 极 辐射 峻 迁 所 发 射 辐射 线 的 波长 。 

答 : (1) 电 子 自 旋 一 可 , 核 自 旋 了 = 六, 故 总 角 量子 数 严 = 1.0, 有 


1 772 7 
KE(F= 1)= go M-™° *E(F=0) = gpa’ Mm 


(2)4E 一 全 not 六 个 me 一 5.8843X10-seV ,相应 辐射 线 波长 ;一 21em 

7-17 氢 原 子 3d 和 2p 态 若 计 及 能 级 的 精细 结构 , 求 34 一 2p 哮 迁 各 条 
谱 线 的 波长 。 

管 :6561, 13 士 0.087 人 A ,6561, 13 士 0.066 信 

7-18 试 由 钠 原 子 Di 和 DD; 双 线 的 波长 差 人 一 6A, 求 ， 

(1) 平均 有 效 核电 荷 数 2”， 

(2) 3p 态 电 子 在 原子 内 所 感受 到 的 磁感应 强度 大 小 。 

答 : (1)2Z "=3.55;(2) 由 能 级 精细 结构 间距 AE 二 2jpB ,pa 让 玛 尔 三 了 

18 特 斯 拉 。 


第 八 章 电厂 场 中 的 运动 


描述 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 一 个 要 点 是 引入 电磁 场 的 矢 
势 4(r,t) 和 标 势 $Cr,t) ,并且 强调 电磁 场 具有 规范 不 变性 ,量子 力 
学 描述 这 类 体系 将 揭示 出 一 些 重要 的 量子 效应 。 

第 一 节 给 出 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 一 般 特 点 ,再 介绍 儿 
个 典型 体系 以 及 其 中 出 现 的 量子 效应 。 第 二 和 第 三 节 分 别 说 明 原 
子 在 外 恒定 均匀 磁场 中 和 电场 中 所 产生 的 效应 ,这 里 要 应 用 近似 
计算 方法 。 


$ 8.1 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 方程 


8. 1-1 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 哈密 顿 算 符 


一 个 质量 为 wK、 市 电荷 为 9 的 粒子 在 电磁 场 中 运动 ,经 典 非 相 
对 论 性 力学 给 出 体系 的 哈密 顿 明 数 为 
万 一 PA 
式 中 :p 是 粒子 的 正则 动量 ;4 和 $ 分 别 表 示 电 磁场 的 矢 势 和 标 
势 ,它们 都 是 实 函 数 , 与 电场 强度 和 磁感应 强度 B 之 间 的 关系 式 
是 


二 ay (8. 1-1) 


94( (r,t) 
A 


ECrt) 一 一 V8rt) 一 (8. 1-2) 


和 
385 


B(r,t)= VX Al(r,i) (8. 1-3) 
并 且 , 这 里 再 约定 采用 库仑 规范 

WV，。A=0 (8. 1-4) 

将 式 (8. 1-1) 对 应 到 量子 力学 中 ,正则 动量 用 算 符 表示 , 灯 用 
坐标 表象 ,体系 的 哈密 顿 算 符 为 


“(0p 一 04) 
H 2 十 Cg 
p 9 0 
一 2 十 0 一 一 4 .了 十 
27 8 凡人 
所 9 ， CA- 


式 中 用 到 库仑 规范 Y "4=0, 故 有 [4,p] 一 0。 讨 论 电 磁场 恒定 的 
情况 。 上 式 中 的 第 一 项 和 第 二 项 分 别 是 粒子 的 动能 项 和 静电 势能 


项 。 第 三 项 一 之 4 也 是 粒子 “轨道 "运动 与 外 磁场 的 耦合 作用 项 ; 
这 是 因为 , 若 再 设 外 磁场 均匀 , 则 可 取 

A=5BXr (8. 1-6) 
它 满足 VXA4==B 和 VY，4 二 0[ 式 (8. 1-3)、(8.1-4)], 有 


q ^ q,l 

一 二 4 .p= 一 地 (5B Xr). 

pb 2 Pp 
HF.p__ A. _ 


式 中 过 一 rX 户 是 轨 基 角 动 量 算 符 ,于 : = 乞 万 是 粒子 的 轨道 态 拓 
[ 见 式 (4. 2 一 66)， 可以 丰 出 上 式 表示 机 于 轨 半 大 与 外 磁场 的 类 
合作 用 能 。 式 (8. 1-5) 中 最 后 一 一 项 6 全 全 恒 为 正 ， 称 为 逆 磁 项 ,从 本 节 


后 面 8. 1-4 段 的 例 8.1-1 和 下 一 和 2-5 段 中 可 以 明显 地 看 出 这 
一 项 的 意义 。 
因此 ,粒子 在 电磁 场 中 运动 , 巷 定 坦 方程 在 坐标 表象 写 为 
汉人 r,t) = 人 twrt) 
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=-[ 刀 十 gq$— A p+ 7 Jr,t) 
rr dR gq 4 _ 
二 | 2 十 ay A 六 十 2 (r,t) (8.1-8) 


8. 1-2 几 牵 密度 随时 间 演 化 及 几率 流 密度 


由 方程 式 (8. 1-8) ,类 同 于 3 2.3 中 2. 3-2 段 的 推演 ,可 以 导出 
连 组 性 方程 
+ .j=0 (8. 1-9) 


表明 体系 的 粒子 数字 恒 。 
直面 方程 中 ,po(r;,t) 二 |W(r,1t) |? 是 粒子 坐标 的 几率 密度 

[ 波 函 数 炎 (7r, 直 设 已 经 归 一 化 ] ,7 是 几率 流 密度 , 其 表示 式 按 上 
述 经 具体 推 注 得 出 
j= 一 各 (Y 到 一 YY — LAV'Y 

一 za (p— gqA)V + Vp — gqA)*V*) 

~ Re [更 Cp — gh)y) (8. 1-10) 

A 


它 事 实 上 可 以 直接 由 式 (2. 3-14) 将 上 式 中 p 代 之 以 p 一 g4 而 得 
到 。 / 


8. 1-3 规范 不 变性 


如 果 将 电磁 场 的 矢 势 4 和 标 势 $ 作 如 下 变换 ( 称 为 电磁 势 的 
规 郊 变换 ); 
A 一 4 = 二 A 十 VX(r,t) (8. 1-11) 


$ —p =$— 
式 中 Xlr,) 是 任意 的 一 个 标量 实 哨 数 (大 在 库仑 规范 VV， A 二 0 


内 ,还 要 求 了 2X(r,t) 二 0), 则 电场 强度 式 (8. 1-2) 和 磁感应 强度 
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(8. 1-12) 


B 式 (8. 1-3) 都 不 改变 。 这 称 为 电磁 场 具有 规范 不 变性 。 再 将 波 函 
数 亚 (r,t) 作 如 下 么 正 变换 ( 称 为 波 函 数 的 局 域 规范 变换 ) ; 


W—>Y =exp[F9Xr) VO,t) 8.1-13) 


则 体系 的 苹 定 主 方 程式 (8. 1-8) 在 式 (8.1-11) ~ (8. 1-13) 这 一 组 
规范 变换 下 形式 不 变 , 有 
2 =[ A 
通过 直接 推演 还 可 以 证 明 , 在 规范 变换 下 粒子 的 几率 密度 、 几 率 流 
密度 以 及 任 一 力学 量 的 期 望 值 都 不 变 : 
prst)= [Vr,t) | = |W,t) | = plr,t) (8. 1-15) 


+gg [Ww (8. 1-14) 


Ff (rt) = zp — gAVV' + Wp — ah') "YW'*) 


- za (bp — gqA)V + VD — qh) 更 *] 
= J(r,t) (8. 1-16) 
F= |w: (rt)F Crp — qh (r,t)dr 


- | (FC p oA,tdr (8.1-17) 


请 读者 自行 验证 上 述 关 系 式 , 式 中 人 设 罗 已 经 妇 一 化 ,。 因此 , 交 (7,2) 
和 允 (rt) 式 (8. 1-13) 描 述 体 系 的 同一 运动 状态 , 醉 定 谓 方程 式 
(8. 1-8) 和 式 (8. 1-14) 描 述 体系 等 价 。 


8. 1-4 粒子 在 恒定 均 勺 磁场 和 电场 中 的 运动 (阴道 能 级 量子 
谷 尔 效应 和 AB 效应 ) 


例 8.1-1 粒子 在 恒定 均匀 磁场 中 运动 , 设 磁场 方向 沿 > 轴 ， 
B= (0,0,B), 取 4 二 广 BXr, 有 4=( 一 却 By, 志 Bx,0), 满 足 
VxX4==B 及 VYV，A 二 0。 取 $= 二 0。 由 式 (8. 1-5) 和 式 (8. 1-7) ,体系 
的 哈密 顿 算 符 为 

388 


1 /2272 227 aB 
H=3, prt pyt ps) oz tt 到 (z 十 光 ) (8.1-18) 
式 中 
y l(b 
Ho=3Cprt py) + 下 (Xz 十 y:) 
、 Bb 
是 z-y 平面 上 二 维 各 向 同性 谐振 子 ( 角 频率 = 9 二) 的 哈密 顿 算 
符 . 计算 其 本 征 值 :采用 平面 直角 坐标 系 算得 Eo 二 Cm 十 台 十 nz 十 


5 hw (ni 一 0,1,2,3…); 有 来 用 平面 极 坐 标 系 可 以 算得 Eo= 


《27 ,十 Im|+1)fw (一 0 1 2，…， m= 二 0, 士 1 ,十 2,…)。 并且 容易 
证 明 算 符 及 ,、L. 和 p, 两 两 对 易 [参见 式 (3. 6-14) 和 式 (3. 6-18)]。 
故 取 体 系 的 一 个 力学 量 完全 集合 为 { 瑟 ,,L.,p,} ,采用 柱 坐 标 系 ， 
将 体系 哈密 顿 算 符 五 式 (8. 1-18) 的 本 征 函 数 选 为 这 个 力学 量 完 
全 集合 的 共同 本 征 函 数 ， 

frmp, (ps952) = NRisln (PJexp imp)exp (Fpez) (8. 1-19) 
式 中 nm (P) 是 二 维 各 问 同性 谐振 子 定 态 的 径 问 图 数 ， 请 读者 作 
为 一 个 习题 目 行 求解 ,可 以 得 到 

Riml(O) 僵 CD”exp( 一 pF (ne | za | 十 1 人) 
(8. 1-20) 

其 中 Fa,y,z) 是 合流 超 几何 函数 。 算 符 五 式 (8. 1-18) 相 应 的 能 
量 本 征 值 为 


b, mp, — (2m 十 | 和 | 十 Dw 一 2 十 


pr 
2 

2 
= (22 十 1 十 |mm| 一 下 jm) ww 十 多， 


|q| 
we No 一 0 1 2，3，…， 7 一 0, 士 1], 士 2,……， 


ep 
—o0<p 人 oo (8. 1-21) 
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记 


2n 十 1 一 20, 十 1 十 | 站 | 一 全 7， 7 一 0,1,2,3，… 


19| 
(8. 1-22) 
则 胖 。ne 22sz) 式 (8.1-19) 改 记 为 Yo (ooz), 式 中 
n=0,],2,3,""， 
| 一 0 十 1 十 cc， gg>0， 
A 一 cy 一 0， 7 q=0， 
oo<p<oo | (8. 1-23) 
而 Emp. 式 (8.1-21) 可 改写 成 
Es = (nw, 十 如， 
< 2 2 
w= 148 1 一 0 1:2，3，…， 
A 
一 ce < zz < co 《8. 1-24) 


可 以 看 出 ,在 垂直 于 磁场 方向 的 平面 上 ,粒子 运动 的 能 量 是 分 立 
的 , 它 称 为 明道 (处 开 . Jlannay) 能 级 ,是 一 种 量子 效应 。 这 一 部 分 
能 量 可 以 视 为 粒子 由 外 磁场 感应 产生 的 量子 化 磁 矩 
M. 一 一 (十 广 ) 一 0,1,2,3… (8. 1-25 ) 
与 磁场 的 耦合 作用 能 .上 式 右边 的 负 号 表明 ,原来 是 目 由 的 斋 电 狂 
子 (例如 自由 电子 ) 在 磁场 的 作用 下 具有 逆 磁 性 。 
值得 指出 一 点 : 朗 道 于 1930 年 所 作 的 推 工 中 选取 天 势 4 二 
(一 有 By,0,0) ,也 满足 YXA= 忆 及 .4=0。 前 面 选 取 的 4 三 


(一 亏 By, 志 Bx,0) 和 朗 道 选取 的 4 一 (一 By,0,0) 之 间 通过 规范 变 


换 式 (8. 1-11) 相 联系 , 式 中 取 X 二 一 Bzy。 计 算 体系 的 能 量 得 到 

相同 的 结果 (在 垂直 于 磁场 方向 的 x-y 平面 上 ,粒子 的 运动 能 量 完 

全 分 立 ); 但 是 相应 定 态 的 波 函数 有 完全 不 同 的 表示 式 (在 x-y 平 

面 的 一 个 方向 上 ,粒子 运动 为 平面 行 波 态 ) 。 只 须 将 下 面 例 8. 1-2 
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中 电场 强度 6 取 为 零 , 就 得 到 朗 道 推算 的 结果 。 这 表明 ,带电 粒子 
在 恒定 均匀 磁场 中 运动 ,由 于 电磁 场 有 规范 不 变性 ,通过 选取 不 同 
的 天 势 4, 使 得 就 描述 粒子 在 垂直 于 磁场 方向 的 平面 上 运动 而 言 
可 以 得 到 不 止 一 套 定 态 波 图 数 完 备 组 。 

例 8. 1-2 粒子 在 相互 垂直 的 和 恒定 均匀 磁场 和 电场 中 运动 ， 
设 磁场 方 铝 沿 z 轴 ,B 二 (0,0,B), 电 场 方 癌 沿 y 轴 ,E 二 (0,e,0)。 取 
A 二 (一 By,0,0)。 规 定 坐 标 原点 处 $= 二 0。 由 式 (8. 1-5), 体 系 的 险 密 
顿 算 符 为 


片 二 Cp, + gBy)? 十 外 十 2 一 gey 


加 p? _ _ gq’B? .~, p? 
= 多 十 [多 + Ty yo)? dy 
(8. 1-26) 
式 中 
_br, pe | 
yo B10B: (8. 1-27) 
由 于 显然 有 


[p.,B]=[p., B=0, [$,,B]#O (8. 1-28) 
取 体 系 的 一 个 力学 量 完 全 集合 为 { 吾 , p,,p.} ,采用 直角 坐标 系 , 将 
体系 哈密 顿 算 符 天 式 (8. 1- 26) 的 本 征明 数 选 为 这 个 力学 量 完全 
集合 的 共同 本 征 函 数 : 


frpip, (zyz) 一 NgCy)exp[ 寺 (Pr 十 pe)] (8.1-29) 
代入 算 符 如 的 本 征 值 方程 。 记 算 符 yo 式 (8.1-27) 的 本 征 值 为 
: y= 一 个 十 全 (8. 1-30) 
有 
8B’, 


p? 2 加 :加 
[3 二 (yy Yo) $Cy)=LE 2 2 十 27 


(8. 1-31) 
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这 是 一 维 谱 振 子 ( 角 频 率 ww 一 -2 ) 哈 密 频 算 符 的 本 征 值 方程 。 圾 
Wo-wee(L3eo : ]H, Cal(y—y0)), 
n=0,1,2,.…: (8. 1-32) 


| 于 是 ,得 到 体系 定 态 能 量 为 


_pb:, ke, 和 
2 入 + 各) + 个 


yi 一 LA 十 磊 
la|B 


,二 3 1 一 0 1 2，…， 
多 


四 一 Cn 十 工 5 ) 太 wo 一 


—o0<p:, p< (8. 1-33) 
相应 的 波 函 数 为 


fnp pT ,YZ2)= Nexp[— .3 lgqlB I 


~(y 一 yo)’ ]H, (98) — yo) | 


， exp [去 (pz 十 pez2) | (8.1-34) 


这 表明 :带电 粒子 在 定 态 下 沿 电场 方向 的 运动 是 简 谐 振动 ,振动 能 
量 是 量子 化 的 ;而 在 与 电场 垂直 的 方向 上 是 自由 运动 ,处 于 平面 行 
波状 态 ,形成 连续 稳定 的 几率 密度 流 , 即 不 论 电 磁场 的 强 弱 和 粒子 
质量 .能 量 的 大 小 ,电流 一 律 偏 转 得 与 电场 垂直 .现今 ,有 人 应 用 这 
个 物理 结果 于 二 维 电子 体系 解释 了 量子 和 翟 尔 (E. H. Hall) 效 应 
一 一 治 ， 克 利 青 (Klaus von Klitzing) 于 1980 年 在 极 低温 及 强 磁 
场 的 条 件 下 实验 发 现 了 这 个 效应 。 

例 8. 1-3 粒子 的 运动 假定 限制 在 两 个 有 一 定 高 度 的 圆柱 面 
之 间 , 即 a 声 p 志 5b, 一 4d 志 zd。 设 在 粒子 运动 的 空间 区 域外 
0 二 p 过 a 处 有 磁场 , 内 部 a 三 op 志 5b 处 磁感应 强度 完全 为 零 。 如 图 
8. 1-1 所 示 。 采 用 柱 坐 标 系 描写 , 矢 势 取 为 


中 
4 三 UL4 44.) 一 (0 3750) 
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满足 VX4=B= 二 0 及 YY。4=0, 式 中 
厂 
B= lB.dS= Ii(V XxX A).dS= PA:dl= Hody 


| (8. 1-35) 
是 磁 通 量 ,C 表示 绕 内 圆柱 面 的 一 条 
封闭 曲线 ,S 表示 以 C 为 周边 的 曲面 。 

由 式 (8. 1-5), 体 系 的 哈密 顿 算 符 


nh? aq Wihao , gp 


式 中 
,F139 178 9 
Vpmlp% pr 
. (8. 1-37) 
算 符 也 的 本 征 函 数 可 以 写 为 
We(COyp2z) 一 NRm Cp)e™ 
sn Kz 二 ad) 
2d . 图 8.1-1 例 8.1-3 之 图 示 
1 一 1,2,3，…， 1 一 0, 士 1, 士 2，…， R 一 1 2 3 
za<o<pb， 一 gd 二 xsd (8. 1-38) 
其 中 , 径 回 天 数 Rm(p) 满 足 方程 
dR 1dR rr2pE rr (ma 一世) PP 
了 元 十 方 玉 十 2 一 (33) Tp ]R=0， 
4a 委 .0 妇 1 (8. 1-39) 
式 中 一 25 ,Bo 是 体系 定 态 的 能 量 . 
方程 的 解 是 贝 塞 尔 (E. WW. Bessel ) 函数 。 这 个 方程 表明 ,体系 
定 态 的 能 量 忆 .和 径 向 函数 RsCo) 均 与 尺 有 关 , 因 而 依赖 于 磁 通 
量 @。 事 实 上 , 若 将 上 面 问题 简化 , 设 粒 子 在 垂直 于 > 轴 的 一 个 平 
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面 上 以 固定 的 半径 RCR>a) 绕 原点 转动 (平面 转子 )， 风 鼻 方程 到 
(8. 1-39) 可 以 直接 得 到 体系 的 能 量 


2 
一 (mMm 一 一 一 )“， Mi 一 0, 士 1, 士 2,… (8. 1-40) 


由 此 可 见 ,E 与 了 有关。 这 揭示 出 ,虽然 在 粒子 运动 的 空间 区 域 
内 磁感应 强度 完全 为 零 而 只 有 矢 势 ,但 是 粒子 的 运动 仍然 受到 分 
布 在 粒子 运动 空间 区 域外 的 磁场 影响 , 电磁场 具 有 非 局 域 的 空间 
整体 性 质 ;或 者 换 句 话说 ,电磁 场 的 矢 势 (和 标 势 ) 本 吴 就 是 物理 上 
有 意义 的 量 ,会 直接 产生 可 观测 的 物理 效应 ,然而 这 些 物理 效应 又 
是 具有 规范 不 变性 的 。 这 称 为 阿 哈 罗 诺 夫 (Y. Aharonov))- 玻 姆 
(D. Bohm) 效 应 (1959 年 ) ,简称 AB 效应 ,是 一 种 量子 效应 。 基 于 
AB 效应 制 成 的 量子 电子 器 件 现 已 越 来 越 党 到 重视 。 


”8. 1-5” 超 导 现 象 (贺电 阻 现象 和 迈 斯 纳 效应 ) 


金属 中 的 传导 电子 气体 通过 与 振动 的 唱 格 点 阵 相 互 作用 ,使 
得 费 密 面 附 近 的 两 个 动量 和 自 旋 都 反 向 的 电子 之 间 有 微弱 的 有 效 
吸引 力 ,在 极 低 的 温度 下 可 以 形成 束缚 的 电子 对 。 电 子 对 是 复合 的 
玻 色 子 , 因 而 在 低温 下 的 金属 中 可 以 有 大 量 的 电子 对 处 于 能 量 最 
低 的 状态 ,形成 宏 观 的 电子 对 波 , 产 生 宏观 的 电流 ,就 呈现 出 超 导 
现象 。 超 导电 流 是 以 电子 对 为 载 流 子 的 。 

设 电 子 对 的 运动 状态 波 函 数 为 炎 (r,t)。 由 于 有 大 量 的 电子 对 
处 于 这 样 的 同一 个 状态 , 故 罗 " 罗 吕 电 子 对 数 密度 P(r,t) 二 0, 可 以 
今 

到 (Cr 划一 AGOCF ) ess | (8. 1-41) 
` 代 入 电子 对 在 电磁 场 中 的 共 定 记 方 程式 (8. 1-8) ,使 方程 两 边 的 虚 
部 与 实 部 分 别 相 等 ,得 上 式 中 的 pCr,t) 和 SCr,z) 满 足 的 方程 组 


PY .j=0 (8.1-42) 


和 
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QS , La 
全 (VS+2e4) og+t 1 3 
其 中 x 是 电子 对 的 质量 。 式 (8. 1-42) 就 是 连续 性 方程 ,7 是 电子 对 
流 密度 ,由 上 面具 人体 的 推导 可 得 到 [或 者 直接 将 式 (8. 1-41) 代 人 式 


(8. 1-10)) 


VV Pp (8.1-43) 


/= 二 0CVS 十 2e4) (8. 1-44) 
它 表 明 ,可 以 引进 速度 函数 
一 去 (VS 十 2e4) (8. 1-45) 
有 
j=pv (8. 1-46) 


电子 对 的 运动 可 以 视 为 密度 场 为 pCr,)、 速 度 场 为 v(r,i) 的 流体 
的 流动 。 由 式 (8. 1-45) 得 

VS 一 Ai 一 2c4 (8. 1-47) 
上 式 右 边 是 电子 对 的 正则 动量 ,因此 S 可 解释 为 电子 对 的 动量 
势 。 式 (8. 1- 43) 是 电子 对 的 哈密 名 雅 可 比方 程 ,与 经 典 的 相应 方 


. 组 式 (8. 1-42 
了 2 2 /2 。 方程 组 式 (8. 1-42) 和 式 


(8. 1-43) 是 由 醉 定语 方程 式 (8. 1-8) 出 发 推 得 的 ,而 与 宏观 的 流体 
力学 方程 相似 .探求 超 导 的 问题 ,原则 上 可 以 由 这 组 流体 力学 方程 
联 同 电磁 场 的 麦克 斯 韦 方 程 组 求解 而 得 出 结果 。 

下 面 就 按 以 上 所 述 来 解释 两 个 基本 的 超 导 现 象 。 

1l. 零 电 阻 现象 四 

将 式 (8. 1-44) 两 边 对 时 间 微 商 ， 设 电子 对 数 密度 p 为 常量 ,再 
利用 方程 式 (8. 1-43) 和 式 (8. 1-2)， 下 


A LP da 
二 (一 2e]) 一 (7 史 3 十 2e 2) 


2 
— fe 十 6V (TS + 2eAY’ 
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=- 所 4 十 5 一 2ej)V ， (一 2e)) (8. 1-48) 


这 是 关于 电流 密 朗 一 2ej 的 个 非 线性 方程 ,简化 成 线性 方程 ,为 
二 (一 2e7) -和 (8. 1-49) 


这 与 欧姆 定律 表示 式 完全 不 同 , 称 为 伦敦 (F. London 和 H. Lon- 
don) 第 一 方程 。 它 表明 ,在 稳 恒 情况 下 超导体 内 电场 强度 恒 为 零 ， 
维持 电流 密度 一 2e7 而 无 需 电 场 ,这 就 是 无 电阻 性 。 

2. 这 斯 纳 (W. Meissner) 效 应 

迈 期 纳 于 1933 年 发 现 超导体 同时 是 理想 的 逆 磁 体 ,磁力 线 不 
能 穿 人 ,超导体 内 磁场 恒 为 零 , 即 使 是 将 正常 态 金 属 置 于 磁场 中 ， 
然后 降低 温度 使 它 变 为 超 导 态 ,稳定 后 它 也 会 将 磁力 线 排斥 出 体 
外 。 这 个 现象 可 以 如 下 解释 。 

将 式 (8. 1-44) 两 边 取 旋 度 ， 发 电子 对 数 密 度 为 常量 ， 再 利用 
VxXxVvVS 三 0 以 及 式 (8. 1-3) ,有 


VX(~2e))=——LB (8. 1-50) 
称 为 伦敦 第 二 方程 。 又 将 麦克 斯 韦 方程 
双 X 百 = 宁 一 2ej (8. 1-51) 
两 边 取 旋 度 ,注意 到 
玖 一 六 有 万 一 eue， sop 一 十 (8. 1-52) 
并 且 利 用 
7 .B=0 (8. 1-53) 
有 YX(VXB)= 一 V2B, 以 及 
Vxe= 一 写 (8. 1-54) 


得 
VX-2D=VX(TXH) -FTXD) 
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将 上 式 与 方程 式 (8. 1-50) 联 立 , 有 


po 19B ,4e pm 
Vp=s + 8 (8. 1-56) 
对 于 稳 恒 情况 ,得 到 
ViB=58 (8. 1-57) 
式 中 
过 
大 
A= na) (8. 1-58) 


例如 ,在 一 维 情况 下 ,将 坐标 原点 定 在 超导体 表面 上 , 取 垂 直 于 表 
面 指 癌 超导体 内 部 的 方向 为 z 轴 方 向 , 则 方程 式 (8. 1-57) 的 解 应 
为 z 

B(zr)=B(0)e-*" (8. 1-59) 
可 见 人 表征 磁场 在 超导体 内 的 透 和 深度。 现在 来 估算 4 的 大 小 。 电 
子 对 的 质量 x 是 电子 质量 m. 的 两 倍 , 利 用 电子 经 典 半 径 +. 的 定 
义 式 (1. 2-19) ,有 


De2 0C22? 
Ac 一 2m.c’ = = 


4neor., 27r. 


又 设 金属 中 单位 体积 内 自由 电子 数 为 \, 则 = 写 , 故 由 式 
(8. 1-58) 得 
A=[4xNr.]- (8. 1-60) 


将 6 一 祝 估 计 为 1X102 米 -?, 六 一 2.8X10-8 米 [ 见 式 (1. 2-20)]， 


得 到 4 二 4X10™ 米 。 表 明 除 表面 附近 的 极 薄 屋外 ,超导体 内 确实 
没有 磁场 .实验 也 证 实 存 在 磁场 透 入 效应 , 透 入 深 度 的 数量 级 一 般 
来 说 与 上 述 信 计 相 一 致 。 
类 似 地 ,还 可 以 解释 另外 一 些 超 导 现 象 ,例如 磁 通 量 量 子 化 和 
约 登 夫 森 (B. D, Josephson) 效 应 等 ,这 里 不 子 獒 述 。 
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8.1-6 电子 在 电磁 场 中 运动 计 入 自 旋 和 相对 论 性 修正 后 的 
哈密 顿 算 符 


电子 在 电磁 场 中 运动 若 再 计 人 自 旋 和 相对 论 性 修正 , 则 式 
(8. 1-5) 中 还 要 加 进 电 子 自 旋 磁 矩 [ 见 式 (6. 2-13)j 与 外 磁场 的 耦 
合 项 : 


1 — 上 
H sgs——M:s* Bb g， 223 B 
8 一 2 好 一 人 (8. 1-61) 


以 及 电子 的 目 旋 - 轨 道 耦合 作用 项 却 (7: 3-6) (托马斯 项 ) 电子 动 
能 的 相对 论 性 修正 项 式 (7. 3-8)( 索 末 菲 项 ) 和 电子 势能 的 相对 论 
性 量子 力学 修正 项 式 (7. 3-10) (达尔 文 项 )。 于 是 ,电子 运动 体系 的 
哈密 顿 算 符 在 (r,$,) 共 同 表 象 为 

7 _- p 44.5 dc, a 2 

H= 2 + a i p pe B+ >A 


| 


、 。 | 2 
jisS * [V (9$) X 站 一 六 十 到 VC9g)， 


十 也 
d 一 一 《上 ， p= Tv 

(8. 1-62) 
式 中 共有 8 项。 体系 的 酬 定 证 方程 为 


hr ,1) = HVCr,s,,t) (8. 1-63) 


方程 中 算 符 颇 由 式 (8. 1-62) 所 示 。 
$ 8. 2 恒定 均匀 磁场 中 的 原子 


原子 在 磁场 中 , 定 态 下 其 固有 磁 惩 与 磁场 有 耦合 作用 。 另 外， 

还 可 能 被 磁化 , 原子 内 电子 位 置 的 几率 密度 分 布 会 发 生 酷 变 。 因 

而 , 定 态 能 量 有 改变 ,并 且 随 着 表征 定 态 波 函数 的 磁 量 子 数 的 取 但 
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不 同 而 改变 各 不 相同 , 即 能 量 对 磁 量 于 煞 的 往 并 解除 。 能 级 进一步 
分 裂 , 引 起 光谱 线 也 进一步 分 裂 。 能 级 及 光谱 线 分 裂 的 情况 视 磁 场 
很 强 或 很 台 而 有 不 同 。 


8. 2-1 体系 的 哈 密 顿 算 符 


对 论 在 加 逢 多 外 磁 田 中 罗 避 晤 于 及 舌 妥 高 于 。 设 磁场 方 回 广 
= 轴 方 向 ,B= 二 (0,0,B)。 取 A= 志 BXr, 有 A4= (— 5By, Br,0), 
由 式 (8.1-62), 式 中 为 电子 的 折合 质量 ， ? 取 久 电子 的 电量 
z# 取 为 电子 在 原子 核 的 静电 库仑 场 中 的 势能 一 攻 二 ,再 注意 到 式 


(8.1-7), 则 体系 的 哈密 顿 算 符 ( 具 体 设 在 > 和 s: 共同 表象 ) 为 


7 一 p’ Ze eb a NS eB 2 2 
H= ph 一 ET 十 2 十 2S,) 十 87 (xX 十 y) 
Ze? as ~ ps Ze?rkh? 
下 fre pair? L 8uic’ 一 Hre once (CT) 


(8. 2-1) 
8. 2-2 ” 强 场 情 多 :正常 塞 权 效应 


当 磁 场 足够 强 , 电 子 的 轨道 磁 矩 和 自 旋 磁 矩 将 分 别 与 磁场 耦 

合 , 而 式 (8. 2-1) 中 电子 的 目 旋 -轨道 耦合 项 等 最 后 三 项 与 第 三 、 四 

项 相 比 就 可 以 略 去 。 例 如 氧 原子 能 级 的 精细 结构 裂 距 AE, 由 式 

(7. 3-29) 所 示 ,n 二 2 能 级 的 裂 矩 AE, 二 4. 53X10 电 子 伏特 [ 见 式 

(7. 3-27)] ,对 于 ?六 1,AE, 与 好 成 反比 ,而 上 式 第 三 、 四 项 的 数量 
级 为 - / 

SL, 十 29， ) 一 元 (m+ 2m ) 巨 (8. 2-2) 

由 磁 量 子 数 表征 的 能 级 裂 距 大 小 为 红 BAaB 一 5 8X10-58 电子 

伏特 ( 式 中 磁感应 强度 的 大 小 B 特产 拉 为 单位) 故 强 度 为 几 个 

特 斯 拉 的 磁场 就 可 以 认为 是 足够 强 。 道 磁 项 5 (x? 十 六 ) 也 可 以 
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略 去 。 这 是 因为 这 一 项 的 数量 级 为 


eB ,, :、 eB ， 
Br (x 十 y") BL a (8. 2-3) 
上 两 式 之 比 的 数量 级 为 
eB eb ee 一 0 
ja a 10 8( 特 斯 拉 ) (8. 2-4) 


而 实验 室 通常 所 用 磁场 的 强度 大 小 B 不 会 超过 10 特 斯 拉 。 于是， 
体系 的 哈密 顿 算 符 由 式 (8 2-1) 写 成 
_P Ze 
万 一 和 一 在 5 十 SL .十 29.) (8. 2-5) 


到 体系 的 一 一 个 力学 量 完全 集合 为 {及 ,L.,$.} ,其 中 及 ,= 
多 一 区 和 ,将 体系 哈密 顿 算 符 玉 式 (8. 2-5) 的 本 征 矢量 取 为 这 个 


力学 量 完 全 集合 的 共同 本 征 矢 量 |nwmsm,>>。 算 符 囊 对 这 个 本 征 
秋 量 |nimsm, 记 作用 ,就 得 到 相应 的 本 征 值 


Em = Eo + Cm 十 9m) 
: 天 


二， cE 111 一 0, 士 1,… 士 /， 
/一 0 1 2 7 一 1， 1 二 1 2 3 (8. 2-6) 


式 中 包 是 所 原子 及 类 氢 离 子 的 玻 尔 - 薛 定 尊 能 量 式 (4. 3-4) ,wa 一 
各 -是 玻 尔 磁 子 。 上 式 表明 , 氢 原 子 及 类 氨 离 子 在 足够 强 的 外 磁场 


中 玻 尔 - 薛 定 词 能 级 E; 发 生 分 裂 ,能 量 对 角 量 子 数 ! 的 简 并 保留 ， 
但 是 对 量子 数 和 mm 的 简 并 解除 。 故 m 和 mm, 称 为 磁 量子 数 。 不 
过 , 子 能 级 的 间距 很 小 , 如 上 所 述 ,数量 级 为 LaB=5.8X10 ”8 电 
子 伏特 (8 的 单位 是 特 斯 拉 ) 。 
由 此 , 氢 原 子 及 类 和 氧 离子 的 光谱 线 发 生 分 裂 . 对 应 应 于 由 主 量子 
数 为 n 的 庄子 能 级 已 .ww 相应 的 定 态 jzsm,> 问 主 量子 数 为 二 的 
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ni 二 


dE hi 


诸 子 能 级 Ewmm 相 应 的 定 态 |nVm'sm ,二 跃迁 ,在 满足 电 偶 极 辐射 


选择 定 则 式 (7. 3-31) 的 条 件 下 , 波 数 为 部 ,= -和 一 “的 一 条 光 
谱 线 分 烈 为 三 条 。 三 条 分 线 的 频率 由 式 (8. 2- ,) 和 至 尔 频率 夭 件 式 
(1. 5-19) 得 为 : 
| ni pm pt 一 ww 十 2 (Am + 2Am,) 

* XH 


AZ 一 士 1,Am 一 0, 士 1， Am, 二 0 (8. 2-7) 
式 中 ,二 “一” 。 可 以 看 出 ,中 间 那 条 分 线 仍 在 原 谱 线 的 位 
置 ,左右 两 条 分 线 与 中 间 一 条 的 频率 差 为 十 如 。 称 
eB sB : 
1 (8. 2-8) 


为 拉 摩 (J. Larmor) 频 率 , 式 中 m. 是 电子 的 质量 ,ya 是 玻 尔 磁 子 。 
实验 上 ,从 垂直 于 磁场 方向 观测 ,光谱 线 分 裂 为 三 条 , 均 为 线 偏振 
的 ,其 中 两 条 的 偏振 方向 与 磁场 方向 垂直 , 称 为 o- 线 (对 应 于 Am 
一 土 1]、.Am,=0 的 能 级 路 迁 ) , 男 一 条 的 偏振 方向 与 磁场 方 同 平行 ， 
称 为 zx 线 ( 对 应 于 Am 二 0、Am,= 二 0 的 能 级 牙 迁 ); 在 平行 逆 着 磁场 
的 方向 只 观测 到 光谱 线 分 裂 为 两 条 ,一 条 是 左旋 圆 偏振 的 ,为 一 条 
是 右 旋 圆 偏振 的 ,分 别称 为 c= 线 (对 应 于 Am 三 十 1.Am: 王 0 的 能 
级 蜂 迁 ) ,如 图 8. 2-1 所 示意 。 关于 光谱 线 的 偏振 特性 ,在 考虑 了 著 
迁 过 程 中 角 动 量 守 便 后 可 以 得 到 解释 ,这 里 不 予 说 明 。 其 它 元 素 如 
碱 金属 等 的 原子 在 强 磁场 中 能 级 及 的 分 裂 及 光谱 线 的 分 裂 有 类 
同情 况 。 历 史上 ,1896 年 塞 曼 首先 是 实验 观测 到 钠 原 子 在 强 磁场 
中 DD 黄 线 (4 二 5893 A ) 变 宽 , 接 着 通过 改进 实验 设备 ,将 磁场 加 强 
到 3 特 斯 拉 ( 当 时 可 能 的 最 大 值 ) ,观测 到 名 原 子 的 一 条 草绿 色光 
谱 线 的 分 裂 。 原 子 在 磁场 中 光谱 线 分 裂 的 现象 就 称 为 塞 曼 效应 .图 
8. 2-2 是 np-n's 光谱 线 分 裂 的 示意 图 。 由 于 vi 式 (8.2-8) 实 际 上 并 
不 涉及 普 朗 克 常数 h, 表 明 它 可 以 应 用 经 典 理 论 推导 出 来 。 党 仑 兹 
在 1896 年 正 是 根据 他 创立 的 经 典 “ 电 子 论 ” 解 释 了 上 述 实验 现象 。 
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通常 ,就 称 原子 在 足够 强 磁 场 中 
光谱 线 的 分 裂 现 象 为 正常 塞 螺 歼 
应 (现今 也 称 为 简单 塞 曼 效 应 )。 
特别 引 人 注 目的 是 , 塞 曼 于 1897 
年 5 一 10 月 还 由 这 个 效应 , 按 他 
的 实验 观测 结果 及 党 仑 兹 的 理论 
推算 结果 式 (8. 2-8) ,得 出 电子 的 


荷 质 比 元 一 1 5X10" 年 全 ,正好 


与 J.J. 汤姆 还 于 1897 年 10 月 
作 的 阴极 射线 实验 给 出 的 结果 一 
致 , 这 给 .J. 汤姆 逊 指出 电子 的 
存在 提供 了 确实 的 证 据 。 


8.2-3 有 要 邢 - 册 克 效 应 


如 果 磁 场 很 强 , 电 子 的 轨道 
磁 矩 和 自 旋 磁 和 矩 分 别 与 磁场 的 耦 
合作 用 项 相对 来 说 仍 是 主要 的 ， 
式 (8. 2-1) 中 电子 的 自 旋 -轨道 耦 
合 项 等 最 后 三 项 与 第 三 .四 项 相 


无 磁场 


线 偏振 ， 
LB /如 4 上 LB8 偏振 方 问 


在 垂直 于 
磁场 
方 加 观测 


<- 一 一 一 一 Zu 一 一 一 一 一 人 


图 8. 2-1 ”光谱 线 正 常 塞 受 
分 裂 的 观测 结 来 


比 很 小 ,但 又 不 能 忽略 , 则 视 为 微 扰 项 。 逆 磁 项 仍然 略 去 。 体 系 的 


哈密 顿 算 符 可 写成 

H=Hot+H!’ (8. 2-9) 

式 中 

7 PZ eB ,6 | 
”24 frer Dn Ls to:) (8. 2 10) 
网 Ze: ~、 4 Ve nh’ 
1 本 一 ~- 一 ~ 一 -一 一 一 一 
47rey2H2c27r3 8pec” 下 fe deco (T) 


-一 H's 十 H'x 十 H's 
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(8. 2-11) 


Fd kb + 


Ms 


2 , +1/2 
二 1< 十 172 


np < 


-> T 
” 人 > 一 1/2 


一 172 


图 8. 2-2 np-n's 光谱 线 的 正常 塞 曼 分 列 

应 用 非 简 并 情况 的 定 态 微 扰 论 计算 体系 定 态 的 一 级 近似 能 

| 量 。 算 符 刀 。 的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 组 记 为 {|nimsm, 记 }, 相 应 的 
本 征 值 谱 {E, } 由 式 (8.2-6) 所 示 。 可 以 写 出 能 量 的 一 级 修正 表示 


式 为 
Edn = <nlmsm, | H'soyt+H'rx~H'pinimsm,> (8. 2-12) 


上 式 右边 为 三 项 之 和 。 第 一 项 对 于 体系 /一 0 的 态 为 零 在 /去 0 的 


态 下 ,有 
< NMmsm, | 一 一 一 一 -一 二 8 -Linimsm, > 
dx 二 
Fe 2 
一 < 方 Lmsm, |$,L, + S,L, + SL, [lmsm, > 
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Ze 2 
47xEo2p2c2 a 13 十 1/2)(0 十 1]) 
2 (ko 
1 十 172)0C 十 1) 
1 1 
2 2 
一], 2， 7 一 ]， (天 0)， 。 
1 一 1 2 3 (8. 2-13) 
其 中 , 用 到 式 (7. 3-18) 和 式 (6. 4-24)、(6. 4-25)。 第 二 项 即 式 


(7. 3-20) ,第 三 项 即 式 (7. 3-23) 。 代 回 式 (8. 2-12) ,得 到 体系 在 /天 0 


(0 十 0 十 772 直 2) 


一 了 PC mm,, 


IM 


mm 二 0 ,二 1,*… ,十 ， 


Qt) 1 2 (ZA) 


mmm, 2 《 n3 


Her, pr 
| _ 
I+ +1) /3 


(8. 2-14) 
能 量 的 一 级 近似 表示 式 为 
3 
、 1 ,a) (La) | 一 一 一 一 末 
. 4 
十 LpB Cm 十 21m,) 十 Fp 一 一 一 全 一 一 
PC 十 pA 十 1) 
mu 一方 ,一 广 ， Mm 一 0 ,十 1] ,'…, 士 !， 
{一 1],2," ,nn—1],， (Ll 尖 0) 
n=],2,3,.° : (8. 2-15) 


由 此 看 出 , 氨 原 了 于 及 类 和 氨 离 子 在 强 磁场 中 定 态 能 量 对 角 量 子 数 / 
的 简 并 解除 ,并 且 也 与 磁 量 子 数 加 和 wm 有 关 。 体系/ 二 0 的 定 态 一 
级 近似 能 量 则 与 主 量子 数 n 及 m, 有 天 ,为 


Enoom 一 一 5 pc ‘7. 公休 Cn ) ] + 2p8Bm,, 
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1 + ph 


i 1 一 ].2,3，…， (8. 2-16) 


由 此 ,由 主 量子 数 为 的 诸 子 能 级 相应 的 定 态 问 主 量 子 数 为 
n' 的 庄子 能 级 相应 的 定 态 跃迁 在 满足 电 偶 极 辐射 选择 定 则 式 
(7. 3-31) 的 条 件 下 所 产生 的 光谱 线 分 线 不 止 3 条 ,这 个 现象 称 为 
由 邢 - 由 克 (CF. Paschen and E. Back ) 效 应 。 分 线 的 频率 


_ [ewr — En | eb ,| 
= 下 十 jr” 1 ) 


下 PH mm 


十 大 (se mM 一 Gam)m, 


,= ， ,ll 
1 一 [一 十 1， mm 一 二 0, 士 l， mm, 二 WN, ,一 了 
(8. 2-17) 
式 中 大 /天 0,ev 表 示 式 (8. 2-15 ) 中 的 第 一 项 ,5 为 
4 
5 一 本 pc 0 (8. 2-18) 


n+ 万) (+1 


其 它 元 素 如 碱 金 属 的 原子 光谱 线 分 裂 有 类 同 的 情况 。 氢 原子 和 头 
氨 离 子 以 及 碱 金属 原子 的 np-n's 光谱 线 分 裂 成 6 条 (4 条 o 线 和 ?2 
条 线 ,两 条 x 线 有 相同 的 频率 ), 如 图 8. 2-3 所 示意 。 当 磁 场 由 中 
够 强 逐 渐 减 弱 , 原子 的 光谱 线 由 正常 塞 曼 分 裂 过 湾 到 帕 邢 - 贝 克 效 
应 ; 随 着 磁场 变 得 很 弱 , 又 过 渡 到 反常 塞 曼 分 裂 。 


8. 2-4 弱 场 情况 :反常 赛 要 效应 


若 磁 场 足 够 弱 , 式 (8. 2-1) 中 电子 的 轨道 磁 矩 和 目 旋 磁 矩 与 磁 
场 的 耦合 作用 项 与 电子 的 自 旋 - 轨 道 耦合 作用 等 最 后 三 项 相 比 很 
小 ,相对 来 说 后 者 是 主要 的 , 则 可 以 近似 地 在 所 原子 及 类 和 氢 离 子 能 
级 精细 结构 的 基础 上 再 将 前 者 当 作 微 扰 项 ,原子 能 级 精细 结构 EE, 
由 式 (7. 3-26) 所 示 , 相 应 的 本 征 矢 量 为 |als7jzo>>。 略 去 逆 磁 项 。 应 
用 非 简 并 情况 的 定 态 微 扰 论 计算 体系 定 态 的 一 级 近似 能 量 , 能 量 
的 一 级 修正 为 
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nt mis 
ent+2pBB+ 
en 二 LBB 
ci 一 En] 
En1— LBB 
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1/2 
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图 8. 2-3 np-n; 光谱 线 的 帕 邢 -贝克 分 列 
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Eijm = < nlsjm,| SL 十 2S,) [nlsjm,; > 


B B . A . 
一 “ 大 十 一 一 nlsjm;|S. |nlsjm,; > (8.2-19) 


2 2p 
式 中 第 二 项 的 计算 要 用 到 耦合 表象 基 矢量 |ziuj> 按 无 耦合 表 
象 基 矢量 组 展开 的 式 (6. 5-24) 及 = 二 的 C-G 系数 式 (6. 5-14) 。 对 
于 ! 尖 0、j 一 /十 二 的 情况 ,有 / 
< 过 nlsim;lS, |nlsjm,; > 


一 人 一 一 一 | 一 土工 | 十 一 一 一 
2 十 1] 2 2 2 2 十 1 


1l l 1 


、 ++ 区 十 训 1 1 1 1 m+ 
S.C 27 十 ] aim 一 >15 > 十 21 + 1 


1 ] ] 
0 二 人 > > 一] 


| 1 
=[ Bm ll 2 
2/ 十 1 "”/ 2 2 2 2 十 1 


] ] 1 
<nim+t sls | 


1 二 m 十 土 
[ 二 | nl,m 工 >| 二 二 > 
2 2 十 1] 7 2 2 2 
1 
fi—m, 二 一 
下 ”2 开工 
2 HAFii lt 有 > la 3 


2 二 1 27 
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同 理 ,对 于 /天 0.j 一 一斑 的 情况 ,有 


. mh l 
Cnlsjm;|S, Inlsjm, 一 二 一 2 二 1 
._1 、 
对 于 /二 0、j 王 元 的 情况 ,有 
< nlsjm|S, |nlsjm,; >= 7 万 ， ! 一 0， ) 一 也 


综合 上 面 三 种 情况, 得 
7 二 1) 十 5(5 十 1) 一 人 /十 1) 


nlsim lS nsim;> = 27(j 十 1) mih 
(8, 2-20) 
于 是 , 式 (8. 2-19) 与 成 z 
qa) _EBr, J 十 1) 二 ss 二 1) 一 LL 十) 
Frijm, TT 24 (1 十 2j(j41) ) ]m 六 
(8. 2-21) 


可 以 将 原子 定 态 能 量 的 一 级 修正 E 峭 , 理解 为 系 原子 总 角 动 量 J 
二 LL 十 $ 相应 的 有 效 总 磁 算 


ee =« 、 人 ~ 
4 7 一 gg J=L+iS (8. 2-22) 
与 外 磁场 的 兢 合 作用 能 量 
pb. 
Es, 1 二 < nlsIm; | gi Zi: Ns jn > 


一 2 太一 giltaBm, (8. 2-23) 


式 中 we 是 玻 尔 磁 子 ,gsj 称 为 朗 德 g 因子 ,对 照 式 (8. 2-21) ,得 为 

gp /1 LU+1) 

原子 定 态 能 量 的 一 级 近似 为 / 

Enim, = Enit Eniim (8. 2-25) 

具体 由 式 (7. 3-26) 联 同 式 (8. 2.21) 表 示 。 可 见 , 氨 原 子 及 类 和 氨 离 子 

在 弱 磁 场 中 能 级 精细 结构 对 角 量 子 数 /的 简 并 已 解除 ,并 且 每 一 
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(8, 2-24) 


个 nL; 子 能 级 还 理 分 裂 为 27 十 1 个子 能 级 。 类 同 地 ,其 它 元 娄 如 碱 
金属 等 的 原子 在 弱 磁 场 中 能 级 精细 结构 Ej 对 磁 量 子 数 mx) 的 简 
并 也 被 解除。 

因而 ,原子 光谱 线 的 精细 结构 再 发 生 分 裂 。 由 一 的 诸 子 能 
相应 的 定 态 回忆 的 诸 子 能 级 相应 的 定 态 跃迁 遵从 电 侦 极 辐射 选 
择 定 则 式 (7. 3-33), 光 谱 线 精细 结构 再 发 生 的 分 裂 比较 复 求 。 图 
8. 2-4 是 氧 原子 在 很 弱 磁 场 中 2pyw-1sws 光 谱 线 和 2pws-1sws 光 谱 线 
的 分 异 示 意图 ,前 一 条 谱 线 分 裂 成 4 条 (两 条 o 线 和 两 条 万 线 ), 后 
一 条 谱 线 分 裂 成 6 条 (4 条 vc 线 和 两 条 7 线 )。 钠 原子 在 弱 磁 场 中 
D1 和 D; 线 有 类 同 的 复杂 分 裂 ,在 磁感应 强度 8 三 3 特 斯 拉 的 情 
况 下 ,如 图 8. 2-5 所 示 . 同 正常 塞 曼 效 应 一 样 , 纵 效 应 中 只 能 观测 
到 | c 线 (x 线 不 出 现 ) 。 普 雷 斯 顿 (T. Preston) 于 1897 年 12 月 首先 
报告 了 锌 原子 和 和 锅 原 子 在 弱 磁 场 中 的 这 个 实验 现象 。 因 为 这 个 现 
象 应 用 经 典 理论 无 法 解释 ,当时 称 为 反常 塞 曼 效应 (现今 也 称 为 复 
杂 塞 曼 效 应 ) , 它 是 乌 伦 贝克 和 高 德 斯 密 特 提出 电子 自 旋 假 设 的 根 
据 之 一 .应 用 量子 力学 并 且 计 人 电子 目 诈 , 反 稼 塞 曼 效应 就 得 到 
满 的 解释 。 

应 用 塞 曼 效 应 可 以 分 析 各 种 元 素 原 子 的 能 谱 , 确定 每 一 个 子 

级 的 诸 量子 数 和 g 因子 值 。 


8. 2-5 原子 的 磁 直 和 磁化 泰 
将 原子 在 恒定 均匀 磁场 B 中 的 能 量 写成 
E=E,—M: Bt (8. 2-26) 


式 中 M 为 原子 的 固有 磁 矩 , yo 是 真空 磁 导 率 ,$ 称 为 原子 的 磁化 
率 , 它 对 应 于 原子 还 附加 有 一 个 由 磁场 感 生 的 磁 滤 
M'=5 父 (8. 2-27) 


设 氧 原子 及 类 氧 离子 处 在 弱 磁 场 中 ,磁场 方向 党 > 轴 。 体 系 的 
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4 
全 4 
E213 


| 
， 2 
Ez 


1/2 
中 一 TD Th 
2 z —1/2 


0. 365cm— "| 
| | 
0 一 xix ot 

| 


Pr 


好 一 tr of ot 
图 8. 2-4 所 原 子 2pw-1sgcs 和 2ps-1sys 光 谱 线 的 及 和 常 塞 受 分 裂 


哈密 顿 算 符 且 式 (8. 2-1) 中 不 再 略 去 逆 磁 项 。 应 用 非 简 并 情况 的 
定 态 微 扰 论 求 原子 的 能 量 近似 表示 式 ,有 


EFE= EE, 二 < nism,| CL, 十 29.) Inlsjim; > 
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D; 
和 -17.18m :一 一 | 
| { 
| | 
~ + 
0 I soniaotot 
和 3 LD | | 下 
HT Cem-1) 时 和 
”SS SO JT OT 
j | | 1 


图 8.2-5 钠 原 子 D; 和 D; 线 在 3 特 斯 拉 磁 场 中 的 反常 赛 曙 分裂 


ppm BL + 2 alsjm; > 1 
十 2 EE 
mi fm 
2 nn2 : 
+ < nlsim | Cz + y) nlsim, > (8. 2-28) 
B,, ,ue _ / 
丰 第 三 项 是 信 拓 项 726) 对 原子 能 有 的 二 级 修正 页 


于 是 ,可 得 氧 原子 及 类 和 毛 离 子 在 定 态 |nisjmj; 之 下 的 磁 矩 一 5。 其 
中 ,固有 磁 矩 由 式 (8. 2-19) 和 式 (8. 2-23) 知 为 


1 一 一 2 < nlsjmlL, 十 2S, [nlsjim; > 


Ep, 


BuisjtHBm; (8, 2-29) 
gw 因子 由 式 (8. 2-24) 所 示 ,ps 是 玻 尔 磁 子 。 磁 场 感 生 的 磁 算 


M.=— 2(2 > Di sj mb 十 29， [alsjm, 四 
nfm, 


a 


Af 


一 2 人 之 nls jm |x + ylnisjm;>B 


(8. 2-30) 
上 式 中 的 第 二 项 对 于 原子 的 任 一 定 态 而 言 都 是 负 值 , 故 称 所 (z: 
十 %%) 项 为 着 磁 项 。 


讨论 所 原子 及 类 和 氢 离 子 在 基态 (n=1,1=0,j 二 志 ) 下 的 情况 。 
原子 的 固有 磁 矩 就 是 电子 的 自 旋 磁 矩 ,其 大 小 等 于 玻 尔 磁 子 pe 
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到 向 顺 着 或 着 < 轴 方 向 。 设 单位 体积 内 有 个 原子 , 则 在 温度 
为 的 扫 平 仪态 下 的 磁化 强度 为 (对 于 “人 Ts1 的 情况 


M= Nus E EE _ Ny (8.2-31) 


ex es 
于 是 得 到 一 个 原子 在 基态 下 与 温度 有 关 的 顺 磁 磁化 率 


aCM/N) A 
三 磁 二 As 3B 一 /0 A 六 (8, 2-32) 


在 室温 了 二 300K 下 具体 算得 mx 二 2. 6X 10-? 米 ?。 感 生 磁 矩 M。 
式 (8. 2-30) 中 的 第 一 项 为 顺 磁性 磁 矩 ,但 是 对 于 所 原子 及 类 氢 离 
子 在 基态 下 它 等 于 零 , 这 是 由 于 式 中 

1 


< nl 31 7 [ 志 十 29 .11 O 阿 本 7124 1 > 


-二 (2m 广 一 0) < nsy mm; i1 0 光 nmi, > 二 0O 


因为 两 个 不 同 的 态 矢量 相互 正 交 。 故 一 个 原子 在 基态 下 与 温度 无 
关 的 顺 磁 磁化 率 


aM 
和 一 A 一 J 二 0 (8. 2-33) 


感 生 磁 矩 M' 式 (8. 2-30) 中 的 第 二 项 为 逆 磁 性 磁 矩 


> 
Ma 一 一 <<10 言 言 思 | 王 十 0 到 于 吧 >> 


一 一 | RiCDrdr| | og 
e2 Qs、, 
= 2 ? (8. 2-34) 
得 到 一 个 原子 在 基态 下 的 逆 磁 磁化 率 


9AY ea 
?地 磁 ~- ~ (2:Y)? 
6 浊 磺 fat 3B /0 2 了 ) 


)2sinsbdpdQop 


一 一 50 xX 10-3 六 米 : (8. 2-35) 
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由 逆 磁 项 全 (zx' 十 六) 产生 的 原子 感 生 逆 磁 性 磁 短 Mogg 式 
(8.2-34) 也 可 以 等 效 地 理解 为 源 于 原子 内 存在 逆 磁 电流 密度 

了 泛 磁 电流 一 -SAlYiwlr) | (8. 2-36) 

它 由 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 的 几率 流 密度 式 (8. 1-10) 的 第 二 项 

一 人 4Y 于 给 出 。 事 实 上 , 取 4 一 村 BXr, 再 由 直角 坐标 系 变换 到 

球 极 坐标 系 , 即 由 


A=(4,,4,,4.)=( 一 志 By, Bz,0) 


变换 为 
A=(A,,As, Ay)=(0,0,5Brsing) 
有 - 
7 省 二 电流 p 一 一 (CF Brsing) Sie (8. 2-37) 
则 类 似 于 4.2 的 4.2-4 段 中 的 讨论 ,得 到 
My 区 = jsdx 一 | masinzgjanda 
一 一 (9 ) Ca), | rsinzge -erdbdr 
__ el( - 
一 on ZI BP (8. 2-38) 
最 后 简略 指出 一 点 :如 果 原 子 所 处 的 磁场 非常 强 , 以 至 于 体系 
_ 2 p2 
的 哈密 顿 算 符 厅 式 (8. 2-1) 中 道 磁 项 所 2 (z2 十 交 ) 不 但 不 能 略 去 ， 
而 且 不 能 视 为 微 扰 项 , 则 原子 的 能 级 结构 呈现 混沌 现象 。 


3 8.3 恒定 均匀 电场 中 的 原子 


原子 在 外 电场 中 , 定 态 下 其 固有 电 偶 极 矩 与 电场 有 耦合 作用 。 
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此 外 ,原子 在 被 电场 极 化 后 ,电子 位 置 的 几率 密度 分 布 也 会 发 生 是 
变 。 于 是 定 态 的 能 量 有 改变 ,并 且 原 子 在 被 电场 极 化 后 定 态 能 量 的 
改变 会 随 着 表征 定 态 波 函数 的 轨道 磁 量 子 数 m 的 绝对 值 的 不 同 
而 有 不 同 ,原子 在 外 电场 中 能 级 的 分 裂 导 致 光谱 线 的 分 裂 , 这 种 现 
象 称 为 斯 塔 克 (J. Stark) 效 应 。 实验 观测 斯 塔 克 效 应 比 观 测 塞 曼 效 
应 困难 ,原因 是 实验 中 需要 建立 足够 强 的 电场 ,而 在 普通 的 放电 管 
中 由 于 气体 高 度 电 离 而 有 很 大 的 导电 率 , 难 以 维持 很 强 的 电场 。 
1913 年 斯 塔 克 用 他 设计 的 实验 装置 首次 观测 到 氢 原 子 在 电场 ( 强 
度 为 10 一 10' 伏特 / 米 ) 中 巴 耳 末 线 系 光 谱 线 的 分 裂 。 氢 原子 和 类 
氢 离 子 在 电场 中 光谱 线 分 型 后 分 线 之 间 的 波 数 差 与 电场 踢 度 的 大 
小 成 正比 ,而 碱 金 属 原 子 光 谱 线 分 线 之 间 的 波 数 差 与 电场 强度 大 
小 的 平方 成 正比 。 它 们 分 别称 为 线性 斯 塔 克 效 应 和 平方 斯 培 克 效 
应 。 


8. 3-1 线性 斯 塔 克 效 应 


讨论 在 外 恒定 均匀 电场 中 的 氢 原 子 和 类 和 氢 离 子 。 设 电场 强度 
E 的 方向 沿 > 轴 ,E= (0,0,e)。 在 式 (8.1-62) 中 ,py 是 电子 的 折合 质 
量 ,g$ 取 为 


Ze 
9f 一 一 deor (Ter)*E 
Ze 


又 设 外 电场 足够 强 , 以致 于 式 (8. 1-62) 中 电子 自 旋 一 轨道 运动 而 
合作 用 等 最 后 三 项 (托马斯 项 、 索 末 菲 项 和 达尔 文 项 ) 可 以 略 去 ( 例 
如 , 氢 原 子 能 级 的 精细 结构 裂 距 AE, 由 式 (7. 3-29) 所 示 ,n 二 2 能 
级 的 裂 距 AK, 二 4. 53X10 电 子 伏特 ,对 于 很 大 的 能 级 AE 与 
na: 成 反比 ,而 原子 电 偶 极 矩 与 外 电场 耦合 作用 的 数量 级 为 eeao 全 


0.53X10-le 电子 伏特 , 式 中 外 电场 强度 的 大 小 以 全 为 单位 ， 
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帮 若 e>>10 全 他 ,后 者 就 大 于 前 者 )， 于 是 体系 的 哈密 顿 算 符 为 


有 2e 
ZL 47reor 


将 上 面 五 he eez 项 视 为 微 扰 项 。 这 是 因为 在 原子 范围 内 ,这 一 
项 与 式 中 一 2 项 相 比 ， 大 小 的 数量 级 为 


十 egEz (8. 3-2) 


A rr 


~ -12€ ~ 
7 全 2X10-2 三 (8. 3-3) 


47reoao 
可 以 看 出 ,即使 外 电场 强度 的 大 小 。 达 10 全 全 ,上 式 的 数量 级 约 
为 10“*。 因 而 可 将 卫 式 (8. 3-2) 写 成 


B=BH,+H (8. 3-4) 
其 中 H'=eez (8. 3-5) 
为 微 扰 项 ; 
2 Te 
Sb (8. 3-6) 
它 的 本 征 值 谱 ( 仙 值 部 分 ) 
Ze’ 


E 一 1 = 2， 3 


(4reo)2a .722 
由 式 (4. 3-4) 所 示 , 相 应 正 交 归 一 化 本 征 矢 量 组 取 为 (1zzmrzszt 盖 | 
(因为 算 符 五 。 及 丑 ' 均 与 电子 自 旋 无 关 )。 下 面 , 应 用 定 态 微 扰 论 
来 求 出 原子 在 外 强 电场 中 定 态 的 能 量 近似 值 和 近似 波 函 数 。 
所 了 和 关 氢 译 了 尖 太 的 能 是 一 很 作 下 们 全 于 第 生 
能 级 E1 只 相应 于 定 态 1100 51m:> Cm 一方 , 一 己 ) ,矩阵 元 
<100 Fm; |eez |100 1 =<100|eez|100> Owm, 
而 : 
< 100leezl100 >= ee | | ivr)reosbyproor) rdrsinGdody 


= 0 (8. 3-7) 
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因为 |giw(r)1z 是 奇 函 数 。 因 而 , 基 能 级 £1 计 至 一 级 修正 没有 分 
发 也 没有 位 移 。 
下 面 计算 激发 态 的 能 量 一 级 修正 值 、 先 具体 讨论 第 一 激发 能 
级 (一 2) 
EY—— 0 Be (8. 3-8) 
的 情况 ， 它 相 应 有 8 个 简 并 态 Ta 态 拓 量 \|2lmsm， > 的 ” 轨 ; “运动 
部 分 在 坐标 r 表象 的 波 函 数 和 自 旋 部 分 在 S$ 表象 的 矩阵 分 别 为 
p200 Tr) son0 FD) poii (FD) sor) (8. 3-9) 


和 和 
1 0 
Ns co=| | , =| / (8. 3-10) 
0 1 


必须 应 用 简 并 情况 的 定 态 微 扰 论 来 计算 能 量 的 一 级 修正 值 和 正确 
的 零 级 近似 态 矢 量 。 由 定 态 微 执 论 中 的 久 期 方程 陈 47. 1-55) ,有 

det |H';,— EW6,|=0, [1 一 1, 28 (8,3-11) 
式 中 

H'’;=<$|eez|$,>, i,j=1,2,…,8 (8.3-12) 
是 微 扰 算 符号 ' 式 (8. 3-5) 在 了 刁 ,表象 (EB2 的 8 个 简 并 定 态 态 矢量 
张 成 的 子 空间 中 ) 的 第 i 行 第 j 列 矩 阵 元 。 基 矢量 在 人 r,9.) 共 同 表 
象 为 (参见 式 (3. 3-58) 和 式 (4. 2-44) : 


$1 二 fzo0 7 I Xls:) 一 一 -二 C (1 一 em ! 
$= poo lr) Xss(s,) 一 A Ee "eos | , 
p= fo (I) XY (5) 一 一 Ge Yinge | ， 
办 一 for Xs (3 ) 一 3 DEE)er msinge | ， 


$= Yoo0 Cr) Xs (5,), $s = Jorolr Xs (3,), 
418 


风 一 P21 FOX ys,) 9 fs -一 Pol—1 TOX. ys (5,) ， (8. 3-13) 
具体 计算 得 到 
1 1 


1， 一 工 工 [ee 二 二 
所 2 一 入 200 7 2 |eez|210 5 2 > 


_ | folr)eercosOgro rrisingdrdOdy 


=— 3e ~e (8. 3-14) 
并 且 有 
H'se=H’'6s=H'»n=H",, (8. 3-15) 
其 余 和 矩阵 元 刁 ';; 均 等 于 零 。 代 入 久 期 方程 式 (8. 3-11), 有 
一 ED ~—3e 学 e 0 0 0 0 0 0 
一 3e ~e 一 kf 0 0 0 0 0 0 
0 0 EY 0 0 0 0 0 
0 0 0 -ED 0 0 0 0 
det —0 
0 0 0 0 一 FE 一 3e 学 s 0 0 
0 0 0 0 一 3e e —Es? 0 0 
0 0 0 0 0 0 ED 0 
0 : 0 0 0 0 0 0 — Es 
(8. 3-16) 


解 方 程 得 到 第 一 激发 能 级 Ez 的 一 级 修正 


Gr, Ce - 
FE 0,0, 士 3e 7E (8. 3-17) 


将 每 一 个 E32” 值 代 回 方程 式 (7. 1-54), 可 以 求 出 相应 于 体系 能 量 
一 级 近似 Es ”十 E32” 各 个 值 的 正确 零 级 近似 已 归 一 化 态 矢 量 


E; =—0,0,+3e 


8 
到 (rs 一 2 Cplrss.) (8. 3-18) 
相应 于 恬 一 左上 BE2、 2 一 0, 有 
VO se) =on Cr) Xn, (5) m= — 方 〈8.3-19) 
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和 
i (r Sz) — ol_1 (r)Xm (se) Mm 5 9 一 
相应 于 EE” 二 十 3e Ye, 有 


] 
V2 


1 i _ 
1 一 7 ， 2 (8. 3-21) 


VV (r,s,) 一 [WooCr) Pail0 C7) J Xm (ss) ? 


相应 于 E49 = 一 3e 忒 e, 有 
Wor,3s,) = -二 [fem + parolr) IX (ss) ， 


= 二 
可 以 看 出 , 氢 原 子 和 类 氢 离子 在 电场 中 第 一 激发 能 级 2 计 人 一 级 
修正 后 分 裂 为 3 个 等 间距 的 子 能 级 ,如 图 8. 3-1 示意 , 子 能 级 的 间 


中 正比 于 电场 强度 的 大 小 e。 外 电场 使 原子 能 量 &; 的 简 并 部 分 地 


p> (p200— P2100 Xm, 
” /2 
n= 二 2 / mm 二 十 ] 


Te 
能 级 8 重 简 并 : 、、 


i=0,m 二 0,m; 二 十 1/2 、\ 
:一 1 一 0, 士 1], mm 一 士 172 


ol Xe 一 士 1/2 

、\ m=0 可 
V2 
图 8.3-1 和 氢 原 子 * 一 2 能 级 的 线性 斯 塔 克 分 发 

解除 ,轨道 角 量 子 数 /二 1、 磁 量子 数 区 二 土 1 的 态 gz (Cr)Xm (sz) 利 

pa-1《r)Xm (se) 保持 对 能 量 &2 简 并 ,而 i=0 和 1.m=0 的 态 


faoo CF) Xn Css) 和 Jzio Cr) Xm (s。) 看 加 成 痢 的 态 -7 


yao(r) 干 oo(r)]Xo(s-), 相 应 于 两 个 不 同 的 子 能 级 二 3e 学 e. 


氢 原 子 和 类 和 氢 离 子 的 定 态 能 量 E 对 角 量 子 数 ! 简 并 ,使 得 有 相同 
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(fz00 p2101 Xm, 


量子 数 n 和 m 而 不 同 ! 的 定 态 可 以 全 加 成 新 的 定 态 ,它们 由 所 谓 
正确 的 零 级 近似 态 矢量 描述 。 

类 同 于 上 面 的 讨论 ,可 以 求 得 原子 在 电场 中 第 二 激发 能 级 E 
的 一 级 修正 ,这 个 能 级 在 计 入 一 级 修正 后 分 裂 成 5 个 等 间距 的 子 
能 级 : 


E; 一 E+ Es" Fo, 
. ’ 3 3 (4xeo)18a,” 
EW =0, 士 了 e Ze, +ge Ye (8. 3-23) 


相应 的 正确 零 级 近似 已 归 一 化 态 矢量 分 别 为 ， 
下 3 -一 0, VV (r,s,) 一 1 (Cr Xm C52) 322 TI Xm (5.) 、 


) z 
[~ 2 fo 7) — Yaoolr) Xn (sc) (8.3-24) : 


EY = > Ze, 


VV (r,s,)= 1 Fn) 一 p32 7) Xm (se) 、 
] 
一 一 [LV Cr) — p31) Xm (3S (8. 3-25) 
Fi 1 43 -1 ] ， 
a 


;3 二 2 EE 
2 ° Z 


VY (r,s,)= - 方 Cys Cr) 十 air) J Xm (se) 、 


-Car + pas 17) IX, C51) (8. 3-26) 
Es"= 二 9e ee, 
] | 
/3 ") 十 /fat 


1 
V6 


VV (r,s,)= | 一 


faz0 C7) Xm (52) (8. 3-27) 
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、 a 
EF" 一 一 9e ee, 


人 
YY (r,s,)= (— ylr) 一 yr) 
/3 V2 
— Er) Xo, so) (8. 3-28) 


同样 可 求 得 原子 在 电场 中 更 高 激发 能 级 由 一 级 修正 而 分 裂 成 的 子 
能 级 。 分 裂 总 是 等 间距 的 , 子 能 级 的 间距 正比 于 电场 强度 的 大 小 
<。 
氧 原子 和 类 和 氨 离 子 的 光谱 线 因此 发 生 分 裂 , 分 线 之 间 波 数 差 
6v 显然 也 与 电场 强度 的 大 小 e 成 线性 关系 。 图 8. 3-2 示 出 氢 原 于 
光谱 巴 耳 未 线 系 第 一 条 谱 线 ( 妃 。 线 ) 的 线性 斯 塔 克 分 裂 。 所 对 应 的 
能 级 之 间距 迁 须 满足 电 偶 极 辐射 选择 定 则 [ 见 式 (7. 3-3175: 
Am 二 0、 土 1， Am,=0 (8. 3-29) 
由 此 可 知 , 氨 原 子 在 电场 中 已 。 线 应 分 裂 成 15 条 分 线 , 其 中 7 条 
是 对 应 于 Am 二 土 1] 跃迁 的 称 为 o 线 ,8 条 对 应 于 Am 二 0 的 跃迁 ， 


pil 


~ i 
> 1 
~、、 
0 


1 
由 
WP 
Tier 
be 


一 一 一 上 
-一 训 呈 


0 线 
T 线 
8. 3-2 ”和 氧 原 子 光谱 五 。 线 的 线性 斯 塔 克 分 裂 


称 为 z 线 。 但 实际 上 ,图 中 两 侧 的 6 条 分 线 强 度 很 思 , 不 久 观 宗 , 通 
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第 只 能 观测 到 9 条 分 线 (3 条 5 线 和 6 条 线 )。 由 于 和 毛 原 子 在 电 
场 中 基 能 级 不 发 生 分 裂 , 所 以 赖 曼 线 系 的 光谱 线 分 裂 成 的 分 线条 
数 相对 地 少 些 ,第 1 条 谱 线 (Lya 线 ) 分 裂 成 3 条 分 线 ( 一 条 e 线 和 
两 条 基线)， - 


8.3-2 平方 斯 塔 克 效 应 
现在 讨论 在 外 恒定 均匀 强 电 场 中 的 碱 金属 原子 。 算 符 玖 。 式 
(8. 3-6) 改写 为 
Hs=£ +V 0) (8. 3-30) 
x 
式 中 V(r) 是 原子 中 的 价 电 子 在 原子 实 势 场 中 的 势能 算 符 , 假 定 势 


场 是 中 心 场 ,但 不 会 是 点 电荷 的 库仑 场 , 算 符 及 , 的 本 征 值 E2 由 
和 1 两 个 量子 数 表征 ,相应 的 归 一 化 本 征 矢量 记 为 |nlmsm, 之 ,可 


见 能 量 £9% 有 2(21+1) 度 简 并 Cm 一 1,1 一 1,…, 一 13s 二 序 而 mn, = 
让- 和 
碱 金属 原子 在 微 扰 项 H' 式 (8. 3-5) 作 用 下 任 一 定 态 (包括 基 
态 和 任意 激发 态 ) 的 能 量 En 的 一 级 修正 值 都 等 于 零 , 这 是 因为 , 简 
并 情况 定 态 微 扰 论 的 久 期 方程 式 (7. 1-55) 中 矩阵 元 
<$ iHE|I$> = <nim’ sm |B' {nimsm,> 
=ee<nlm’ |z|nlm> Omm 


而 <nm lzlnim>= | (r)rcosOg (Cr)r2zdrsinbdodp 
一 | Bs Cr)ridr Niw Nin| Pr (cosO)P? (cosb)cosbpsinbd6 
2 
-| ei™ mpdo 
0 


1 / 
一 所 r >uuNE| CP Id ” 2A Om 


_ 0 (8,. 3-31) 
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式 中 已 经 记 cos0= 二 和 


六 Rr (rrR rr dr = rn (8. 3-32) 
0 
Nm 是 球 谐 消 数 
Yn (0,0)—=NinPr (cos0O)e™r 
的 归 一 化 常数 
nD DU—m)1y’ 
Nm=—(—1)" [~ rm) (8. 3-33) 


托 阵 元 过 nim' |z|nim 放 式 (8. 3-31) 等 于 零 是 由 于 式 中 LP” (4) 2 
是 奇 函数 。 事 实 上 , 碱 金属 原子 的 定 态 能 量 Ew 对 角 量 子 数 ! 已 经 
解除 了 简 并 ,不 同 角 量 子 数 / et 
新 定 态 ,原先 的 定 态 态 矢量 就 是 正确 的 零 级 近似 态 

下 一 步 求 碱 金属 原子 定 态 能 量 已 0 二 级 修正. 实用 从 并 情 况 
的 定 态 微 扰 论 , 久 期 方程 式 47.1-55) 中 乍 阵 元 

< IH@l$> = nm’' sz [IB’'RH’ [nimsm,> 

<nm’'sm’' | DB' Tn" "mm’ > Wm IH' |nimsm,> 


wh Ey, — FE, 
/| < pi ， Im> 1? 
?ed wnbnm, 27 lcmléluin> | 
利用 关于 缔 合 勒 让 德 多 项 式 的 递 推 公 并 
m/s 《十 Ma m 十 1 
CP7' (6) 一 一 元 直下 全 (0+ tl 77 P71(5) 《8. 3-34) 
和 缔 合 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 归 一 性 表示 式 
1 Dn /ps Dm 2 二 1m) 1 
| PzCoP (Dd = tr DO id (8. 3-35) 


则 上 式 中 的 矩阵 元 
nmlzilnlm > 


一 | RDrR9Pradr 
0 
。 IAN N | PFCcosb)Pr (coso)cosbsingdl 
0 
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加 12 _ 2 7 1)2— m2 
一 < 六 > | Or 十 (Ct gn) 
因此 能 量 二 级 修正 
[:— m’ > <r > ?lal 


Et, — ee’ yr 


Es 一 Ed 
C+ 1 一 mm 二 
tT i 8. 3-30) 
与 磁 量 子 数 的 平方 也 有 关 。 其 中 ,一 0 能 级 的 一 级 修正 为 
En = 3e es :2 家 《8. 3-37 ) 
于 是 , 碱 金属 原子 在 电场 中 定 态 能 量 的 二 级 所 近似 式 为 
E ni ln | EV TO Es (8. 3-38) 


可 知 能 级 Ew 分 裂 成 十 1 个 子 4m 
能 级 , 子 能 级 的 间距 与 电场 强 2- 
度 大 小 的 平方 成 正比 ;其 《 


中 ,/ 二 0 的 能 级 Ewo 不 发 生 分 一 
裂 , 但 有 位 移 , 位 移 的 程度 也 与 
e 成 正比 。 


由 此 , 碱 金属 原子 在 外 电 
场 中 光谱 线 将 发 生 分 裂 ,分 线 4 ; 
之 间 波 数 差 吕 也 与 电场 强度 
大 小 的 平方 e 成 正比 。 按照 电 
偶 极 辐射 选择 " 定 则 式 ,ol 

的 平方 斯 塔 克 分 裂 

另 一 条 是 r 线 ;第 二 辅 线 系 的 
情况 同 主线 系 的 一 样 ; 但 是 第 一 辅 线 系 的 每 一 条 光谱 线 分 裂 成 5 
条 ,其 中 3 条 是 o 线 , 另 2 条 是 x 线 。 如 图 8. 3-3 所 示 。 
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8.3-3 原子 的 电 偶 极 短 和 电极 化 率 
将 原子 在 外 恒定 均匀 电场 中 的 定 态 能 量 写成 
E=E,.-D: 6 一 六 ae 十 … (8. 3-39) 


式 中 :D 是 原子 的 固有 电 侦 极 矩 ;a 称 为 原子 的 电极 化 率 , 它 对 应 
于 原子 还 附加 有 一 个 由 电场 感 生 的 电 侦 极 十 

刀 一 aE (8. 3-40) 

首先 讨论 在 强 电场 中 的 氨 原 子 和 类 和 氢 离 子 。 设 电场 的 方向 镶 

z 轴 。 由 本 节 8. 3-1 段 所 述 知 , 原子 基态 能 量 的 一 级 修正 £1 一 0， 

表明 原子 在 基态 干 没有 固有 电 侦 极 符 。 第 一 激发 能 级 的 一 级 修正 


(1) dp om x 
bh; 0,0,+-3e Fe 3e 77“， 


分 别 表 明 原 子 在 态 pz Cr) 
X+w%w(5z) 各 态 ol-1 (Cr) Xi (sz) 
下 没有 固有 电 偶 极 矩 ,而 在 态 


| yzo0 Cr) 一 %210 (rr) | 


一 广 werto + fo ) 


了 
V2 
X+%ss ) 下 具有 畴 有 电 偶 极 逢 ， 

其 大 小 为 3e 和 方向 逆 zx 轴 方 


向 , 在 态 - 记 [yo (7) + 


Jzio《r) Xx+w(s:) 下 也 有 固有 电 图 8. 3-4 和 氢 原 子 在 电场 中 在 态 

偶 极 矩 ,其 大 小 为 3 入 但 方向 于 Com 二 yoo) 下 具有 

顺 = 轴 方 向 。 原 子 内 的 电子 在 因 丰 电 侦 极 矩 示意 图 

态 - 亏 [gmC) 二 se(r)] 下 坐标 几率 密度 的 分 布 如 图 8. 3-4 示 

意 ,可 以 看 出 原子 内 负电 荷 的 重心 不 在 核 处 。 原 子 具 有 大 小 为 3e 

池 、 方 向 道 或 顺 着 外 电场 方向 的 固有 电 侦 极 矩 , 故 原子 与 外 电场 耦 
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Fb 二 yoi0) 


合 有 附加 能 量 士 3e 2#e。 同 样 , 可 以 讨论 原子 在 更 高 激发 态 下 的 情 
况 . 
现在 来 求 氢 原子 和 类 氢 离 子 的 电极 化 率 。 具 体 的 计算 中 设 原 


子 处 于 基态 。 原 子 基 态 的 能 量 二 级 修正 为 
S) ;|<<100sm! |eez |nimsm,>|’ 
lm, FE 
及 外 >0 
式 中 , 右边 的 求 和 之 "不 包括 基态 ,但 注意 应 该 包括 对 应 于 能 量 
已 大 于 零 的 所 有 自由 定 态 。 乞 阵 元 
< 100sm! |eez |nlmsm, > 
= ee < 100|z|nalm > wn (8. 3-42) 

精确 计算 Ei” 式 (8. 3-41) 比较 繁琐 ,但 是 可 以 作 近 似 估计 。 一 方 
面 ,因为 谎 <Eo(z>>1), 故 天 2<0, 有 


/| > 2 
已 (2) 一 一 e263 >, | | < 100sms elmmsm, > | 
n 1 


El!” 一 (8. 3-41) 


Mmm 


及 E>0 
ee ， ， 、 
> oe 2 << 100sm; lz {nimsm, > 
及 E>>0 
“< nlmsm, |z| 100sm: > 


一 一 去 一 到 2 < 100sm; |z [nimsm., > 
及 本 >0 
.< nlmsm, |z|100sm’ > 


2E 
一 一 布 后 < 100sm’ |z?|100sm’ > 


pe’ ] ~, 
oy i < 1001 天 1100 > 


式 中 已 经 用 到 式 (8. 3-31) 和 基 矢 量 组 的 完备 性 表示 式 
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2 [nimsm,> nimsm, | = 1 


及 配 一 0 


式 中 求 和 包括 了 正 能 量 的 自由 定 态 。 青 利用 式 (4. 3-4) 和 可 以 
通过 具体 计算 得 到 的 表示 式 


< < > n,n! = | R。 (rr)r’R,, Cr)ridr 
0 


_ mi[5m +1— 3 + la 


5 (2 《8. 3-43) 


<10017?|100>=<r>iow=3( 学 )?， 


E>— 8 (4ne) 0 


万 一 方面 ,如 采 Ei” 式 (8. 3-41) 右 边 求 和 号 下 只 取 一 项 ,有 


9) ;| 之 nimsm,lz|100sm’ > |? 
EW=— ee p> A- 
及 E>0 
0 ,| 三 n10|z|100 守 上 
和 和 E' 加 El 
| 过 210|z|100 守 | 
~ | 
式 中 已经 用 到 


<nim|z|100>=0, 蕊 [1 关 1 
再 计算 出 


、 oo ffxi2rx . 
< 210|z|100 计 = | | | Paor)rcosOgioo Cr)7r2drsinbdbodp 
Ov Ovo0 | 


= 4V3(S):? 
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Bo< 一 天 [号 (4reo)2e] 
综合 上 述 两 方面 ,得 到 


—2. 67 C4re) Ee < ED — 1, 48 (hes) Se (38. 3-44) 


Zt4 
1957 年 , 贝 特 (H, A. Bethe) 和 萨 波 特 (E.E. Salpeter) 给 出 精确 计 
算 的 结果 为 


2 
Ef =— (Anen) Ge =—3. 71X10-4 所 焦耳 (8. 3-45) 


于 是 , 氧 原子 和 类 氢 离 子 基 态 能 量 的 二 级 近似 为 
FE, 之 E+ E+ Er 

___ 2 

(déeo ) 2a, 


由 此 看 出 ,原子 在 外 电场 中 基态 能 量 没有 分 裂 而 是 移动 了 量 E42。 
这 个 量 很 小 ,对 于 氢 原 子 (Z 二 1) 来 说 , 当 电场 强度 。 一 10 ! 污 ,有 
有 2 一 一 3.71X10 焦耳 三 一 2. 32X 10- 电 子 伏特 。 这 个 量 是 与 
电场 强度 的 平方 e 成 正比 的 。 


氧 原子 和 类 和 氧 离 子 在 基态 下 的 电极 化 率 由 比较 式 (8. 3-39) 和 和 
式 (8. 3-46) 得 为 


FF 
7 42X10742° 4 法拉， 米 - 


9 dp ; 
十 0 一 天 (4Teo) 也 (8. 3-46 ) 


全 一 一 


(8. 3-47) 
同 理 , 由 应 用 简 并 情况 的 定 态 微 扰 论 计算 原子 激发 能 级 的 二 级 修 
正 可 以 求 得 原子 在 各 个 相应 激发 定 态 下 的 电极 化 率 ， 其 值 一 般 来 
说 非常 小 。 
下 面 再 讨论 在 强 电场 中 的 碱 金属 原子 。 由 本 节 8. 3-2 段 所 述 
可 知 ,原子 在 电场 中 任 一 定 态 的 能 量 一 级 修正 值 都 等 于 等， 因而 堆 
级 能 量 E% 相 应 的 每 一 个 定 态 态 矢量 pwn(r)Xn,(s:) 都 是 正确 的 零 
级 近似 态 矢 量 , 可 见 原子 在 每 一 个 定 态 下 都 无 固有 电 偶 极 写 。 
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碱 金属 原子 在 定 态 下 的 电极 化 率 表 示 式 可 以 直接 由 式 


(8. 3-36) 得 出 。 


8. 3-4 ”原子 的 场 致 电离 


实验 观测 到 , 当 外 电场 
， 增 至 非常 强 , 原子 光谱 线 会 
依次 消失 (例如 氨 原 子 光 谱 
巴 耳 末 线 系 中 已; 诸 线 比 
Hs 诸 线 消失 得 早 , 已 s 线 又 
比 Hy 线 消 失 得 早 , 等 等 )， 
电子 会 从 原子 中 脱离 出 来 。 
这 称 为 原子 在 外 电场 作用 下 
的 电离 现象 。 

这 个 现象 可 以 解释 如 
下 .具体 以 迄 原 子 为 例 , 设 外 
电场 方 回 沪 > 轴 , 原子 的 总 
热能 由 式 (8. 3-2) 知 为 


© 
Vs= 一 一 一 一 十 eEz 


、 47rel7r 


(8. 3-48 ) 


V (x,y,z) 


/ 、\ 
/ 
/ \ 
/ 
~ /NN 


/ 
/ 
1 


/ 
小 
&/ 


/ 
/ 
/ 

人 


2r? 


4re, A fT 十 yi 十? 


图 8. 3-5 氢 原 子 场 致电 离 的 原理 示意 图 


它 作 为 zx 的 函数 (固定 x 和 y), 其 曲线 的 形状 如 图 8. 3-5 中 实 线 
所 示 。 可 见 , 电 子 在 z 轴 的 负 方 向 上 遇 到 一 个 势 又 。 当 外 电场 不 十 
分 强 , 则 势 华 的 宽度 相当 大 并 且 高 度 也 很 高 , 故 电 子 穿 透 势 又 的 几 
率 近 于 零 , 仍 然 束缚 在 原子 内 部 ,电场 的 作用 只 是 使 原子 定 态 的 能 
级 和 态 图 数 受 到 微 扰 。 但 是 , 当 外 电场 非常 强 , 势 垒 就 会 变 得 相当 
铸 也 相当 低 ,处 在 高 激发 能 级 的 电子 就 有 较 大 的 几率 穿 透 这 个 势 
至 脱离 原子 (发 生 游离 ) ,而 不 一 定 通过 发 射 光 量子 跃迁 到 较 低能 
级 去 。 这 个 现象 是 隧道 效应 的 一 个 实例 。 奥 本 海 黑 
(J. Oppenheimer) 于 1928 年 首先 指出 了 原子 被 电场 电离 的 可 能 
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习 题 
8-1 带电 荷 g 的 粒 于 在 恒定 均匀 磁场 中 运动 处 于 定 态 gmp_(T)( 见 本 书 
例 8. 1-1), 求 电流 密度 。 
管 :jp 一 0, 放 一 famp, C7) |? ,jp= (2 一) [fomp, Cr) 
8-2 ”带电 荷 9 的 平面 转子 置 于 恒定 均匀 磁场 妨 中 ,有 的 方向 垂直 于 转 
子 运 动 的 平面 。 求 
(1) 体系 定 态 能 级 的 表示 式 ; 


(2) ”体系 的 磁 矩 和 磁化 率 。 
mh aqmhB ql1B’ 
管 :(1) FE, 二 7 2 二 


(2) 磁 矩 M. 一 一 22, 磁化 率 X 一 一 人 


8-3 内 电荷 的 三 维 各 向 同性 漠 振 子 轩 于 但 定 均匀 相声 中 求 
(1) 体系 定 态 能 级 的 表示 式 ; 

(2)” 弱 磁 场 情况 下 的 体系 基态 磁化 率 。 

答 : 采 用 柱 坐 标 系 ,z 轴 沿 磁场 方向 , 取 4 一 志 BXr， 

(1) 有 定 态 波 函 数 

Pr mn, = Nfn nsCo)emrg (z) ,ns=0,1 ,2 一 0 士 1, 士 2 


相应 能 量 


Em, — — dg + RA| 二 入 入 2m 十 |m| 十 1 十 hams 十 字 ， 


(2) 二 级 的 量 了 数 为 号 On 二 0, 在 明志 情况 下 有 
中 IB We qiB? , gq 六 
一 一 一 过世 , 二 F000 二 8 2 ’ 


= — 
8-4 站 9 了 在 中 必 雪 7(r) 中 运动 ,体系 置 于 恒定 均匀 磁场 
8 中 ,哈密 顿 算 符 为 


他 = 总 pr “B+ (xm 十 至 十 了 Cr) 


试 在 强 磁场 极限 情况 下 ,对 于 库仑 势 场 V (7) 一 一 志和 , 求 体系 基态 能 量 . 
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可 a a a p2 十 p? 间 2 
答 :i 一 9 —P: 到 Ea 2 
:i H=Hot+H,Ho a 2 7 BToBXr) ， 
有 
Pog lp1P = hl2nst ln) — Tm gm (ps 00 = 


由 

HY¥(p, 9p,2) 一 正业 4005 二) 
在 外 强 磁 场 极限 情况 下 近似 有 

Vp, pz) hy (p,9) f(z) 


得 f(z) 满 足 方程 
p: , 
[+V,z) ]f (2)=E flz) 
式 中 
V,(z) = | were VCP + xz*)odpodoy 


体系 能 量 一 -oo(2mp 十 | | Tarmt1 )+E 


对 于 氧 原 子 ,V (7) 二 一 < ， 体系 在 基态 下 ， 


47Eo7- 
Pom (P,P) 二 = Nomiexp| 一 (5 了)]eo 
=( 计 )% < 一 La ji 
式 中 a 一 (GB) |Wonbp,9)1p 在 p 二 [C21m| 二 1) 而]4p" 处 有 尖锐 的 几 
值 。 用 2, 蔡 代 变量 p, 则 


V,(z) ~ 


6 e? 


”402 十 到 一 drelto, + 21) 


求解 关于 f(z) 的 方程 得 


已 一 一 过 [zlo (四 pm 作 ao( 玻 尔 半径 ) 
， 2 a3 名 DO， 9 0 小 


2 BB 2 
Eu 一 Fhwollm| +mt 1) — Zillog ca ai 


Im| 二 1) 


号 万 hi? 区 | 
“2 pa 


对 于 类 所 离子 


Tp 2 


eB | | 
24 2pua? 
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必须 指出 ,这 里 若 将 一 长- 视 为 微 拓 项 ,应 用 定 态 微 扰 论 作 计算 失效 。 
8-5 自 旋 * 一 于 ( 自 旋 磁 矩 为 m)、 带 电荷 4 的 粒子 在 恒定 均匀 磁场 中 


(1) 体系 能 级 和 定 态 波 图 数 ; 
(2) 电流 密度 。 


答 :(] ) Erpm 一 人 


(zz 十 一 十 经 一 2p6 Bm 
(2) ) 一 六 十 六 ,其 中 第 一 项 由 是 8-1 求 出 ,第 二 项 等 于 
YX (Yt+yuoV) 
得 到 jss = js = 0， jse 一 一 2poms 55 on, (7) | 
式 中 广 与 产 分 别 表示 轨道 电流 密度 与 自 旋 电流 密度 。 


8-6 ”粒子 自 旋 s= 六 ( 自 旋 磁 矩 为 %), 在 中 心 势 场 V(r) 中 运动 处 于 
定 态 , 求 粒 子 在 坐标 零点 处 产生 的 平均 磁场 。 
管 :B(0) 二 425|y(0) | 
s-7 类 所 离子 处 于 基态 ,电子 轨道 运动 在 空间 不 产生 磁场 . 现 计 及 电子 


自 旋 , 求 电子 在 空间 产生 的 平均 磁场 。 


_ BJp0 ~ 3°*e nr 
答 ;B(0) 一 -3 和， 有 Cr) 和 


式 中 p=ps5,5 是 5 在 电子 自 旋 态 下 的 期 望 值 ， 
8-8 ”两 个 自 旋 := 方 的 粒子 置 于 恒定 均匀 磁场 B 中 ,磁场 方向 沿 = 轴 。 


体系 的 哈密 顿 算 符 为 
n -一 B (ao,, 十 A202 ) 十 bo . 0,， 《al 尖 as) 


(1)” ”如果 磁场 B8 很 弱 , 应 用 定 态 微 扰 论 求 体系 能 级 至 二 级 近似 ; 
(2) 反之 ,如 果 很 小 , 求 体 系 能 级 至 二 级 近似 ; 

(3) “与 体系 能 量 本 征 值 的 精确 结果 比较 (参见 习题 6-14)。 

答 : (1) Ei 二 6 十 (a 二 azs)B+0, 无 一 p 一 (ai 十 as) 号 十 0， 


2 
Es=610+ (ee 8, E=—3bt+0— eB 


(2) El= (a 二 +a)B+o+i+d, FE,=— (a 二 a;) Bob+ 0, 
431] 


2 205 
(al 一 a7) 忆 (a) 一 &7 ) 也 


(3) EI =6+ (a+ta,)B, 下, 一 一 (al 十 as) B, 
开 ; 一 一 5 十 [452 十 (一 oa)2B2， E=—6b—a Ay+ (a—a)’B? 
8-9 在 平行 于 磁场 方向 观测 到 某 一 条 谱 线 的 正常 塞 曼 分 裂 中 两 相 邻 分 
线 的 波长 差 为 0. 40& ,已 知 磁感应 强度 为 2.5 特 斯 拉 , 求 零 场 时 该 光谱 线 的 
波长 。 
答 :4. 14X10A 
8-10 和 氢 原 子 在 0. 05 特 斯 拉 的 弱 磁 场 中 , 求 aaa 和 nds 态 的 吧 溃 塞 电 
分 裂 。 
管 : 士 3. 47ueV ,十 1]. 16pkeV; 士 8,68HpkeV , 士 5.21peV ,十 1].74peV 
8-11 锂 原子 光谱 主线 系 第 一 条 光谱 线 由 两 条 分 线 组 成 : 
包 二 6708, 00A ,= 二 6707,85A; 钠 原子 DD 线 由 D; 和 DD; 分 线 组 成 :1 二 
5895. 93A ,1 一 5889.96A ,将 原子 置 于 3 特 斯 拉 的 恒定 均匀 磁场 中 ,分 别 求 
上 述 谱 线 的 塞 曼 分 裂 。 
答 : 锂 :两 条 分 线 波 数 差 Ar= 0. 3336cm-!, 相 当 于 0. 41332 X10-4eV: 
而 在 3 特 斯 拉 磁 场 中 ,pasB=1.73651X10 4eV ,相当 于 1.40058cm- ;: 砚 3 特 
斯 拉 磁 场 对 于 锂 原子 来 说 是 强 场 , 锂 原子 在 3 特 斯 拉 磁 场 中 光谱 线 发 生 正常 
塞 螺 分 裂 ,分 线 波 长 移动 0、 士 0.630A 。 
钠 ; 两 条 分 线 波 数 差 A=17. 19135cm-: ,相当 于 21. 31470X 10-teV; 表 
明 3 特 斯 拉 磁 场 对 于 钠 原 子 来 说 是 弱 场 , 钠 原 子 在 3 特 斯 拉 磁 场 中 光谱 线 发 
生 反 常 塞 曼 分 裂 ,Di 线 分 裂 成 4 条 分 线 ,D; 线 分 裂 成 6 条 分 线 。 D1 线 的 4 条 
分 线 波 长 移动 十 0. 325A 、 土 0. 649A ,DD, 线 的 6 条 分 线 波长 移动 十 0.162A、 
十 0. 486A . 土 0.810A。 
8-12 和 氢 原 子 置 于 恒定 均匀 弱电 场 中 (斯 塔 克 分 裂 远 小 于 精细 结构 分 
裂 ) , 试 求 x 二 2 能 级 的 线性 斯 塔 克 分 裂 。 
答 :j= 这 子 能 级 没有 再 分 裂 ,j 一 直子 能 级 的 分 裂 : 土 ~ 3 ee， 


b= (gl—a;)B—b+ 也; 一 一 (al 一 CQ 有 一 六 一 
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第 儿 章 ”全 同 粒 椰 系 一 一 多 电子 鼠 李 


本 章 讨论 由 全 同 粒 子 组 成 的 多 粒子 体系 。 全 同 粒子 是 指 所 有 
固有 性 质 ( 静 质量 .电荷 、 自 旋 及 寿命 等 ) 都 相同 的 微观 粒子 .例如 ， 
多 电子 原子 中 的 诸 电 子 组 成 全 同 粒子 系 , 氨 分子 中 的 两 个 电子 和 
两 个 质子 分 别 是 全 同 粒 子 。 粒 子 自 旋 角 量子 数 s 等 于 零 和 正 整数 
的 全 同 粒 子 系统 称 为 玻 色 子 系 ( 遵 从 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统 计 法 ),* 等 
于 半 正 整数 的 全 同 粒子 系统 称 为 费 密 子 系 (遵从 费 密 - 狄 拉 元 统计 
法 )。 全 同 粒 子 系 遵 从 所 谓 全 同性 原理 ,由 和 它 引 出 体系 的 运动 状态 
流明 数 对 于 任意 两 个 粒子 交换 而 言 具有 对 称 性 。 这 作为 量子 力学 
的 第 五 条 假设 。 全 同 粒子 系 的 诸多 量子 特性 丝 源 于 此 。 

所 原子 及 多 电子 原子 是 两 个 及 多 个 电子 的 体系 。 计 及 多 电子 
体系 波 晴 数 的 粒子 交换 对 称 性 ( 属 反 对 称 ) ,再 在 独立 粒子 模型 的 
框架 内 , 计 人 电子 日 旋 并 且 应 用 角 动 量 的 耦合 理论 ,可 以 说 明 氮 原 
子 及 多 电子 原子 的 基本 性 质 。 

第 一 节 投 述 全 同性 原理 和 量子 力学 的 第 五 条 假设 ,出 介绍 独 
立 粒 子 模型 ,并 且 在 此 模型 的 框架 内 引出 全 同 粒子 系 (分 别 费 密 子 
系 和 玻 色 子 系 ) 的 具有 粒子 交换 对 称 性 的 定 态 波 图 数 形式 以 及 费 
密 子 系 遵 从 的 泡 利 不 相 容 原理 ,第 二 一 四 市 分 别 狗 述 氨 原子 、 多 电 
子 原子 的 电子 却 层 结构 和 多 电子 原子 的 态 与 能 级 。 最 后 第 五 节 介 
绍 X 射线 。 
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3 9.1 全 同和 粒子 系 波 函数 的 粒子 交换 对 称 性 


9.1-1 全 同性 原理 和 粒子 交换 对 称 性 


在 经 典 力 学 中 , 粒子 即使 全 同 仍然 可 以 分 辨 ,因为 粒子 运动 有 
轨道 ,可 以 借助 于 运动 轨道 来 区 分 。 但 是 在 量子 力学 中 ,微观 粒子 
由 于 运动 有 波 粒 二 象 性 ,如 果 全 同 , 则 认为 在 它们 波动 的 重生 区域 
是 完全 不 可 分 辨 的 ,这 就 是 全 同性 原理 ,也 称 为 全 同 粒子 不 可 分 辨 
性 原理 。 

依据 全 同性 原理 , 一 个 全 同 粒子 系 的 哈密 顿 算 符 对 于 任意 第 
i 和 第 7 两 个 粒子 交换 为 不 变 。 采 用 粒子 空间 坐标 和 目 旋 共同 表 
象 , 有 

Hlqis* ,gi Gir" GN st) 
一 Hlgj, gis sg" GN;t) (9.1-1) 
式 中 4 一 rs) 包括 一 个 粒子 的 空间 坐标 和 目 旋 坐标 。 引 人 任意 第 
i 和 第 j 个 粒子 的 交换 算 符 P;, 是 线性 厄 密 算 符 ,定义 为 它 作 用 于 
全 则 粒子 系 yo 炎 , 有 


P, i (qi "0 qn;t) 
= ¥(gqi,™ 94j9 "Gi sqN St) 《9. 1-2) 
将 Pj 作用 于 日, 有 


P,H (gi, ,gis "gj" NE 人 (9 ,Gi 9; Nt) 
二 H(giy ,gi qi NIV (qi qj *"* ,dis"** qn;t) 
注意 到 式 (9， 1-1) 和 和 式 (9， 1-2), 有 PHYV=HPiY ,得 到 


| [P;;, Hl]=0 (9. 1-3) 
这 表明 ,由 全 同 粒子 系 任 一 运动 状态 波 函 数 业 满足 的 莅 定 读 方 程 
访 地 更 一 局 (9. 1-4) 


苦 将 算 符 ;作用 于 方程 两 边 ,又 有 
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和 下 可 本 


hi Buy)=H(P,Y) (9. 1-5) 


P; 交 也 是 这 个 全 同 粒子 系 相应 一 个 运动 状态 的 波 函 数 。 这 称 全 同 
粒子 系 对 于 任意 两 个 粒子 交换 具有 对 称 性 。 

骨 依 据 全 同性 原理 ,还 可 以 进一步 认为 一 个 全 同 粒 子 系 的 任 
一 运动 状态 对 于 两 个 粒子 交换 物理 上 应 不 变 , 即 有 

P(g ET ET 
一 AV (gq , is 0; ,NS;t) (9, 1-6) 

式 中 4 为 肖 数 。 这 称 全 同 粒 子 系 的 运动 状态 波 函 数 对 于 任意 两 个 
粒子 交换 具有 对 称 性 。 上 式 正 是 两 粒子 交换 算 符 P; 的 本 征 值 方 
程 ,表明 全 同 粒子 系 的 任 一 运动 状态 部 是 两 粒子 交换 算 符 的 本 征 
态 。 将 P; 再 作用 于 式 (9. 1-2) 两 边 , 有 


P$=1 (9. 1-7) 
故 将 已 ,再 作用 于 方程 式 (9. 1-6) 两 边 ,就 得 到 算 符 户 ;的 本 征 值 
: A 二 土 ]， 《因为 六 =1) (9. 1-8) 


对 于 本 征 值 4== 十 1, 方 程式 (9. 1-6) 可 瑟 为 
PW (gq TY TY PT DE A EL A 
(9, 1-9) 
称 这 个 全 同 粒子 系 的 运动 状态 波 函 数 立 对 于 任意 两 个 粒子 交换 
为 对 称 [ 也 称 全 对 称 ， 全 " 意 指 粒子 交换 即 波 函数 立 中 两 个 粒子 
的 空间 坐标 和 自 旋 坐 标 9 二 《7,s,) 全 交换 ]; 对 于 本 征 值 4= 一 1, 方 
程式 (9.1-6) 则 写 为 
方丈 (9 ,gi gi GN) = — Vg ,gs gs ,qnst) 
(9. 1-10) 
称 这 个 全 同 粒子 系 的 运动 状态 波 函 数 对 于 任意 两 个 粒子 交换 
为 反对 称 (也 称 全 反对 称 )。 任 一 全 同 粒子 系 的 任意 运动 状态 波 函 
数 都 具有 粒子 交换 对 称 性 ,并 且 只 有 对 称 的 和 反对 称 的 这 两 种 可 
能 情形 。 由 式 (9. 1-3) 及 万 户 , 二 0 知 ,两 粒子 交换 算 符 户 , 是 全 同 粒 
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子 系 的 守恒 景 ,因而 ,一 个 全 同 粒子 系 的 运动 状态 波 函 数 是 粒子 交 
换 对 称 的 抑或 是 反对 称 的 ,始终 如 此 ,不 会 哺 时 间 而 改变 。 


9 1-2 ”量子 力学 的 第 五 条 假设 


一 个 由 全 同 粒 子 组 成 的 微观 多 粒子 体系 的 任意 运动 状态 波 施 
数 对 于 任意 两 个 粒子 交换 而 言 具 有 对 称 性 。 玻 色 子 系 的 波 函 数 是 
两 粒子 交换 全 对 称 的 , 费 密 子 系 的 波 函 数 是 两 粒子 交换 全 反对 称 
的 。 这 就 是 量子 力学 的 第 五 条 假设 。 

可 以 看 出 ,全 同 粒子 系 波 函数 的 粒子 交换 对 称 性 质 与 粒子 的 
自 旋 ( 即 与 量子 统计 性 质 ) 有 关 。 体系 的 哈密 顿 算 符 五 中 可 以 不 计 
入 涉及 粒子 自 旋 的 作用 ,但 是 波 函数 Y 中 必须 计 入 粒子 的 自 旋 坐 
标 * ,第 ; 和 第 7 两 个 粒子 交换 反映 在 波 函数 中 是 指 粒 子 坐 标 g;= 
(miss4) 和 gj= (rjwswj) 互 换 ;而 且 , 体 系 波 函 数 炎 的 粒子 交换 对 称 
性 随 粒 子 自 旋 : 取 零 . 正 整数 或 取 半 正 整数 的 不 同 有 对 称 和 反对 
称 的 区 别 ， 

量子 力学 第 五 条 假设 是 对 第 二 条 假设 的 补充 . 它 指出 :一 个 全 
同 粒子 系 的 运动 状态 波 函 数 不 仅 要 求 遵 从 这 个 体系 的 酶 定语 方 
程 ,而 且 必 须 具 有 相应 的 粒子 交换 对 称 性 。 


%. 1-3 独立 粒子 模型 


现在 探求 的 问题 是 如 何 近 似 地 给 出 一 个 全 同 粒子 系 的 定 态 波 
盟 数 。 讨论 费 密 子 系 , 以 多 电子 原子 为 例 。 设 原子 内 有 AN 个 电 了 于 ， 
原子 的 哈密 顿 算 符 为 

。 3 Ze? 
一 2 时 1 
1 2- 
十 下 他/ rp pp 十 … (9. 1-11) 
式 中 省 略 号 “…” 包 括 原子 内 诸 电 子 的 自 旋 - 罗 道 等 磁 作 用 项 ,原子 


与 外 电磁 场 之 间 的 相互 作用 项 以 及 电子 与 核 的 电 和 磁 多 极 矩 之 间 
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相互 作用 项 等 ,这 里 统统 略 去 ,因而 , 算 符 五 中 没有 计 入 涉及 电子 
自 旋 的 作用 。 将 上 式 写 成 


H=H,+H!' (9. 1-12) 
其 中 
、 
P= 2 (Ce 2 -i 二 二 ur (9. 1-13) 
， 
Du + S) e (9. 1-14) 


2! iz) dneor; 
式 中 ,ulri) 是 原子 内 第 i 个 电子 所 受到 其 余 入 一 1 个 电子 的 静电 
库仑 作用 的 平均 势能 ,这 是 一 种 单 体 作 用 。 玉 ' 项 是 原子 内 诸 电 子 
二 体 静 电 库 仑 作用 势能 对 平均 势能 的 偏离 ;如 果 平 均 势 场 选取 得 
最 佳 , 可 以 使 得 已 ' 项 的 作用 减 至 很 小 , 当 作 微 扰 项 处 理 。 最 佳 选 取 
u 《ri) 的 途径 从 上 略 ( 可 以 参阅 高 等 量子 力学 课程 的 教材 ), 这 里 认为 
它 是 已 设 定 的 ,并 且 暂 且 认为 每 一 个 电子 所 处 的 平均 势 场 u(r) 痢 
一 样 。 最 简单 的 处 理 是 取 u(r) 便 为 等 。 
将 算 符 五 , 式 (9. 1-13) 写 为 


下 二 >， 也 


一 2 -从 i ulr) 
《9. 1-15) 
式 中 有 是 单 电子 的 哈密 顿 算 符 。 算 符 的 本 征 值 方 程 
hp.(q) = ep lq) (9. 1-16) 


具体 写 为 


2 
(一 元 V 一 疼 El (7) Cg) = egelq) (9. 1-17) 


4ne0r 
设 方程 可 以 求解 ,得 其 本 征 值 谱 为 (ei} ,相应 的 正 交 归 一 化 本 征 图 
数 完备 组 为 {办 (9)},4q 二 《r,s:)。 如 果 取 wu(r) 三 0, 则 加 (gq) = 
gm C7) 《50) ;其 中 pm(r) 和 XCs:) 分 别 由 式 (4. 2-45)、 式 (6. 2- 
29) 和 式 (6. 2-30) 所 示 。 显 然 , 算 符 互 。 式 (9.1-13) 和 式 (9. 1-15) 的 
本 征 值 方程 
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HoVo=E°V, (9. 1-18) 
的 解 可 以 分 离 变 量 
Wo=p (91)p, (92) "$b, (qn) (9.1-19) 
并 且 有 


E'= 2 e, ~ (9. 1-20) 


于 是 方程 式 (9. 1-18) 写 成 
Ho[#, (qi ) Pi, (g2) 办 (Gv) ] 


一 = (Oe, ) | 办 (91) 困 ， 《G?) 和 (gn) | (9. 1-21) 


再 将 算 符 HH。 的 本 征 函 数 进行 粒子 交换 对 称 化 一 一 因为 这 里 具体 
讨论 的 是 多 电子 原子 , 系 全 同 费 密 子 系 , 本 征 函 数 须 是 粒子 交换 反 
对 称 的 ,五 的 本 征 函 数 应 当 由 取 到 。 式 (9. 1-19) 改 取 为 已 经 粒子 
交换 对 称 化 (反对 称 ) 的 更 s: 


VD fr, (qi ) $4, (qa) "tr, (qy) 
办 C91) bi, (92) """ 办 (qn) 
1 | 扣 GD 四 GD … 友 G| 。o 
ANI ooo 上 osnameattorbeee | 
办 (91 ) pe 《qz ) 机 pCqy) 
它 称 为 斯 勒 脱 (J. C. Slater) 行列 式 函数 。 式 中 一 六 半 是 归 一 化 党 


数 ,P 是 粒子 两 两 交换 的 次 数 ,行列 式 若 两 列 互 换 会 反 号 .通过 直 
接 验证 可 知 有 | 
Hoya= (Oe), (9. 1-23) 
即 算 符 瓦 , 的 本 征 函 数 由 到。 式 (9. 1-19),N 个 单 电 子 本 征 函 数 
加 (9) 的 乘积 ,在 经 过 粒子 交换 对 称 化 变 为 反对 称 的 到。 式 (9. 1- 


“?) 后 ,Wa 仍 是 环 。 的 相应 于 相同 本 征 值 的 本 征 函 数 。 
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这 里 要 强调 指出 :如 果 讨 论 的 是 全 同 玻 色 子 系 , 则 体系 的 波 函 
数 须 是 粒子 交换 对 称 的 ,于 是 算 符 五 ,的 本 征 函 数 应 当 由 取 YW。 式 
(9. 1-19) 改 取 为 已 是 粒子 交换 对 称 的 委 ,: 
到 Vo= Cl] TD fi, (q1) 
* pi (92) "Pr, (qv) (9. 1-24) 
式 中 心 是 占据 单 粒子 态 如 的 粒子 数 , 4, 一 NN 是 粒子 总 数 。 
将 算 符 瓦 o[ 若 由 上 述 以 多 电子 原子 为 例 则 是 式 (9. 1-13)] 的 
已 经 粒子 交换 对 称 化 ( 费 密 子 系 , 反 对 称 ; 玻 色 子 系 , 对 称 ) 的 本 征 
蚁 数 近似 地 取 作 为 一 个 全 同 粒 子 系 [ 知 是 多 电子 原子 , 则 其 哈密 顿 
算 符 已 由 式 (9.1-11) 表 示 ] 的 定 态 波 函 数 ,这 就 是 独立 粒子 模型 。 
从 定 态 微 扰 论 的 角度 来 看 ,就 是 将 一 个 全 同 粒子 系 的 定 态 波 图 数 
取 至 等 级 近似 。 
在 独立 粒子 模型 的 框架 内 ,一 个 全 同 粒 子 系 的 定 态 能 量 须 取 
至 一 级 近似 。 在 非 简 并 情况 下 ,多 电子 原子 的 能 量 
E=<YV H+H' IV >=<VAHIVY > (9.1-25) 
向 并 情 侈 下 ,能 量 £ 由 久 期 方程 
det | (H+ H');— Ed;|=0 (9. 1-26) 
解 出 。 式 中 , 算 符 五 ,十 玖 "= 由 式 (9. 1-13) 和 式 (9. 1-14) 即 式 
(9. 1-11) 示 出 。 这 样 , 波 函 数 和 能 量 都 没有 计 人 多 粒子 运动 相关 性 
的 影 啊 。 


9.14 泡 利 不 相 容 原理 


多 电子 原子 的 定 态 波 函 数 在 独立 粒子 模型 的 框架 内 ,如 上 所 
述 , 取 为 斯 勒 脱 行 列 式 函数 立 s 式 (9. 1-22)。 因 而 ,如 有 果 有 两 个 电 
子 处 于 相同 的 单 电子 态 , 则 立 4=0。 在 一 个 多 电子 原子 中 ,不 可 能 
有 两 个 或 两 个 以 上 的 电子 处 于 同一 状态 , 即 每 一 单 电 子 态 只 能 容 
纳 一 个 电子 。 这 称 为 泡 利 不 相 容 原理 (由 泡 利于 1925 年 作为 一 个 
原理 提出 ) 。 它 实际 上 是 由 量子 力学 的 第 五 条 假设 结合 独立 粒子 局 
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型 引出 的 一 个 对 任意 全 同 费 密 子 系 都 成 立 的 结果 。 
9.1-5 一 电子 体 杀 


这 是 最 简单 的 一 种 费 密 子 系 。 它 的 定 态 波 肾 数 由 式 (9. 1-22) 
向 为 
bi, 《91 ) 内 《92) 
由 《91 ) pi, (92) 


l 


wy 一 
”V9 


一 ya (91)A, (4:) 一 点 (2) pi (qi1)]， 


kk,， 9 一 (Crys:) (9. 1-27 ) 

正如 3 6.3 中 的 6. 3-3 段 所 述 ,由 于 单 电子 方程 式 (9. 1-16) 的 

哈密 顿 算 符 hh 式 (9. 1-15) 中 未 计 入 涉及 电子 自 旋 的 作用 , 故 方程 
的 解 加 (9) 可 以 分 离 变 量 

$Cq) = Cr) Xn Css) (9. 1-28) 


因而 ,a 式 (9.1-27) 可 以 具体 写 为 如 下 四 种 可 能 的 表示 式 : 
po ri 0) ps (rs)al2) 


Wal= — 
M2! IWs, Cr all) Ys, re)al2) 
一 -所 [% Cr Ds, ro) 一 po (ra) Cr1) Jal1) al2), 


b, 6, (9. 1-29) 
ps (r1)B(1) po (ra) bp(2) 
Ws, rR) Yo, Cr2) (2) 


l 
Ys= 一 一 


v2! 


= -二 [所 (Dr 一 ph re), ]8(01)8(2)， 


0 天 六， (9. 1-30) 
Cri)al1) Pp (ra)al(2) 


¥ i;= 
fo, (ri)BC) pCra)B2) 


上 
V2! 


= 二 re) — (ra) gy, ra(2) B01)) 


(9.1-31) 
] ps Cr ) Bl) ps Cra) BC2) 


Vi = 一 一 
V2! 1b, ra(l) yy,, (re)al(2) 


] 
一 hr Be) ps, ra) Ys, Cr1) B(2)aC1)) 
(9. 1-32) 
式 中 ,a 和 分 别 是 目 旋 态 天 量 Xyws(s:) 和 X-yw(s.) ,由 式 (6. 2-29) 
和 式 (6. 2-30) 所 示 。 再 将 它们 作 线 性 组 合 ,成 为 
Va = WV z 
Lr Wb) — Cra) ri) Jal1)al(2), 
Di 天 2: (9, 1-33) 
它 对 于 两 个 电子 交换 而 言 的 全 反对 称 表 现 为 两 个 电子 空间 坐标 交 
换 反 对 称 , 而 自 旋 坐标 交换 对 称 ; 


yz + Wi) 


WA — fo ra) fs, Cr1)) 


V,, 一 


1 
 —— Ca(1)B(2) + a(2)80)), 
/2 
bi 诡 6， (9. 1-34) 
Va 一 ¥,, 
= ye Cr2) — ps Cra) ys, Cr) BC)BC), 
po (9.1-35) 


Ya 和 Ts 也 是 两 个 电子 空间 坐标 交换 反对 称 而 是 旋 坐 标 交 换 对 
称 的 ; : / 
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[ 
Wa 一 一 一 (Ya Vs) 


、/ 9 
= nr + gh (ra) Yo, (m1)) 
l 
* ——(a(1)B(2) ~— a(2)B(1)) (9. 1-36) 
5 | 


是 两 个 电子 空间 坐标 交换 对 称 而 自 旋 坐标 交换 反对 称 的 ,这样 ,二 
电子 体系 的 定 态 波 函 数 4、YVsa、Van 和 Ya 对 于 两 个 电子 交换 而 
言 都 是 全 反对 称 的 ;但 是 ,由 于 空间 运动 - 自 旋 已 经 分 离 变量 ,空间 
运动 波 殴 数 和 目 旋 态 和 拓 量 分 别 均 已 归 一 化 ,是 各 目 计 及 两 个 电子 
坐标 交换 的 对 称 性 。 轨 4、 丈 za 和 业 34 为 反对 称 的 空间 运动 波 函 数 
[ 简 记 为 ga (ri,rs)j 与 对 称 的 自 旋 态 矢量 [有 三 个 , 统 记 为 
xs (saysc)] 的 乘积 ,而 立 为 对 称 的 空间 运动 波 了 图 数 L 简 记 为 
(riyrs) 与 反对 称 的 自 旋 态 矢量 [ 简 记 为 Ya(ssysys)] 的 乘积 。 与 
WW 和 uy 式 (9.1-29) ~(9.1-32) 相 比 ,于 a、Y4、 炎 和 
Wa 式 (9.1-33)~~(9.1-36) 从 定 态 简 并 情况 微 扰 论 的 角度 来 看 ,是 
正确 的 零 级 近似 波 函 数 。 

考察 三 个 对 称 的 和 一 个 反对 称 的 自 旋 态 矢量 。 由 式 (9. 1-33) 
~(9.1-36) 知 ,它们 是 


Xsi(s21 952) —=a(l)a(2) (9. 1-37) 
tulsa ) = eB2) tal2) B01)) (9. 1-38) 
Xsalse 382) =PC1) BC(2) (9. 1-39) 
和 
kas ve) 一 一 [al1)8(2) 一 (2)8(1)] (9.1-40) 


对 照 § 6.5 中 式 (6. 5-20)~(6.5-23) 可 以 看 出 ,它们 正 是 两 个 电子 

自 旋 耦合 后 的 总 自 旋 态 矢 量 , 对 应 于 总 自 诈 角 量 了 于 数 和 磁 量 子 数 

分 别 是 S=1,M,==1.0、 一 1 和 5 二 0,MM, 二 0。 由 它们 描述 的 两 个 电 
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子 的 自 旋 裤 台 仿 ;通常 习惯 于 分 别 株 为 两 个 电子 自 旋 平 行 ($==1) 
的 三 重 态 和 自 旋 反 平 行 (S= 二 0) 的 单一 态 。 
再 来 考察 反对 称 的 和 对 称 的 空间 运动 波 函 数 ,它们 是 


Jr mm) 一 5 Cg Cr oa Cra) — po re) hoa Cri) ) 


/3 
(9.1-41) 
和 . 
Ys ri ,rs) =- 万 Cho CT) pa ra ) + (ra) fya (T ) ] 
(9. 1-42) 


如 果 单 电子 空间 运动 状态 波 函 数 J 二 %z, 则 三 0, 这 体现 了 泡 
利 不 相 容 原理 ,表明 硅 两 个 电子 的 自 旋 态 和 拓 量 是 坐标 交换 对 称 的 ， 
即 两 个 电子 的 自 旋 平行 (总 自 旋 $S==1), 则 两 个 电子 的 空间 运动 状 
态 不 能 相同 。 并 且 , 还 可 以 进一步 地 说 ,即使 是 两 个 电子 的 空间 运 
动 状态 不 同 (yw 关 gw, 有 4 关 0), 也 存在 泡 利 原 理 的 影响 。 在 态 上 
式 (9. 1-41) 下 ,两 个 电子 的 目 旋 平行 ,即使 在 独立 粒子 模型 的 框架 
内 这 两 个 电子 也 并 非 真正 完全 独立 互 不 相关 ,而 是 趋 于 尽 可 能 相 
距 远 一 些 ; 特 别 是 在 产 = 疡 处 ,如 图 9.1-1 所 示 , 1g41 的 值 等 于 


Ja 


0 |ri—r,| 


图 9.1-1 上 县 旋 平 行 的 两 个 电子 泡 利 排斥 示意 图 
委 , 曲 线 出 现下 陷 , 称 为 费 密 从 .这 称 为 泡 利 排斥 ,与 静 电 库 仑 排 
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奈 无 六。 反之 ,在 态 内 式 (9. 1-42) 下 ,两 个 电子 的 自 旋 反 平行 (总 
日 许 "一 0 ,这 两 个 电子 趋 于 尽 可 能 靠近 一 些 ;特别 是 在 六 三 普 
处 ,如 图 9. 1-2 所 示 , 1ys 1 的 值 最 大 ,曲线 上 凸 , 称 为 “ 费 密 堆 ”这 
征 所 谓 泡 利 吸引 。 泡 利 排斥 和 泡 利 吸引 是 纯 量 子 效 应 。 由 此 ,例如 
在 由 原子 组 成 分 子 、 两 个 共 价 电子 的 空间 运动 波 图 数 天 加 形成 共 
价 键 的 问题 中 ,这 两 个 电子 的 自 旋 是 反 平 行 抑或 是 平行 会 导致 是 
成 键 或 是 反 键 。 


[大 


0 了 1 一 下 7 


图 9,1-2 目 诈 区 平行 的 两 个 电子 泡 利 吸引 示意 图 


9.2 氨 原 子 
气 原子 是 二 电子 体系 ,体系 的 哈密 顿 算 符 ( 采 用 电子 空间 坐标 
和 自 旋 共 同 表象 ) 取 为 


hi —,, Ze hh’ ，，; 2e- e 
所 一 | Za i 放生 | 24 “dneor; Anéor, 
Z=， (9. 2-1) 


式 中 只 计 及 两 个 电子 与 核 之 间 以 及 两 个 电子 之 间 的 静电 库仑 作 
用 ,没有 计 入 涉及 电子 日 旋 的 作用 ,下 面 在 独立 粒子 模型 的 框架 内 
来 计算 氨 原 子 的 能 级 。 记 
H=H+H (9. 2-2) 
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其 中 


_ _h 2 2e” i 2 Ze 
有 一 | 一 到 一 二 生 | pV a) (9.2-3) 
~ 2 
H'= (9, 2-4) 
4TEo7r1? 


即 在 $ 9. 1 的 式 (9. 1-13) 和 式 (9,1-14) 中 取 wu(r) 寺 0。 算 符 刁 ,的 
本 征 值 谱 以 及 两 个 电子 交换 已 反对 称 化 的 正 交 归 一 化 本 征 函 数 完 
备 组 均 已 知 ,分 别 为 
天 "一 En + En, 
Er=— Ze’/ (dneo)2a un’, Z 一 2， n= 1],2,3,.: 
(9. 2-5) 
式 中 E; 是 类 和 毛 离 子 (2Z=2) 的 定 态 能 量 ; z 
] Br mm (11 S21) $n tm mm Crs 522) 
VY, = -一 
/2! 由 mms CF» Sz1) btmm,, (Te » 522) 
Brim CT» 52) 一 Rlr) Ym Op) Xn (Sz) (9. 2-6) 
式 中 Ru(7) 是 类 和 氧 离子 (Z=2) 的 定 态 径 向 函数 式 (4. 3-5)。 
9.2-1 基态 


在 独立 粒子 模型 的 框架 内 , 氨 原 子 基 态 波 苯 数 为 
] Plo0g Cr1 521) Po0ys CT2 522) 
业 4 基态 一 
AVI 页-5(CmSa) Do0 (T21522) 
] 
= pioo ri Yo0 ri) 。 FP) a(2)B(1)I(9. 2-7) 
可 以 看 出 , 氨 原 子 基态 只 可 能 是 两 个 电子 的 空间 坐标 交换 对 称 而 
自 旋 坐标 交换 反对 称 的 态 , 即 总 自 旋 3=0 的 态 。 总 目 旋 S=0 的 
氨 原 子 称 为 仲 氨 , 其 总 自 旋 态 1SM> 只 有 M.=0 的 一 个 态 , 即 自 
旋 单 一 态 。 氨 原子 在 基态 下 ,两 个 电子 的 轨道 角 量 子 数 请 和 总 者 
等 于 零 , 故 轨道 总 角 动 量 量 子 数 L 二 0、M==0。 
氨 原 子 基 态 能 量 由 式 (9. 1-25) 算 得 为 
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Ess=< Va¥s| HIYVa¥s > : 
二 < Vixgs [Ho| Vins 十 过 IH!' | WW 六 太 > 


一 2k1 十 | wer ) fio0 Ts) 一 一 一 


[ 一 4e?/(dreo)a, | 十 | 5e2/(4reo)4a | 

一 lle’/(4xeo)4a, 

一 74. 8 电子 伏特 z (9. 2-8) 

式 中 业 4#t 的 总 自 旋 态 左 拓 和 右 矢 归 一 化 为 一 。 达 < 刁 ' 汪 的 计算 只 

须 将 8$7.2 的 7.2-3 段 例 中 的 式 (7. 2-25) 第 三 项 的 计算 结果 

5Ze2/8(4reo)ax 取 Z 一 2, 就 得 到 这 里 的 结果 。 对 照 实验 结 采 Ex 

一 一 79. 0 电子 伏特 ,两 者 符合 得 不 错 ; 再 对 照 $ 7.2 的 7.2-3 段 中 

应 用 变 分 法 得 到 的 结果 基态 = 一 77. 5 电子 伏特 ,这 里 得 到 的 结 
果 上 距离 实验 值 稍 大 ,主要 是 由 于 在 式 (9. 2-3) 和 式 (9. 2-4) 中 取 

u(r) 三 0 似 嫌 过 于 粗略 。 


9. 2-2 激发 态 


这 里 只 考虑 毛 原 子 的 所 谓 单 激发 态 , 即 原子 内 一 个 电子 始终 
处 于 册 o(Cr)X (Cs) 态 , 另 一 个 电子 在 任意 的 gm (7) Xm,(5o) 态 tn 之 
2) 。 

在 独立 粒子 模型 下 ， 所 原子 激发 态 的 波 汪 数 由 9 1-33)~ 
(9. 1-36) 知 为 


-pio0 Cr1 fio0 Crs) dT dr, 


pe- "1; 


I 


Va = -cotDgncn Poo rs Wrin rr1) ja(l)a(2) 
《9. 2-9) 
Y 4 一 3 Wren) fun (rs) 一 Pioo ra ) frim Cr1) 
= Ca(1)B8(2) + a(2)B(1)) (9. 2-10) 
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Va= CpoCri) unr,) pio0 ra ) frm Cr) JB COI) PBC?) 


~ 2 
(9, 2-11) 
Wn= bin runlry) 十 phoo ra) um Cr1)) 
] 
1 Ca(1)B(2) 一 a(2)B8(1)) (9. 2-12) 
= 6 


其 中 ,Ya Ya 和 严 4 描 述 原 子 的 两 个 电子 空间 坐标 交换 反对 称 、 
目 旋 坐标 交换 对 称 的 态 , 即 总 自 旋 S=1,M, 二 1、0、 一 1 的 态 。 总 自 
旋 S=1 的 氨 原 子 称 为 正 氨 ,其 总 自 旋 态 |1SM,.> 共有 M,=1.、0、 
一 1 三 个 态 , 称 为 目 旋 三 重 态 。 立 4 描述 原子 的 两 个 电子 空间 坐标 
交换 对 称 、 目 旋 坐 标 交 换 反 对 称 的 态 ; 即 总 自 旋 S$S=0、M,==0 的 
仿 ,; 为 目 旋 单一 态 ,; 是 仲 氨 原子 的 态 ， 男 一 方面 , 氨 原 子 在 激发 态 
下 ,两 个 电子 的 轨道 角 量 子 数 分 别 为 0 和 7 , 故 轨道 总 角 动 量 的 量 
子 数 了 = 人 、M=m。 总 之 ,如 果 采 用 狄 拉克 符号 , 则 氨 原 子 的 激发 态 
记 为 |{10,nl) ,LAMSM,> ,其 中 {10,nl} 表 示 两 个 电子 的 单 电子 占 
据 态 已 经 两 个 电子 交换 反对 称 化 。 在 原子 光谱 学 中 , 对 于 质 原 子 两 
个 电子 给 定 的 单 电 子 丰 据 态 oo 和 gm, 将 原子 同一 个 L 值 和 同一 
个 S 值 的 总 共 (2L 十 1) (2S 十 了 个 态 的 集合 称 为 一 个 项 , 记 为 “+!L 
项 。 其 中 ,将 工 =0,1,2,3,4,… 分 别 具 体 标记 为 5,P,D,F,G，…; 
25 十 1 指明 该 项 的 总 目 旋 态 是 25 十 1 重 态 。 于 是 , 正 氨 的 项 
有 "SP、DYF、…, 仲 氨 的 项 有 SP、D、F、… 

下 面 再 求 毛 原子 激发 态 的 能 量 。 由 原子 的 零 级 近似 能 量 表示 
式 : 


(0 no oO de | 一 
Eg = EY+E: = — Care joa. (1 十 二 ;) (9.2-13) 


由 于 单 电子 能 量 已 有 上 度 简 并 ,二 电子 体系 又 有 4 度 交 换 简 并 ， 

故 Ek 发 共有 4m 度 简 并 。 因而 ,原则 上 需要 应 用 简 并 情况 的 久 期 方 

程式 (9. 1-26)det | ( 玉 o 十 只 '); 一 E6; | 二 0 来 求解 氨 原 子 激发 态 的 
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能 量 。 不 过 ,在 计算 方程 中 的 矩阵 元 (及 ,十 玉 '); 的 过 程 中 可 知 , 若 
基 矢 量 的 自 旋 态 不 同 , 由 其 正 交 性 有 ( 互 .十 玖 ') 一 0; 如 果 基 矢量 
的 自 旋 态 相同 , 则 由 其 归 一 性 使 得 ( 态 , 十 广 ') ,的 值 由 基 矢 量 中 的 
两 个 电子 空间 运动 波 函 数 决定 ,而 由 及 ' 式 (9.2-4) 中 的 展开 式 
(7.2-26) 以 及 球 谐 函 数 Y,,(0,9) 的 正 交 归 一 性 式 (3. 3-57) 知 ,只 
有 对 角 元 方 不 等 于 零 。 于 是 ,实际 上 可 以 应 用 非 简 并 情况 的 式 


(9. 1-25) 来 计算 。 氨 原子 激发 态 的 能 量 为 
Ewa =< VlH, + H'|IY, > 


二 《上 1 十 E,) 十 外 坟 Cioo ri frm CF2) TT Yioo rs frm Cri) 


2 
”47e7 -Co 加 Cr2) F poo Cr2) prim ri1) Jdridr, 


-一 (EY 十 EE?) 十 [eigen | | Prm rs) :dridt,/ 4xeor, z 
十 | gi Cr) gr )} /oo (Fra) prin rs) dT dr, /4xeor, 


了 (BY 十 无 ") 十 .vv 干 开 ， 《9. 2-14) 


上 式 后 面 两 项 均 不 易 具 体 计算 出 积分 的 最 后 结果 ,但 是 可 以 
给 出 一 些 定 性 的 结果 。 其 中 ,第 一 项 
(一 e) | pioo ri) |idri C(O— e) | pr Cr,) |2dr, 
= | Mm fn tT) er 


47reor1， 
(9. 2-15 ) 
称 为 直接 积分 或 直接 作用 能 ,是 处 于 yiw(r) 态 的 一 个 电子 (电荷 
密度 为 一 ej yio《r) 上 1 上) 与 处 于 mcr) 态 的 另 一 个 电子 (电荷 密度 为 
一 e [gum《r) 1 ) 之 间 的 静电 库仑 作用 能 量 。 这 一 项 有 经 典 对 应 。 显 


然 ,J >0， 利用 二 式 (7. 2-26) ,注意 到 类 氮 离 子 (Z 二 2) 的 定 态 波 


东 数 Dim CF ) = Rr)Y ,C0, 9) 并 且 Y on 一 - 再 利用 球 谐 田 数 
A/ An 
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Y,， (6 ,0 的 正 交 归 一 性 式 (3. 3-57) ,y, 式 (9. 2-15) 可 写 为 
ry 2 三 
e? dr (fr 
“二 ee 27" 十 | | Rio Cr1) 全 | 人 (rz 


/< 
reridr ridra|Y oC DY oo DY i OQ)d0, 


Yo, ({2, )Y,, (2, DA ({2, )d {2, 
— | drriR Cr) | dm ?Ri Cr ) 十 
人 2 2 2 1 10 1 广 、 


一 了 | drriR& ra) | Riokri)ridr, 


十 | Rr ridry (9. 2-16) 
ro。 1 


式 中 x- 和 7 是 7 和 rs 之 中 较 小 和 较 大 者 。 可 见 J 与 量子 数 n 和 
《上 有关, 但 是 无 关 。 帮 外 ， 有 Jr 1。 第 二 项 


(9. 2-17) 


称 为 交换 积分 或 交换 作用 能 ,是 所 谓 电 和 集 交 换 密 度 为 一 egioo (7) 
Ynim (r) 的 一 个 电子 与 电荷 交换 密度 为 一 epiim (rr) 由 ol?) 的 男 一 个 电 
子 之 间 的 静电 库仑 作用 能 量 。 假 若 不 考虑 氨 原 子 波 函 数 的 两 个 电 
子 交 换 对 称 性 ,就 不 存在 这 一 项 ,因而 交换 作用 能 的 出 现 是 微观 全 
同 粒 子 系 所 特有 的 一 种 纯 量 子 效应 。 同 于 直接 项 J 由 式 (9. 2-15) 
写成 式 49. 2-16)， 交换机 | 2-17) 写成 


天 一 A 5 二 | | Rio ri) Rr) RK (rz ) 


. Rio(r) rdrridrs Ys (QJZ QVYE QV dN, 
7 ~ 


[Yi CQD Yo (OQ) Ye CQ)d0, 
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~ _ 1 [az 
<- 一 fe 37 十 | dror2R, (7,) Ro lr,) 


tn 地 
al 
。 | drjriRio (Cr) Rr ) | 
0 ~ 


p22 ] oo 六 
-一 fe, 2 了 | dr rs Rr,) Rio Cr,) | Zr Rn) 


oo pt 
” Rri)ridr, 十 | HiRio(r) Rar ridr, (9. 2-18. 
ry /1 


可 以 看 出 Kw 也 是 与 量子 数 n 和 有 关 , 但 与 量子 数 m 无 关 。 另 外. 
有 天 “之 0。 事 实 上 ,假如 不 考虑 氨 原 子 波 函数 的 两 个 电子 交换 对 
称 性 , 则 及。 一 0 ,巨匠 有 式 (9. 2-14) 为 (B93 十 9) 十 JJ; 而 当 考 虑 了 拨 
原子 波 果 数 的 两 个 电子 交换 对 称 性 后 ,例如 对 于 氨 原 子 的 自 旋 三 
重 态 来 说 , 氮 原 子 的 空间 运动 波 国 数 对 于 两 个 电子 坐标 交换 是 反 
对 称 的 ,由 于 泡 利 排斥 使 得 两 个 电子 的 距离 拉 大 ,导致 两 个 电子 的 
静电 库仑 排斥 作用 能 量 低 于 它们 完全 独立 无 关 运 动情 况 下 的 期 望 
值 :Jw 一 Kw 过 Jw, 故 0。 对 于 所 原子 的 自 旋 单一 态 , 结 论 也 一 
件 。 交 换 作 用 能 的 大 小 由 单 电子 态 加 (Cr 和 加 mr 在 空间 重要 区 
域 的 大 小 决定 ,由 式 (9. 2-17) 看 出 ,倘若 两 个 单 电子 态 完全 没有 重 
一 区 域 , 则 大， 一 0; 如 果 态 Pnim (7?) 就 是 基态 ， 则 | :就 是 直接 项 。 故 
Ki, Jn 
总 之 ,由 式 (9. 2-14), 正 氨 原 子 (9 王 1、 自 旋 态 为 三 重 态 一 一 它 

们 对 于 两 个 电子 的 自 旋 坐标 交换 是 对 称 的 ) 激 发 态 的 能 量 

EE’= (EED) + — KR, (9. 2-19) 
而 仲 氨 原 子 (S==0、 自 旋 态 为 单一 态 一 一 它 对 于 两 个 电子 的 自 旋 
坐标 交换 是 反对 称 的 ) 激 发 态 能 量 

Es = ( 本 十 天 9) 十 ,7 十 开 。 (9. 2-20) 
图 9. 2-1 示意 出 毛 原 子 由 于 计 信 直接 作用 能 /wn 和 交换 作用 能 
后 能 级 五 2? (一 瑟 十 无) 的 分 烈 ,Ei2 三 一 68.03 电子 伏特 。 精 确 的 
计算 给 出 Ess 二 一 59.19 电子 伏特 ,Eus = 一 58. 40 电子 伏特 ,Ezsz 
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21P 


一 二 一， 下 天 23P 


-一 
一 2K 0 23S 


图 9.2-1 氨 原 子 在 计 人 直接 积分 和 交换 积分 后 能 级 Ei2 的 分 发 


二 一 58.04 电子 伏特 ,Eup 二 一 57. 80 电子 伏特 。 这 相应 于 天 ;= 
0. 40 电子 伏特 ,Ki 二 0.12 电子 伏特 ;Js 一 9. 23 电子 伏特 ,Jzi = 
10. 11 电子 伏特 。 按 上 述 由 式 (9. 2-16) 和 式 (9. 2-18) 利 用 类 和 氢 离 
子 (Z 王 2) 的 径 向 玉 数 RioCr) 和 RzxGr) 作 具体 计算 得 到 的 结果 精确 
度 不 人 够 好 ,这 里 没有 写 出 这 样 计算 的 结果 。 精 确 度 较 差 的 原因 除了 
Ho。 式 (9.2-3) 和 入 ' 式 (9. 2-4) 中 取 《r) 三 0 过 于 粗略 以 外 ,主要 
还 由 于 核电 荷 对 27 电子 的 作用 受到 1s 电子 的 屏蔽 很 大 ,2 电子 
波 函 数 gzmn《r) 中 的 Z 达 1, 这 里 取 2Z=2 不 己 。 


9. 2-3 能 级 和 光谱 


所 原子 的 能 级 由 图 9. 2-2 所 示 。 每 一 能 级 表示 所 原子 相应 一 

个 项 的 能 量 。 仲 氨 原 子 和 正 搞 原子 各 有 其 能 级 结构 ,分 别 由 式 

(9, 2-8)、(9. 2-20) 和 式 (9. 2-19) 表 示 。 基 态 氨 只 是 仲 氨 ( 不 存在 正 

氨基 态 1;15’S 这 个 实验 事实 正 是 泡 利 提出 不 相 容 原理 的 根据 )。 
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E (eV) 中 氛 : 正信 
已， iD, 1p, ‘S11 SP, SPo 3D3,20 IR,3,2 


8 
图 9.2-2 托 原 子 的 能 级 图 

氨基 态 1515'3 与 最 低 激发 态 1525*5 之 间 的 能 量 相差 19. 8 电子 伏 
特 ; 氨 原 子 的 电离 能 为 24. 6 电子 伏特 ,是 所 有 元 素 中 电离 能 最 大 
的 。 这 表明 氨 原 子 的 基态 很 稳定 。 仲 所 原子 的 激发 态 能 级 总 稍 高 
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于 正 搞 原子 的 相应 能 级 (高 出 2 天 ) 。 
氮 原 子 的 定 态 之 间 遵 从 电 偶 极 辐射 选择 定 则 (参见 8$ 10. 2 中 
的 10. 2-3 段 ): 
Az :任意 ， 
A 一 十 1 ( 即 全 王 士 1)， 
AM=0. 土  〈 即 Am 一 0、 士 1)， 
AS=0, AM.=0 (9. 2-21) 
的 牙 迁 产生 氨 原 子 的 光谱 ( 见 图 9. 2-2, 图 中 数字 是 谱 线 波长 值 ， 
以 A 为 单位 )。 由 AS=0 的 限制 , 仲 氨 原子 与 正 氨 原 子 的 能 级 之 间 
ee 它们 各 自 能 级 结构 内 部 的 跃迁 产生 两 套 独立 的 光 
普 。 与 碱 金属 原子 光谱 的 情形 类 似 , 氮 原子 的 这 两 套 光 谱 又 都 可 以 
分 为 主线 条 .第 二 一 辅 线 系 、 第 二 辅 线 系 等 。 例 如 正 氨 光谱 分 为 


主线 系 : 1snpi:P 1s2s3S 
第 二 辅 线 系 ; 1snssS ls2p°P | (9. 2-22) 
第 一 辅 线 系 : 1snadD 1s2p3P 


等 。 其 中 ,第 一 辅 线 系 的 第 一 条 光谱 线 153dD 一 一 1s2p3P 黄 线 (4 
全 5876^) 是 一 条 著名 的 光谱 线 ,1868 年 8 月 18 日 在 太阳 日 班 的 
光谱 中 观测 到 这 条 谱 线 ,从 而 发 现 了 氨 元 素 。 体 氢 光 谱 分 成 几 个 线 
系 的 情况 与 正 毛 的 式 (9. 2- 22 闫 同 ,其 中 主线 系 - 
1515 .9 。 

按照 茎 迁 的 电 偶 极 辐射 选择 定 则 式 (9. 2-21), 氨 原子 不 能 由 
第 一 激发 态 1s2s*S 及 1s2s'5 等 自发 跃迁 到 基态 1s1515。 毛 原子 处 
于 这 种 激发 态 会 留 住 较 长 的 一 段 时 间 。 这 样 的 激发 态 称 为 亚 稳 态 
(或 介 稳 态 ) 。 不 过 , 氨 原 子 可 以 通过 其 它 方式 (例如 与 电子 或 者 与 
原子 的 非 弹性 碰撞 ?跃迁 回 到 基态 。 


§ 9.3 多 电子 原子 ， 尿 子 的 电子 腕 靶 结 构 


多 电子 原子 的 结构 比较 复杂 ,应 用 量子 力学 作 完 全 定量 的 分 
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析 是 相当 繁 元 的 ,这 里 只 给 出 半 定 性 半 定 量 的 描述 。 
9. 3-1 中 心 场 近 似 下 单 电 子 的 定 访 


多 电子 原子 的 哈密 顿 算 符 由 式 (9. 1-12) 一 (9. 1-14) 所 示 。 在 
独立 粒子 模型 的 框架 内 ,如 果 再 将 入 电子 原子 内 每 一 个 电子 所 受 
到 其 余 N 一 1 个 电子 的 静电 库仑 作用 的 平均 势 场 u(r) 近 似 地 视 为 
中 心 场 u(r), 则 称 为 中 心 场 近似 。 这 里 仍 认为 中 心 场 w(r) 是 已 设 
定 的 ,并 且 每 一 个 电子 所 处 的 中 心 场 都 是 一 样 ,在 独立 粒子 模型 及 
中 心 场 近似 下 ,原子 内 单 电子 定 态 加 (9) 满 足 的 方程 式 (9. 1-17) 在 
(PF, 和) 表象 写 为 

[- 支 了 一 关 he ) 一 ci 办 (re) 《9. 3-) 
方程 的 解 可 以 分 离 变 量 。 i 
$i Cr » ss) Ry Dee) (9, 3-2) 


其 中 径 回 图 数 Re 满足 径 问 方程 式 44. 1-11) 
1 do RD 区 Ze? 


r2 dr dr 起 47er 


— = |R, 


[et 一 u(r) 


hk, 1(r ) = 0， n, 二 0,],2,*"*， {= 0,1,2,* 
(9. 3-3) 
求解 这 个 方程 可 以 得 到 原子 内 尝 电 了 所 有 本 能 鲁 守 态 能 量 和 径 回 
国 数 . 由 于 单 电子 所 处 的 势 场 一 基于 十 u(r) 是 中 心 场 但 不 是 库仑 
场 , 单 电子 的 定 态 能 量 & 改 记 为 em 与 径 向 量子 数 n, 和 轨道 角 量 
子 数 ! 两 者 有 关 。e", 随 着 z* 的 增 大 而 增高 ;对 于 的 一 个 固定 值 
来 说 ,se, 随 着 7 的 增 大 而 增高 ( 见 3 4.1 的 4.1-2 段 中 所 述 ) 。 单 电 
子 的 定 态 波 函 数 拓 改 记 为 如 mm 《r,s:)，, 由 四 个 量子 数 %.、im 和 
(s) .m, 表征 (s 取 固定 值 于 ) 。 下 面 ,仿照 所 原子 的 作法 [参见 8 4. 2 


式 (4, 2-27)」], 用 主 量子 数 替代 径 癌 量子 数 ., 记 十 十 1 二 
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则 原子 内 单 电 子 所 有 可 能 定 态 的 能 量 和 波 函 数 又 分 别 改 记 为 {ev| 
和 { 加 ww (r,s.)), 有 : 
1 一 23; 

t= 二 0,1 ,23°** 71; 

1 一 /一 1] 一 /3; 
=~， mm 二 亡 ， 一 方 (9. 3-4) 

在 独立 粒子 模型 及 中 心 场 近似 下 ,N 电子 原子 定 态 的 斯 勒 脱 

行列 式 波 函数 可 由 式 (9.1-22) 写 为 


Panimm ), (rr 9 S21 ) 9 Primm) (r, » $22) 9 


Ponimm,), (r) s 521) 9 内 wm )， (r, 9 S22 ) 4 


l 


Y 一 一 
” NT 


二 和 和 


Pormm yy CT ) 5z] ) ， "9 内 rn ) (FN » SeN) 

: (9. 3-5) 
泡 利 不 相 容 原理 叙述 为 :在 一 个 原子 内 ,不 可 能 有 两 个 或 两 个 以 上 
的 电子 处 于 四 个 量子 数 (n ,l,m,m,) 的 一 组 取 值 完全 相同 的 单 电 
子 定 态 bmn (r,s.) 中 。 换 言 之 , 原子 内 的 每 一 个 单 电子 定 态 
jpumm,《r，5z) 只 能 容纳 一 个 电子 。N 电子 原子 定 态 与 斯 勒 脱 行列 式 
波 函 数 罗 4 式 (9. 3-5) 相 应 的 能 量 育 由 式 (9. 1-20) 写 为 


N 
本 = 2 en (9. 3-6) 


9.3-2 ”原子 的 电子 亮 层 结构 


为 了 便于 研究 多 电子 原子 内 的 电子 结构 ,按照 主 量子 数 的 

各 个 取 值 将 单 电 子 的 诸 可 能 定 态 划 分 为 不 同 的 壳 层 。z 一 1,2,3， 

4,5,6,7,… 的 壳 层 分 别称 为 K、L、M、N.O、P、Q… 壳 层 , 在 同一 过 

层 中 ,又 按照 角 量 子 数 ! 的 各 个 取 值 划分 为 不 同 的 支 沉 层 。l 二 0， 

1,2,3,4，,5,6,…,(《n 一 1) 的 支 壳 层 分 别称 为 s、.p、d\f、g、\h、i… 支 沉 

层 。 由 式 (9. 3-4) 知 ,在 第 / 支 壳 层 中 ,共有 2(22 十 17) 个 不 同 的 单 电 
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子 定 态 $mm《r，5:) ;而 在 第 天 误 层 中 ,有 [一 0,1,2, (2 一 1) 共 7 


个 支 这 层 ,总 共有 和 2(21 十 1) = 2x: 个 不 同 的 单 电子 定 态 。 表 
9. 3-1 列 出 了 na 一 1.2.3、4.5、6 各 个 壳 层 及 其 中 各 个 支 壳 层 中 所 有 
单 电子 定 态 的 数目 入 。 同 一 这 层 的 同一 支 壳 层 中 , 诸 单 电子 定 态 
相应 于 同一 能 量 6 


表 9. 3-1 


9.3-3 ”原子 的 电子 组 态 


多 电子 原子 内 的 诸 电 子 是 按 壳 层 和 支 壳 层 填充 单 电子 的 庄 可 
能 定 态 。 填 充 必须 遵从 泡 利 不 相 容 原理 。 因 而 ,第 / 支 却 层 中 最 多 
只 可 能 容纳 2(21 十 1) 个 电子 ,第 这 层 中 共有 7 个 支 充 层 ,最 多 忆 
共 只 可 能 容纳 2n? 个 电子 。 对 于 原子 的 基态 ,填充 还 必须 遵从 为 一 
个 原理 一 一 最 低能 量 原 理 , 即 诸 电 子 填充 的 状态 要 使 原子 的 能 量 
达到 最 低 ,因此 在 遵从 泡 利 不 相 容 原理 的 前 提 下 电子 总 是 填充 能 
量 6% 尽 可 能 低 的 壳 层 和 支 壳 层 。 一 个 原子 在 基态 下 ,所 用 个 电 
子 填充 的 壳 层 和 支 壳 层 的 集合 排列 起 来 构成 原子 基态 的 电子 组 态 
(简称 原子 的 基 组 态 ) .例如 ,下 列 中 性 原子 基态 下 的 电子 组 态 记 为 
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1S- 

1S“2S 

1s22S22p? 

1s22s?2p53s23p1 

1s“2s“2pb53s 3p 3d4s 4p54d205s ,等 等 。 

一 个 原子 内 如 果 一 个 支 壳 层 ( 壳 层 ) 中 所 有 可 能 的 单 电子 定 态 均 已 
馈 电 子 填充 , 则 称 这 个 支 完 层 ( 过 层 ) 为 闭 支 元 层 ( 这 层 ) (或 满 支 元 
层 、 索 层 ) ;反之 ,尚未 被 电子 填充 满 的 支 沈 层 (过 层 ) 称 为 开支 沉 层 
(元 层 )( 或 不 满 支 这 层 、 充 层 )。 例 如 碳 原 子 在 基态 下 ,1s 和 2s 支 
学 层 均 是 闭 文 完 层 , 而 2p 文 党 层 是 开支 完 层 。 完 全 未 被 电子 填充 
的 支 完 层 ( 完 层 ) 称 为 空 文 完 层 ( 亮 层 )。 


9. 3-4 ” 单 电 子 定 访 的 能 量 和 波 函 数 


分 别 给 出 N 电子 原子 定 态 能 量 已 式 (9. 3-6) 和 斯 勒 脱 行列 
式 波 函数 4 式 (9. 3-5) 的 N 个 单 电子 定 态 能 量 {e} 和 波 函 数 
{genmm, Crysc)} 是 由 求解 单 电 子 定 态 方程 式 (9. 3-1) 而 得 到 的 。 但 
是 必须 指出 ,上 述 关 于 这 个 方程 中 平均 势 场 Cr) 的 假设 :N 电子 
原子 内 每 一 个 电子 所 处 其 余 尺 一 1 个 电子 的 平均 势 场 u(r) 者 一 
梓 , 这 并 不 十 分 正确 ,具体 讨论 一 个 给 定 原 子 的 基 组 态 情 况 。 显 然 ， 
填充 于 不 同 壳 层 (和 不 同 支 壳 层 ) 中 的 电子 受到 其 余 N 一 1 个 电子 
的 静电 库仑 作用 力 的 大 小 是 不 同 的 , 越 在 内 亮 层 (和 内 支 帝 层 ) 中 
的 电子 受到 其 余人 六 一 1 个 电子 的 排斥 作用 力 越 小 。 因此 ,多 电子 原 
子 内 不 同 壳 层 (和 不 同 支 沉 层 ) 中 的 电子 所 处 其 余 NN 一 1 个 电子 的 
平均 势 场 ww(r) 是 不 同 的 。 故 车 要 得 出 由 量子 数 (n, 人 ) 表 征 的 壳 层 
和 支 壳 层 中 单 电子 定 态 的 能 量 和 波 函 数 ,必须 求解 与 平均 势 场 
ww(r) 相 应 的 单 电子 定 态 方程 式 (9. 3-1) 。 能 够 求 得 平均 势 场 uw《7) 
(例如 利用 哈 特 利 - 福 克 自 治 场 方法 ), 这 里 从 略 ,认为 各 个 由 量子 
数 (n ,1) 表 征 的 平均 势 场 ww(r) 均 是 设 定 的。 

换 句 话说 ,原子 的 核 与 不 同 壳 层 (和 不 同 支 壳 层 ) 中 的 电子 之 
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二 认可 王 认 四 


加 的 静电 库仑 吸引 力作 用 所 受到 其 余 六 一 1 个 电子 的 屏蔽 作用 是 
不 同 的 ,原子 核 与 越 是 内 有 壳 层 (和 内 支 壳 层 ) 中 电子 之 间 的 作用 受 
到 越 小 的 屏蔽 。 可 以 类 同 于 $ 4.4 中 4.4-2 段 所 述 ,将 原子 内 其 余 
N 一 1 个 电子 对 原子 核电 荷 的 屏蔽 作用 等 效 于 将 原子 核电 荷 数 Z 
改 视 为 有 效 核电 荷 数 2 ,应 当 记 为 ZX ,有 1<22<2Z。 与 3834.4 中 
限于 讨论 碱 金属 原子 内 价 电子 的 情况 对 比 ,不 同 处 是 : 碱 金属 原子 
内 的 价 电子 只 是 填充 在 最 外 壳 层 中 的 唯一 一 个 电子 , 故 价 电子 和 定 
态 能 量 Ei 式 (4. 4-10) 中 总 有 2 之 1; 这 里 对 一 般 多 电子 原子 内 在 
任 一 学 层 (\ 文 学 层 ) 中 的 电子 来 说 , 单 电 子 能 量 看 类 同 式 44. 4-10) 
采用 类 和 氢 离 子 能 量 的 表示 形式 ,应 当 写 为 

pe 

机 《4reo)22 记 212 
式 中 ,Zu 对 于 较 内 的 诸 壳 层 来 说 强烈 依赖 于 壳 层 主 量子 数 ” 越 是 
在 内 之 层 中 ( 主 量子 数 n 越 小 ) 的 电子 所 感受 到 核电 人 答 作 用 的 有 效 
核电 荷 数 Zi 就 越 接近 于 Z( 例 如 对 于 却 层 中 的 电子 来 说 ,可 以 
合理 地 认为 Zn 全 2Z 一 1)52 对 角 量 子 数 ! 的 依赖 关系 则 相对 地 很 
小 。 对 于 较 外 的 诸 充 层 来 说 ,Zi 随 着 充 层 主 量子 数 的 变化 比较 
平缓 ,而 对 角 量 子 数 /的 依赖 关系 则 相对 地 较为 显 着 。 由 此 可 见 ， 
多 电子 原子 内 壳 层 中 单 电子 的 定 态 能 量 是 很 低 的 。 特 别 是 在 最 内 
的 KK 壳 层 中 单 电子 的 能 量 比 氧 原子 基态 能 量 有 更 低 的 负 值 ,为 en 
一 Qi0 玉生 基态 全 (ZC— 1) 丑态 。 多 电子 原 子 最 外 壳 层 和 文 壳 层 中 单 
电子 的 定 态 能 量 则 近似 于 氯 原子 的 基态 能 量 。 事 实 上 ,由 式 
(9. 3-7) ,最 外 完 层 和 和 支 充 层 中 单 电子 的 定 态 能 量 


(9. 3-7) 


en 二 (2 ) Egy ~ Lass 


同样 ,由 量子 数 (n, 人 ) 表 征 的 沉 层 和 支 完 层 中 单 电 子 定 态 波 藻 
数 的 径 向 函数 Ru(r) 可 以 采用 类 和 氢 离 子 的 相应 径 向 函数 ,但 须 将 
函数 中 的 核电 荷 数 2 改 取 为 相应 的 有 效 核电 傈 数 Zw。 
另外 ,还 可 以 粗略 地 估算 多 电子 原子 内 各 个 壳 层 和 支 完 层 的 
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“半径 "。 按 照 玻 尔 氢 原 子 量子 论 , 由 电子 圆周 运动 轨道 半径 式 ， 
G. 5-31)r, 一 am 艺 , 将 量子 数 为 Cn2) 的 壳 层 和 支 壳 层 的 半径" 表 
示 为 

Rs=ao nl,3 (9. 3-8) 
由 此 可 知 ,多 电子 原子 内 壳 层 的 “半径 ”很 小 最 内 的 K 帝 层 “ 半 
径 "R 一 + 全 2 一 7; 对 于 重 元 素 的 原子 来 说 ,Rio 远 小 于 琉 尔 半径 


.最 外 这 层 “半径 ”是 至 尔 半径 oo 的 世 倍 ,实际 上 比 ae 大 不 了 许 


多 倍 ， 
至 于 对 各 个 内 这 层 和 支 沉 层 中 电子 来 说 的 有 效 核电 荷 数 23， 
可 以 借助 于 后 面 $9.5 中 所 述 的 一 些 方法 由 实验 定 出 。 


9. 3-5 “元素 周期 表 


1869 年 门 捷 列 夫 CII. 1. MeHnernees) 在 总 结 元 素 化 学 性 质 的 
基础 上 创立 了 元 素 周期 表 .。 元 素 按 原子 序数 排列 以 后 ,其 物理 性 质 
和 化 学 性 质 出 现 周期 性 的 相似 ,现在 知道 ,原子 序数 等 于 中 性 原子 
内 电子 的 数目 。 原 子 内 的 电子 是 按 亮 层 和 支 充 层 填 充 单 电子 态 的 。 
原子 在 基态 下 , 诸 元 素 原 子 最 外 充 层 和 文 完 层 的 电子 组 态 会 出 现 
周期 性 的 重复 ,而 元 素 的 物理 和 化 学 性 质 正 是 由 元 窒 的 原子 基态 
下 最 外 层 诸 电子 的 数目 和 排列 所 决定 的 ， 

表 9. 3-2 列 出 了 各 种 元 素 原 子 在 基态 下 原子 内 的 电子 按 充 层 
和 次 充 层 的 填充 顺序 。 
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表 9. 3-2 各 诛 子 的 电子 这 层 结构 


KM 
电子 壳 层 
ell 

原 了 序数 元素 | | | | | | 
1 ] 
sa | | | | 
3 2 
4 2 
5 2 
6 2 
7 2 
8 2 
9 2 
10 2 
11 1 
12 2 
13 2 | 1 
14 2 | 2 
15 2 | 3 
16 2 | 4 
17 2 | 5 
18 2 | 6 
19 1 4. 34 
20 2 6. 11 
21 1 | 2? 6. 56 
22 2 | 2 6. 83 
23 3 | 2 6. 75 
om | |! 
26 6 | 2 7. 90 
27 7 | 2 7. 88 
28 8 | ? 7. 64 
29 10 | 1 7. 73 
30 10 | 2 9. 39 
31 1012 11 6. 00 
32 10| 2 | 2? 7. 90 
33 10| 2 | 3 9. 82 
34 氢 (Ar) 原 子 结构 |10| 2 | 14 9. 75 
35 10| 2 |5 11.81 
36 10| 2 | 6 14. 00 
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续 表 


To | 
a 
CE 生硬 开征 


钢 Rb 
38 锦 Sr 
39 .| 包工 
40 钳 Zr 
41 包 Nbi 所 (Kr) 上原 
42 钼 Mo| 子 结 构 
43 
44 
45 
46 


tt OO DR 
oo Do ol 中 


ke FF 一 一 一 一 fo co 09 
Ca 
on 


Lo 


tA 
th 


cocoon Non 
Hd 
oy 


47 1 58 
48 2 99 
49 2|1 79 
50 色 (Pd) 原子 结 1212 34 
51 构 213 64 
952 2 14 村 | 
53 ， - 10. 45 
54 12. 13 
55 饮 Cs 3. 89 
mT 3 


57 6 5. 58 
58 6 5.54 
59 6 5. 46 
60 6 5. 52 
61 6 5. 55 
62 6 5. 64 
63 6 5. 67 
064 6 6. 15 
65 6 5. 86 
06 6 5. 94 
67 6 6. 02 
68 f 6. 11 
69 6 6. 18 
?0 6 6. 25 
?1 0 5,. 43 
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89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
100 
101 
102 
103 
104 
105 
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ET 


人 


rr lll 


续 表 


PP nnn 
CO 
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从 表 中 看 出 ,原子 逐一 增加 电子 ,电子 逐次 填充 各 壳 层 和 文 沈 
层 的 实际 顺序 ( 即 诸 元 素 原 子 外 支 壳 层 中 单 电 子 能 级 高 低 的 实际 
顺序 ) 如 表 9. 3-3 所 示 。 有 不 完全 按照 主 量子 数 ” 的 大 小 顺序 填充 
的 情况 ,例如 电子 先 填充 4s 支 壳 层 ,后 填充 3d 支 充 层 ,等 等 , 这 主 
要 源 于 多 电子 原子 内 单 电子 所 处 的 势 场 是 核 的 库仑 场 与 其 余 
一 1 个 电子 提供 的 静电 平均 中 心 场 的 至 加 ,外 支 壳 层 中 的 电子 所 
处 的 中 心 势 场 较 大 地 偏离 了 单纯 的 库仑 场 ,因而 外 文 完 层 中 单 电 
子 能 级 ev 的 高 低 就 不 完全 像 氢 原子 和 类 氢 离 子 的 能 级 那样 严格 
地 按 主 量子 数 的 大 小 顺序 排列 ,n 较 小 但 ! 较 大 的 能 级 可 能 偏 
高 。 但 是 , 表 9. 3-3 所 示 的 顺序 并 不 是 多 电子 原子 内 沉 层 和 支 完 层 
中 单 电 子 能 级 高 低 的 硕 序 。 例 如 ,在 一 个 最 外 层 电 子 已 填 到 P 壳 
层 (n==6) 的 原子 内 ,;K、L、M 等 党 层 中 的 单 电子 能 级 高 低 就 不 是 
按 表 9. 3-3 的 顺序 ,而 是 仍 按 表 9. 3-1 中 自 上 到 下 再 由 左 到 右 的 
顺序 。 这 是 由 于 多 电子 原子 内 之 层 中 的 电子 所 处 的 中 心 势 场 侦 离 
核 的 库仑 场 不 大 。 


表 9. 3-3 


电子 村 ]s 2s2p | 3s3p | 4s3d4p | Ss4d5p 6s4{5d6p 7s5f6d 
充 次 序 
eg 2106 214106 21410 


原子 序数 19~36 | 37~54 | $5~86 | a7~i0s 
| 


下 面 应 用 原子 的 电子 壳 层 结构 理论 来 介绍 元 素 周 期 表 , 如 表 
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9. 3-4 所 示 。 


家 9.3-4 元 素 周 期 表 
周期 \ 族 
IAIAIBRBVPBYVEBEVBYVIBYVIBVEB IBIBEIANAVAVA VA WA 


1 2 
l 


| 
3 |4 516 17 18 |9110 
11 |12 13|114115 1 10611718 
19120121122123124129 |26 127 128129 130131 132 133 | 34|35|36 
37 |38139140141 |42 |43 |44 |45 | 46 147 148 149150151 152 |153154 
55 |56 9397192173174179 176177178179 180 181182 83184 1895 186 
87 | 88 8 104|105 

leek hee 


人 


' 铀 系 元 束 58|159160 |61 162 | 63 65 |66 167 | 68 169 170 [71 
人 : Ce | Pr [INdiPm|Sm|lEuiGd|Tb|iDy|HoiFEr Tm YblLu 
_ 90 | 91 192 193 | 94 |95 |96 | 97 | 98 | 99 |100|101|1021103 

*# 钢 系 元 索 : 
ThiPalU INpPp|PulAmcCmlBklIcGCt1Es IFm |MdiINo |Lw 


第 一 周期 (Z=1.2) 共 有 和 氢 和 氨 两 种 元 素 ， 原 子 内 分 别 有 一 个 
和 两 个 电子 ,基态 下 填充 ”=1 充 层 (上 K 党 层 ,只 有 1s 一 个 文亮 
层 )。 担 的 两 个 电子 已 将 K 元 层 填 满 ,形成 财 充 层 , 故 第 一 周期 只 
有 两 种 元 素 。 

第 二 周期 (3 委 Z 委 10) 共 有 8 种 元 素 , 即 锂 . 钙 、 础 、 碳 ` 氮 、 氧 、 
气 和 和 氛 。 原 子 内 分 别 有 3 一 10 个 电子 ,基态 下 2 个 电子 填 满 K 完 
层 , 其 余 1 一 8 个 电子 填充 ”一 2 充 层 (L 这 层 , 共 包 括 2s 和 2p 两 
个 支 充 层 )。 从 锂 起 ,开始 了 第 二 周期 。 至 皱 , 电 子 已 填 满 2s 文 寺 
层 ; 至 氛 , 电 子 又 已 填 满 2p 支 沉 层 。 这 样 ,K、L 两 个 壳 层 都 被 填 
满 , 从 而 结束 了 第 二 周期 。 
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第 三 周期 (11 委 2 委 18) 也 有 8 种 元 素 , 从 钠 起 至 氢 止 。 这 个 周 
期 中 的 元 素 原 子 内 电子 填充 最 外 壳 层 的 情况 完全 相似 于 第 二 周期 
的 情况 。 基 态 下 原子 内 有 10 个 电子 填 满 和信 和 L 这 层 ,其 余 1 一 8 
个 电子 填充 ”一 3 壳 层 (M 壳 层 )。 从 钠 起 ,电子 填充 3s 支 壳 层 ,第 
三 周期 开始 .至 镁 ,电子 已 填 满 3s 支 序 层 ; 至 毛 , 电 子 又 填 满 3p 支 
过 层 。 当 第 三 周期 结束 ,M 壳 层 的 3s 和 3p 支 壳 层 均 已 填 满 ,是 满 
支 壳 层 ,但 3d 支 壳 层 是 空 的 (因为 3d 能 级 在 4s 能 级 之 上 ), 即 M 
壳 层 并 未 填 满 。 

自 第 四 周期 开始 ,情况 复杂 一 些 。 第 四 周期 (19 委 Z 委 36) 有 18 
种 元 素 , 从 钾 起 至 氮 止 。 原 子 在 基态 下 18 个 内 层 电 子 填 满 K、L 壳 
层 以 及 M 之 层 的 3s、3p 两 个 支 完 层 , 其余 1 一 18 个 电子 依次 填充 
4s、3d 和 4d 支 壳 层 。 从 钾 起 ,电子 填充 4s 支 壳 层 , 第 四 周期 开始 。 
从 第 四 周期 起 元 素 分 为 A 族 和 B 族 。 从 钾 至 钙 ( 两 种 元 素 ) ,4s 支 
壳 层 已 填 满 而 3d 支 壳 层 完全 空 着 ;从 锐 至 氰 (6 种 元 素 ), 3d 支 壳 
层 已 经 完全 填 满 ,电子 再 依次 填充 4p 支 过 层 至 填 满 。 这 8 种 元 素 
属 A 族 。 中 间 从 匀 至 锌 ,电子 依次 填充 3d 支 亮 层 至 填 满 的 10 种 
元 素 属 B 族 。 当 第 四 周期 结束 ,K、L 和 M 党 层 均 已 填 满 ,N 充 层 
的 4s 和 4p 支 壳 层 也 已 填 满 ,但 4d 和 4f 支 壳 层 是 空 的 (因为 按 表 
9. 3-3,4d 和 4f 能 级 分 别 高 于 5s 和 6s 能 级 ) ,NN 壳 层 并 未 填 满 。 

第 五 周期 (37 委 2Z 委 54) 也 有 18 种 元 素 , 从 锦 起 至 佐 止 。 原 子 
在 基态 下 电子 填充 外 壳 层 和 支 党 层 (5s.4d 和 5p 三 个 支 党 层 ) 的 
情况 与 第 四 周期 的 相似 。 中 间 从 包 至 锅 , 电子 依 次 填充 4d 支 壳 层 
至 填 满 的 10 种 元 素 属 B 族 . 当 第 五 周期 结束 ,N 完 层 的 4d 支 这 层 
以 及 〇 壳 层 的 5s 和 5p 支 沉 层 都 已 填 满 ,事实 上 ,由 于 4s 与 3d 能 
级 、5s 与 4d 能 级 分 别 相 当 接 近 , 几乎 简 并 ,因而 电子 的 填充 出 现 
了 一 些 不 完全 规则 的 现象 . 并且, 造成 元 素 有 多 价 性 。 例 如 铜 有 一 
价 和 两 价 ,在 基 组 态 (3d) "4s 下 为 一 价 ,在 组 态 (3d)*4s? 下 为 两 
价 。 

第 六 周期 (55 委 Z 委 86) 有 32 种 元 索 , 从 饮 起 至 气 止 。 原 子 在 
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基态 下 54 个 内 层 电 子 填 满 K、L 和 M 壳 层 以 及 N 壳 层 的 4s、4p、 
4d 文学 层 和 DO 元 层 的 5s、5p 支 完 层 , 其 余 1 一 32 个 电子 依次 填充 
6s .4{、5d 和 6p 文 充 层 。 元 索 除 了 分 为 A 族 ( 包 括 馅 和 饥 一 一 电子 
填充 6s 支 壳 层 至 填 满 ,而 4 寻 .5d 和 6p 支 沉 层 全 是 空 着 的 ;以 及 从 
锭 至 氨 一 --6s、4f 和 5d 支 壳 层 已 经 填 满 ,电子 再 依次 填充 6p 支 壳 
层 至 填 满 ) 和 B 族 (从 铀 至 冬 ,电子 依次 填充 5d 支 壳 层 至 填 满 ) 之 
外 ,3B 族 中 从 铀 至 乌 (57 委 Z 委 71) 电 子 依次 填充 4f 支 沉 层 至 填 满 
的 15 种 元 素 称 为 铀 系 元 素 ( 也 称 为 稀土 元 素 )。 由 于 4 支 壳 层 在 
闭 支 壳 层 (5s)2(5p)5(6s): 以 内 ,4f 电子 被 外 闭 支 壳 层 屏蔽 ,对 原 
子 的 化 学 性 质 不 起 作用 ,因此 这 15 个 铀 系 元 素 具 有 极 相似 的 化 学 
性 质 , 用 化 学 方法 难于 分 离开 它们 ,它们 在 元 素 周 期 表 中 占 同 一 位 
置 。 另 外 ,由 于 4f 与 54 两 个 能 级 很 接近 ,电子 的 填充 不 完全 规 
则 。 

第 七 周期 (87 委 2 的 元 素 都 是 放射 性 元 索 。 目 然 界 中 存在 的 
元 素 到 铀 (Z==92) 为 止 , 比 铀 还 重 的 元 素 都 是 人 工 制 造 出 来 的 , 3B 
族 中 从 钢 到 镑 (89% 委 上 和 103) 电子 依次 填充 5f 支 充 层 至 填 满 的 15 
种 元 素 称 为 钢 系 元 素 。5f{ 支 帝 层 在 财 支 碗 层 (6s) (6p) (7s) 以 
内 ,因而 钢 系 元 豪 的 化 学 性 质 彼 此 也 极为 相似 ,在 元 素 周 期 表 中 占 
同一 格 。 另 外 ,5 了 与 64 两 个 能 级 也 很 接近 。 现 今 , 所 得 到 的 元 素 沿 
远 没 有 将 第 七 周期 占 满 。 

下 面 再 按 族 来 前 述 。 同 一 族 元 素 的 性 质 之 所 以 相似 ,是 由 于 它 
们 最 外 壳 层 和 支 壳 层 中 的 电子 组 态 相 似 。 例 如 1A 族 元 素 , 称 为 碱 
金属 元 素 , 包 括 锂 . 钠 . 钾 、 锦 、 饮 和 久 , 它 们 的 原子 在 基态 下 的 电子 
壳 层 结构 都 是 在 闭 壳 层 ( 或 支 壳 层 ) (ns)?*(np)' 外 有 一 个 处 于 * 态 
的 价 电子 [ 锂 是 (1s)?(2s)1 结构 ]; 这 个 价 电子 受 原子 核 的 束缚 较 
小 , 较 容 易 形成 化 学 键 , 故 这 些 元 素 的 化 学 性 质 活泼 ,金属 性 强 , 原 
子 的 电离 能 很 小 ,容易 失去 这 个 价 电子 而 与 非 金属 性 原子 结合 ,化 
合 价 为 十 1。 又 如 7A 族 元 素 , 称 为 卤 族 元 素 , 包 括 氟 、 氯 、 溴 、 碘 和 
破 , 它们 的 基态 原子 的 电子 壳 层 结构 都 是 最 外 壳 层 和 支 壳 层 的 电 


A 
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子 组 态 为 (ss):(xp)s, 比 (ap)* 闭 支 壳 层 少 一 个 电子 ,或 等 效 地 说 
是 (zp)* 闭 支 壳 层 中 有 一 个 空位 ;它们 的 非 金属 性 强 ,原子 容易 获 
得 一 个 电子 而 形成 稳定 的 满 支 壳 层 结构 ,化 合 价 为 一 1。 再 如 84 
族 ( 即 零 族 ) 元 素 , 称 为 惰性 气体 ,包括 氨 、 氛 、 氨 、 氨 、 氨 和 气 , 原 子 
在 基态 下 最 外 是 闭 支 壳 层 (xs):(np)* 结构 ( 氨 是 闭 壳 层 (1s): 结 
构 ); 闭 支 沉 层 中 的 电子 所 受到 原子 核 的 束缚 远 比 闭 支 沉 层 外 的 一 
个 电子 所 受到 的 为 大 , 故 情 性 气体 原子 非常 稳定 , 闭 支 壳 层 中 的 电 
子 极 难 形成 化 学 键 ,因而 它们 的 化 学 性 质 极 不 活 小 ,都 是 以 单 原子 
形态 存在 于 自然 界 中 ,要 使 闭 支 壳 层 中 的 电子 激发 到 高 能 级 或 者 


电离 是 很 困难 的 。 

图 9. 3-1 示 出 元 素 的 原子 第 一 级 电离 能 随 原子 序数 2Z 的 变 
化 。 变 化 的 周期 性 是 十 分 明显 的 。 这 是 诸 元 素 原子 基态 下 电子 组 
态 的 周期 性 的 反映 ; 它 反 过 来 又 揭示 出 元 素 的 化 学 性 质 为 什么 会 


有 周期 性 的 变化 。 


au | | | | 
iT 
由 人 | 
呈 到 加 中 天 站 古本 村 各 
TW 
人 


4 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
原子 序数 2 


> 


10 


图 9.3-1 原子 的 第 一 级 电离 能 随 原 子 序 数 Z 的 变化 
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$ 9.4 ”多 电子 原子 :原子 态 ,能 级 和 光谱 


9. 4-1 尿 子 访 ;LS 硬 合 与 jj 三 合 


原子 在 一 个 态 下 ,总 有 一 定 的 电子 组 态 , 记 为 六 则 原子 这 个 
态 的 波 函 数 可 以 写成 原子 内 诸 单 电子 定 态 波 函 数 的 乘积 ,也 可 利 
用 狄 喇 克 符号 记 为 17>>。 进 一 步 ,将 原子 内 诸 单 电 子 定 态 波 函数 
的 乘积 作 粒 子 交 换 对 称 化 (反对 称 ) 而 成 为 一 个 斯 勤 脱 行列 式 函 
数 , 则 原子 这 个 态 的 态 矢量 利用 狄 喇 克 符 号 记 为 1{7} 之。 例如 蚀 
原子 在 基态 下 ,电子 组 态 为 1s*2s!, 则 锂 原 子 的 基态 态 矢量 记 为 


17>=|100 元 之 11100 一 方 之 e1200m,>>， (9. 4-1) 


l 1 | 
100 1>,, 1100 3>,， 1100 寺 >， 
] 
1{7} 宝 = 一 一 1 1 1 | 
/31 1100 一 地 之 1， 100 一 亏 之 2， 100— 5>: | 
| 200m ,二 ， 4 | 200xmz, >， 9 2007z , 盖 ， | 
(9., 4-2) 


以 上 态 矢 量 |{7} 二 仅 用 于 描述 原子 的 没有 计 及 诸 电 子 角 动 量 之 间 
耦合 的 态 。 

但 是 , 必须 计 及 原子 内 诸 电子 角 动 量 之 间 的 耦合 ,下 面 会 看 
到 , 由 于 耦合 而 得 到 不 同 结果 的 原子 态 相 应 有 不 同 的 能 量 。 然 而 ， 
如 果 计 及 原子 内 诸 电 子 轨 道 角 动 量 及 自 旋 之 间 的 耦合 , 则 对 原子 
态 的 描述 叉 不 会 简单 容易 。 下 面 , 只 考虑 两 种 极端 情形 。 

1. LS 耦合 

不 计 一 个 电子 的 轨道 角 动 量 与 另 一 个 电子 的 自 旋 之 间 的 耦 
合 , 在 一 般 情况 下 这 种 耦合 是 很 弱 的 .倘若 诸 电子 之 间 轨 道 角 动量 
的 耦合 比 每 个 电子 的 自 旋 -轨道 角 动 量 之 间 的 耦合 强 得 多 , 则 所 有 
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电子 的 轨道 角 动量 会 优先 耦合 而 成 一 个 轨道 总 角 动 量 ; 和 一世 
记 其 角 量 子 数 为 L, 对 于 原子 一 个 给 定 的 电子 组 态 来 说 工 有 多 个 
可 能 取 值 。 又 若 诸 电 子 之 间 自 旋 的 耦合 也 比 每 个 电子 的 自 旋 - 轨 道 
角 动 量 之 间 的 耦合 强 得 多 , 则 所 有 电子 的 自 旋 也 会 优先 看 合 而 成 


一 个 总 自 旋 ; 之 1$; 一 $, 记 其 角 量子 数 为 5, 它 对 于 原子 的 一 个 电 
子 组 态 来 说 也 有 多 个 可 能 取 值 。 角 动量 经 这 样 看 合 后 所 构成 的 原 
子 态 记 为 |{17) ,LMLSM;s 记 ，。 

然后 , 如果 再 计 及 原子 的 轨道 总 角 动 量 志 与 总 自 旋 $ 之 间 的 

合 , 它们 将 耦合 而 成 原子 的 总 角 动量 7: 
J=L+5S (9. 4-3) 
记 总 角 量 子 数 为 /, 按 两 个 独立 的 角 动 量 耦 合 的 4 关系 式 46. 5- 
12), 有 
J 一 工 十 S ,了 十 S 一 1，… ,| 工 一 9 | (9. 4-4) 
角 动 量 再 经 这 样 克 合 后 所 构成 的 原子 态 记 为 |{7},LSJM)J>>。 

在 原子 光谱 学 中 ,通常 将 有 一 组 给 定 世 和。 值 的 请 原子 态 
[1{7)》ZAMSAM, > 的 集合 ,因为 Mi 一 工艺 一 1,……, 一 志和 AM. 一 9S， 
S 一 1,……, 一 3, 故 共有 (2 十 1)(C2S 十 1) 个 态 , 称 为 原子 的 一 个 项 ， 
记 作 Yt1L, 其 中 ;7 是 原子 的 电子 组 态 ; 上 = 二 0， 1 ,2,3,4," ,分别 
标记 为 S、,P.D、F、G、…; 由 25 十 1, 称 原子 属于 这 一 个 项 的 自 旋 态 
是 25 十 1 重 态 。 原 子 的 同一 电子 组 态 7 可 以 构成 几 个 不 同 的 原子 
项 ”1!'L。 氨 原 子 的 情况 是 最 简单 的 , 任 一 单 激发 组 态 构 成 S 二 0 和 
1 两 个 不 同 的 项 (分 属 仲 氮 和 正 氨 )。 另 外 ,又 称 7Y* “Lj 为 原子 项 
的 精细 结构 分 量 ( 或 称 为 项 7 1L 的 子 项 )。 由 式 (9. 4-4) 知 ; 原 于 
的 一 个 项 7”+iL 共有 2L 十 1 个 (车 L 达 $) 或 25 十 1 个 ( 若 L 之 5) 
子 项 ;每 一 个 子 项 7Y?" LL 有 2/ 十 1 个 不 同 的 原子 态 
HY},LSJM>, M/=J ,J—1,,—J。 

原子 的 任 一 闭 支 壳 层 中 ,全 部 2(2 十 1) 个 电子 耦合 而 成 的 轨 
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道 总 角 动 量 角 量子 数 工 和 总 自 旋 角 量 子 数 S 都 等 于 零 , 这 是 由 于 
做 量子 数 Mi = Dj im 和 Ms = Dj ms 都 仅仅 等 于 零 。 因而 , 任 一 
财 支 帝 层 中 全 部 电子 耦合 而 成 的 总 角 动 量 角 量 子 数 等于零。 于 
是 ,原子 的 角 量 子 数 L、S 及 J 均 只 由 所 有 开支 壳 层 中 的 诸 电 子 共 
同 决定 。 
下 面 为 了 明确 起 见 , 具 体 讨 论 开支 完 层 中 只 有 两 个 电子 的 原 
子 。 作 为 例子 ,考察 碳 原 子 的 一 个 激发 组 态 , 设 其 中 一 个 价 电 子 在 
2p 态 , 男 一 个 价 电 子 在 3p 态 。 由 总 角 量 子 数 L 二 0、1.2 和 5S=0.1 
知 ,原子 可 能 的 项 是 
1s22s22p13pIf1S ,1P ,1D,S ,PP ,3D] (9. 4-5) 
但 若 碳 原子 的 一 个 价 电子 在 2p 态 , 而 另 一 个 价 电 子 在 34 态 , 则 
工 二 1、2、3 和 SS= 二 0、1, 原 子 可 能 的 项 是 
1s?2s’2p13d1 [DP, DE, PD,F] (9. 4-6) 
这 里 必须 强调 指出 :原子 的 开支 充 层 中 可 能 有 两 个 或 两 个 以 
上 的 电子 处 于 同一 支 索 层 ,这 几 个 电子 称 为 同 科 电子 (或 等 效 电 
子 )。 同 科 单 电子 态 的 量子 数 n 和 /分 别 都 已 一 样 ,按照 泡 利 不 相 
容 原 理 , 则 磁 量 子 数 mr 和 ms, 就 再 不 可 能 又 分 别 都 一 样 ( 这 不 同 于 
非 同 科 单 电子 态 )。 于 是 ,原子 的 开支 完 层 中 有 同 科 电 子 的 情形 与 
没有 同 科 电子 的 情形 相 比 较 , 对 于 构成 原子 的 项 来 说 结果 会 不 完 
全 一 样 。 作 为 例子 , 先 考 察 氮 原子 的 第 一 激发 组 态 1s 2s， 两 个 电 
子 是非 同 科 电子 ,有 工 =0 和 5=0.1, 故 原子 可 能 的 项 是 1s'2s 
[1'S ,3S ]; 但 车 氨 原 子 处 于 基 组 态 1s ,两 个 电子 是 同 科 电子 , 则 有 
L==0 和 SS 二 0( 不 允许 S$=1), 故 原子 可 能 的 项 只 是 1s‘L'S]」。 又 作 
为 例子 ,考察 碳 原 子 的 基 组 态 1s 2s “2p ,其 中 两 个 2p 电子 是 同 科 
电子 。 碳 原子 由 这 个 电子 组 态 构成 的 所 有 可 能 原子 项 比 式 (9. 4-5) 
”所 示 的 要 少 。 如 表 9. 4-1 所 示 。 由 于 两 个 22 电子 态 的 量子 数 ” 一 
2./=1 分 别 相同 , 泡 利 不 相 容 原理 限制 这 两 个 电子 态 的 磁 量 子 数 
m 和 ms 不 能 又 分 别 相同 , 故 表 中 主 对 角 线 上 诸 方 格 所 代表 的 原子 
态 是 不 存在 的 .另外 ,由 于 两 个 2p 电子 是 同 科 的 , 故 表 中 以 主 对 角 
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线 为 轴 而 对 称 的 两 个 方 格 所 代表 的 是 原子 同一 个 态 , 因 而 , 碳 原 子 
实际 存在 的 态 只 是 表 中 左下 部 那 15 个 方 格 ( 它 们 给 出 总 磁 量 子 数 
Mi、Ms 的 15 组 值 ) 所 代表 的 态 , 它 们 组 成 原子 可 能 的 项 是 


1s228s22pD2[ 19 ,1D ,P| (9. 4-7) . 

表 9. 4-1 

Mf | m 十 1 十 1 0 0 一 1 一 ] 
M; ms /2 +1/2 -1/2 +1/2 -1/2? +i/2 
I Mis 

+1 一 1/2 

十 1 十 1/2 

0 一 172 

0 十 172 

一 1 一 17/2 

一 ] 十 172 


共有 三 个 项 , 比 式 (9. 4-5) 所 示 的 少 三 个 项 。 可 以 看 出 ,实际 上 只 存 

在 角 量 子 数 工 与 $ 之 和 为 偶数 的 项 ,这 是 原子 态 具 有 粒子 交换 对 

称 性 (反对 称 , 表 现 为 受到 泡 利 不 相 容 原理 限制 ) 的 结果 。 这 个 结论 

适用 于 开支 壳 层 中 仅 有 两 个 电子 并 且 是 同 科 电 子 的 任意 多 电子 原 

子 。 例 如 对 于 (nd)? 电子 组 态 ,由 角 量 子 数 上 = 二 0、1、2、3、4,S 二 0、1 
以 及 L 十 $= 偶数 知 , 原 子 可 能 的 项 是 

/ dS ,1D,G,P,F) (9. 4-8) 

表 9.4-2 中 列 出 了 原子 开支 壳 层 中 同 科 电子 组 态 (ns)* 《& 

一 1,2), np) (一 1 一 6) 以 及 (xzd)( 一 1 一 10) 所 构成 的 原子 可 
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能 项 (假定 其 余 的 电子 都 在 财 文 充 层 中 )。 得 出 这 些 结果 的 过 程 自 
” 然 更 较 楷 缆 , 这 里 从 格 。 但 是 值得 指出 ,由 于 一 个 闭 支 帝 层 的 总 角 
量子 数 志 一 0. 三 0, 故 相互 补充 而 成 为 闭 文 碗 层 的 两 个 电子 组 态 
[例如 (np) 与 (ap) (nzp) 与 Cp)》 等 | 必定 有 相同 的 和 5S 可 能 
取 值 ,因而 构成 相同 的 原子 诸 可 能 项 。 


表 9. 4-2 
电子 组 态 原 于 项 
(ns) 2S 
(18 )° IS 
(np):, np) :P 
(np)’, (np)’ !(SD) sP 
(np)’ (PD) ‘5 
(np)® 1S 
(nd)! ,Gd )" :站 
(nd)’, (nd )* !1(S DG) 3 (PF) 
(nd)’, (nd)’ “(PD,FGH) “(PF) 
Cnd)*, (nd)’ 1(S,DsF Gl) (PDFAGH) sD 
(nd)’ ‘(SPD3F ,GHT1) ‘(PDFG) °S 
(xd) iS 


注 ; 表 中 符号 :CPDsFGH) 二?P ?D?D?F ?G2? 玉 ,其 余 类 推 。 


上 述 LS 耦合 方式 ( 亦 称 为 Russell-Saunders 耦合 ) 用 于 描述 
原子 序数 较 小 的 元 素 原 子 的 基态 和 低 激发 态 比 较 符合 实际 。 
2. 77 看 合 
倘 乔 原子 内 每 一 个 电子 自 旋 -轨道 角 动 量 之 间 的 三 合 比 诸 电 
子 之 间 轨 道 角 动 量 的 耦合 和 自 旋 的 帮 合 分 别 都 要 强 得 多 , 则 每 一 
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个 电子 的 自 旋 和 轨道 角 动量 会 耦合 而 成 一 个 电子 的 总 角 动 量 。 第 
i 个 电子 的 总 角 动 量 /一 瑟 十 $%，, 记 其 角 量子 数 为 j, 则 单 电子 态 矢 
量 为 jaljaz>> 。 原 子 的 态 矢量 为 由 六 个 单 电子 态 矢量 所 构成 的 
斯 勒 脱 行列 式 
| {7 ,jm fam NMmN} > 
[nb jma >1 [mlm 全: 
1 |7222 277277212 人 1 [ml272771j2 > 


[wl I NI iN >, “"* [nwlvjnmiv >w 
(9. 4-9) 
然后 , 如 果 再 计 及 原子 内 各 个 电子 总 角 动 量 之 间 的 耦合 ,它们 
将 耦合 而 成 原子 的 总 角 动 量 J 


j= 之 (9. 4-10) 

其 总 角 量 子 数 记 为 J。 角 动量 经 这 样 耦合 后 所 构成 的 原子 态 记 为 
{7Y ,fj INIJM) >, 

原子 光谱 学 中 ,在 六 耦合 情况 下 记 原 子 的 项 为 7(7 7，…)， 

( 它 相 庶 于 LS 耦合 中 原子 的 子 项 Y2s+L7) 。 例 如 对 于 nsxp 电子 


. . 3 
组 态 ,有 族 一 志和 
ns P[( 广 ,可 )o,( 斑 ，) (本 ， 六 )。( 志 > )1] 9. 4-11) 


内 果 开 支 吉 层 中 的 电子 是 同 笠 电子 ,就 必须 计 及 光 利 不 相 容 原 至 
的 限制 , 同 科 电子 的 两 个 量子 数 (j,m;) 的 一 组 值 不 能 相同 。 表 
9. 4-3 中 列 出 由 电子 组 态 Csp) 所 构成 的 原子 可 能 项 .值得 指出 : 原 
子 由 同一 电子 组 态 按照 77 耦合 或 者 LS 耦合 所 构成 的 原子 可 能 项 
7 (7J172 7 或 7Y3+1Lj, 两 者 有 相同 的 数目 [两 者 J 的 所 有 可 能 取 值 
相同 。 例 如 对 于 nsn'p 组 态 有 J 二 0、1、1、2, 对 于 (np)* 组 态 有 二 
0.0.1.2.?j。 但 是 ,由 于 两 种 耦合 方式 描述 原子 的 态 各 取 了 一 种 极 
端 情况 , 故 采 用 它们 由 原子 同一 电子 组 态 所 构成 的 两 组 原子 态 并 
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不 相同 ,相应 的 两 个 能 谱 也 不 相同 。 


表 9. 4-3 


co 


方 耦合 方式 用 于 描述 原子 序数 很 大 的 元 素 原 子 以 及 原子 的 某 
些 高 激发 态 比 较 符合 实际 。 事 实 上 ,》7.3 的 7.3-3 段 中 所 述 由 氢 
原子 及 类 和 氢 离 子 内 电子 自 旋 - 轨 道 耦合 作用 给 出 的 能 量 一 级 修正 
式 (7. 3-17) 知 ,能 量 修正 的 大 小 与 2* 成 正比 ,原子 序数 愈 大 则 每 
一 个 电子 的 自 旋 -轨道 耦合 作用 愈 显 重要 。 

除了 上 述 LS 耦合 和 方 耦 合 两 种 极端 情形 之 外 ,还 有 中 间 的 
耦合 方式 , 即 在 某 些 原子 中 对 一 部 分 电子 采用 LS 耦合 方式 而 对 
另 一 部 分 电子 采用 7 耦合 方式 描述 。 这 里 不 作 有 具体 叙述 。 

9. 4-2 ”原子 的 项 能 及 其 精细 结构 


现在 ,将 多 电子 原子 的 哈密 顿 算 符 互 由 式 (9. 1-12)、 
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1-13) 和 式 (9. 1-14) 再 加 上 每 一 个 电子 的 自 旋 - 轨 道 角 动量 耦 
合作 用 项 瑟 心 式 (7. 3-7) , 写 为 
H=H+H'+H" 


= | 久 一 夫 +r)] 


] eH 
le e 
一 Dutr) 十 于 之 Ler 


十 > 1 TS, 六 (9. 4-12) 


2Hp2c” 六 
式 中 , 仍 设 原子 内 一 个 电子 处 于 其 余 N 一 1 个 电子 提供 的 静电 平 
均 势 场 u(r) 是 中 心 场 ,并 且 为 简单 计 , 仍 设 每 一 个 电子 所 处 的 平 
均 势 场 u(r) 都 一 样 ,上 式 的 第 三 大 项 记 为 六 ” 


-一 PAD . L. (9., 4-13) 
其 中 
1 1dr 
$= Fr rt A ex (9. 4-14) 


假定 多 电子 原子 的 态 纯 系 按照 LS 耦合 方式 构成 ， 原 子 在 态 
{17} ,LM4SMs 放 (属于 项 7Y”+1L) 下 ,相应 的 能 量 在 独立 粒子 模型 
框架 内 由 式 (9. 1-25) 给 出 。 由 于 这 里 暂且 没有 计 及 轨道 总 角 动 量 
L 与 总 自 旋 $ 再 耦合 而 成 总 角 动 量 7, 故 先 略 去 式 (9. 4-12) 中 的 
HH" 式 (9. 4-13)。XN 电子 原子 的 能 量 | 

Ens=< (7) ,LMIS Ms IH, 十 H! [|{7Y} ,LMiSM; ~ 


uP: Ze 
=< 0 ,LMSMs| 2 (gp 一 snes 
十 页 1 ner ——|{7)},LMSMs > (9. 4-15) 


: 虽然 上 式 的 哈密 机 员 算 符 及 十 恕 "中 没有 计 人 与 电子 自 旋 有 关 


的 作用 ,但 是 量子 力学 的 具体 分 析 和 计算 (这 里 略 去 ,读者 可 以 参 
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阅 高 等 量子 力学 书籍 ) 指 出 :(1) 哈 密 顿 算 符 瓦 , 十 玖 是 标量 算 符 ; 
(2) 标 量 算 符 的 类 同 于 上 式 的 矩阵 元 只 有 对 于 角 量 子 数 上 、S 和 三 
量子 数 Mi .Ms 而 言 全 是 对 角 的 矩阵 元 方 不 为 零 ; (3) 对 角 元 的 值 
与 位 量子 数 Mi、Ms 均 无 关 ; (4) 对 角 元 的 值 与 角 量 子 数 上 、S 均 有 
关 ( 参 见 本 章 $ 9. 2 对 氨 原 子 能 量 的 讨论 ;。 因 此 ,Eyrs 式 (9. 4-15) 
称 为 原子 的 项 能 ,原子 不 同 的 项 7Y”+!1L 相应 有 不 同 的 项 能 Eys; 
这 是 原子 零 级 近似 能 量 天 式 (9. 3-6) : 
Er=< 1 AAA HI{Y}, LMSM, > 


Uy p? Ze 
一 < (7} LMIo Ms | 2 路 Aneor, 
二 (ri) | | {7},LMISM, > 
一 =- > (9.4-16) 


的 静电 分 烈 与 自 旋 - 轨道 看 合 这 类 磁 作 用 无 关 ): 
Eys= E+< {7},LMSMSIH' I} ,LMSMs > 


y 
= = De +< {17},LMSMs| 21 > 


deor,; 


_ Sr,) 17 ,LMSM. > (9. 4-17) 
i=1 


但 是 ,原子 同一 项 X11L 的 诸 不 同 态 | {7Y} ,LM4SMs 之 对 应 有 相同 
的 能 量 。 

1925 年 , 湛 特 (F. Hund) 提 出 了 一 个 关于 原子 项 能 高 低 次 序 
的 经 验 性 规则 , 称 为 洪 特 第 一 定 则 :原子 由 同 科 电 子 的 基 组 态 所 构 
成 的 诸 可 能 项 中 ,总 目 旋 角 量 子 数 S 越 大 的 项 能 量 越 低 ;对 于 同 
一 5 值 来 说 ,轨道 总 角 量子 数 工 越 大 的 项 能 量 越 低 。 读 者 在 高 等 
量 于 力学 书籍 中 可 以 查阅 到 对 这 个 定 则 的 推 寻 和 讨论 ,这 里 不 作 
叙述 。 和 作为 例子 , 碳 原子 在 基 组 态 下 各 项 的 能 级 如 图 9. 4-1 所 示 

原子 LS 项 的 精细 纺 构 能 量 ( 项 能 的 分 改 ) 是 对 于 志和 关 0 和 
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1 1 
> EL 20649cm ! 


天 一 一 -一 一 一 一 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1D 1D 
| 站 - 10195cm-! 
| / 
|/ 
, 1/ 
1522522 访 - | 
\ fe 43cm-! 
PP 7 3P, 16cm-! 


一 一 5 一 一 一 基态 E=0 


9. 4-1 ” 碳 原 子 在 基 组 态 下 的 LS 耦合 项 能 及 其 精细 结构 


S 关 0 的 项 在 项 能 Eyis 式 (9.4-17) 加 上 能 量 的 一 级 修正 : 
天 一 < 17) ,LSJM ET7) LSJIM; > 


2p2c2 rr dr 

了 天 0， 9 天 0 (9. 4-18) 
式 中 , FL7)ZS7M> 是 原子 项 的 精细 结构 子 项 -Zr 中 的 一 个 
态 , 即 总 志和 总 $ 再 已 耦合 的 一 个 态 。 对 于 LS 耦合 方式 ,将 原子 
内 各 个 电子 的 自 旋 - 软 道 看 合作 用 之 和 恬 " 式 (9. 4-13) 视 作 微 护 项 
处 理 [ 没 有 计 人 各 个 电子 动能 的 相对 论 性 修正 〈 索 末 菲 项 ) 和 势能 
的 相对 论 性 量子 力学 修正 (达尔 文 项 ) ,因为 这 两 项 作用 只 造成 项 
能 位 移 , 不 导致 项 能 对 J 分裂。 参见 37.3 和 3 7.4 对 氧 原子 及 类 
气 离 子 和 对 碱 人 金属 原子 的 讨论 ,量子 力学 的 具体 分 析 ( 这 里 略 去 ， 
读者 可 以 参阅 高 等 量子 力学 书籍 ) 指 出 : (1) 瑟 "也 是 标量 算 符 ;(2) 
标量 算 符 的 类 同 于 式 (9. 4-18) 的 矩阵 元 只 有 对 于 量子 数 了 和 My 
而 言 都 是 对 角 的 矩阵 元 方 不 为 零 (L 和。 固定 );(3) 对 角 元 的 值 与 
总 磁 量 子 数 Mj 无 关 ; (4) 对 角 元 的 值 与 总 角 量 子 数 J 有关 。 具 体 
计算 得 到 : 


~N 
二 之 (7} ,LSJM,| >， : 1 og -LL|{7},LSJIM, 之 ， 
一】 
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Eys; = A((7Y},LS)LIOU +TT1 一 工 ( 了 二 1) 一 569 十 1)， 
L 关 0， 5 天 0， j] 一 了 十 9 上 十 一 1 | 二 一 | 
(9.4-19) 
式 中 , 量 A4({7},L5) 与 原子 的 电子 组 态 以 及 角 量 子 数 上 人 、S 均 有 
关 , 但 与 总 角 量 子 数 J 无 关 。 于 是 ,原子 项 的 精细 结构 子 项 能 量 由 
式 (9. 4-17) 和 式 (9. 4-19) 得 为 
bys = Eys 十 Eyisr， 
LA0,SAFA0J=L+i+S,,IL—S| (9.4-20) 
这 是 原子 的 项 能 由 于 诸 电子 自 旋 -轨道 耦合 这 类 磁 作 用 而 产生 的 
分 裂 。 
两 个 相 邻 子 项 能 级 的 间距 为 
Eyrsi— Errsw_y—=2/ /A(RY} ,LS) (9.4-21) 
它 正比 于 两 个 相 邻 子 项 能 级 中 较 大 的 / 值 。 这 称 为 朗 德 间隔 定 
则 。 
E31 式 (9. 4-19) 以 及 式 (9.4-21) 中 的 量 4({7},5S) 其 值 可 
以 是 正 的 ,也 可 能 是 负 的 。 前 者 对 应 于 原子 一 个 Z 项 的 诸 子 项 能 
量 By,sy 随 总 角 量 子 数 的 增 大 而 升 高 ,这 称 为 原子 项 精细 结构 能 
级 排列 的 正常 次 序 ;后 者 对 应 于 Exs: 随 J 的 增 大 而 降低 ,这 称 为 
倒转 次 序 , 但 不 能 认为 是 反常 情况 。 1927 年 , 洪 特 曾经 又 提出 一 个 
经 验 性 规则 , 称 为 洪 特 第 二 定 则 :在 由 第 一 定 则 所 确定 的 能 量 最 低 
的 项 中 ,如果 同 科 电子 数 小 于 半 满 支 壳 层 电 子 数 ( 即 电子 实际 填充 
数 小 于 2 十 1》, 则 ./ 值 越 小 子 项 能 量 Eyrss 越 低 ,遵从 正常 次 序 ; 反 
之 , 则 遵从 倒转 次 序 。( 若 恰好 为 一 半 , 则 * 值 最 大 的 项 只有 工 =0 
一 项 ,没有 多 重 分 裂 ,) 碳 原子 在 基 组 态 下 项 能 的 精细 结构 也 如 图 
9. 4-1 所 示 。npn'p 电子 组 态 下 项 能 的 精细 结构 如 图 9. 4-2 所 示 
意 。 洪 特 第 二 定 则 有 一 定 的 近似 性 ,与 式 (9. 4-19) 和 式 (9. 4-21) 中 
量 AC{7} ,LS) 是 正 值 或 是 负 值 并 不 完全 一 致 。 不 过 , 洪 特 定 则 确 
定 原子 在 基 组 态 下 各 个 可 能 子 项 中 的 基 项 却 是 很 成 功 的 .例如 , 碳 
原子 的 基 项 由 式 (9.4-7) 按 洪 特定 则 知 是 "PP,。 各 种 元 素 原 于 的 基 
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项 列 于 表 9. 3-2 中 的 右边 一 列 。 还 应 指出 , 洪 特定 则 和 朗 德 间隔 定 


则 都 不 适合 于 用 禄 合 廊 式 描述 的 原 子 。 

1 S$, 
/ ip I 

7, 六 
/ 一 一 一 D 
/2 

AAA 二 
AAA 一 
SZ 
nprp 乡 
< 
\、 ~ >- 39) 
~、 - ， 3P, 
、 ~、、 Pf -一 一 一 人) 
一 一 re 
\\ ~ ;Pp, 
\ 
\ 站 _ 3D; 
、 

一 一 二 一 3 Do 
5) 


图 9.4-2 npn'p 电子 组 态 下 LS 耦合 项 能 的 精细 结构 
下 面 再 简略 说 明 假 和 若 多 电子 原子 的 态 纯 是 按照 刀 斐 合 方式 
构成 的 情况 。 原 子 在 一 定 的 电子 组 态 7 下 的 项 能 可 以 按 如 下 两 个 


步骤 求 出 。 首 先 , 将 原子 的 哈密 顿 算 符 鼠 式 (9. 4-12) 中 暂且 略 去 
一 ' 项, 则 


~N 2 
y yy Pp: 
RH=H, +H = SL A + un) + &0r)S, .£.] 
NY A 
h. 9. 4-22 
二 全 : (9, 4-22) 
式 中 
~ 2 _ 
一 2 一 tu +t) °L 《9. 4-23) 


是 单 电子 的 哈密 顿 算 符 。 类 似 于 $ 7. 4 中 对 碱 金属 原子 的 能 级 精 
细 结 构 的 讨论 ' 记 h= ho 十 h' ,其 中 
P2 Ze’ 
24 47Eo7- 
的 本 征 值 谱 {ev} 和正 交 归 一 化 本 征 矢 量 完备 组 {|zls7jzt>} 设 为 已 
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十 (rr) 


Po 一 


知 ,又 将 产 =5(r)3 元 视 为 微 拢 项 , 则 单 电 子 在 定 态 |zlsjoz 下 
能 量 的 一 级 近似 为 

Ew; 一 En + esl = en 十 之 nlsjm,; |ECr)S Llnlsjm; > 

= ev 十 Er) > DG+D 一 CT+D 一 了 


(9. 4-24) 
于 是 认为 哈密 顿 算 符 为 玉 = 瓦 ,十 瓦 " 式 (9. 4-22) 的 多 电子 原子 的 
定 态 态 矢 量 是 已 经 粒子 交换 对 称 化 4( 反 对称) 的 诸 单 电子 定 态 态 天 
最 [as7jot 的 乘积 ， 妈 斯 勒 脱 行 列 式 {7 ,jim 1 1271212， "" ，J NI772 jiN 
> 式 (9.4-9); 相 应 的 能 量 为 


六 
EY, 一 2 En lj (9. 4-25) 


下 一 步 ,再 计 人 HH' 项 。 按照 独 立 粒 子 模型 框架 内 体系 的 能 量 式 
(9. 1-25) ,得 多 电子 原子 的 能 量 
Ey,; jjy 一 所 {(Y ,jima jvmw} MIH, 十 已 " 
+H' (¥ ,Nima'* Jymn? dM > 


N N 
. 1 2 
-一 Dj en 十 之 {7Y ,JM JNnmiy tM | 21 人 >》 Amenr,; 
j=1 ”7 
N 
-一 Djulr,) 7 1021 NM Ny ?dM > 
1 一 1 
-一 Ey,; jo 十 Ey,i jy | (9. 4-26) 


式 中 ,J 是 原子 总 角 动 量 j== 和 (ji 一 十 $) 的 角 量子 数 ,M， 
是 相应 磁 量 子 数 。 上 式 中 Eyij,…iy, 与 有关 ,但 与 Mi 无关 ,因为 
H' 是 标量 算 符 。 图 9. 4-3 是 nsn'p 电子 组 态 按 7 耦合 方式 构成 的 
原子 项 的 能 级 示意 图 。 由 上 述 及 对 照 图 9. 4-3 与 图 9. 4-1、9. 4-2 
看 出 ,倘若 瑟 ' 的 作用 远大 于 及 "的 作用 , 则 原子 的 项 适宜 于 用 LS 
看 合 方式 构成 ;反之 , 则 较 宜 用 广 看 合 方式 。 图 9. 4-4 示 出 元 素 周 
期 表 中 碳 族 (4A 族 ) 元 素 原 子 在 第 一 激发 电子 组 态 (C2p3s， 
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JI172 /一 1 


2 (1/2,3/2) 
172 ,3/2 一 一 
ee xd _ 

/ ~ /= (1/2.3/2); 

Pd 

nsn' p d 
~、 2 12)1 
< 二 ， ， 
1/2,1/2 /2 /Nn 


图 9. 4-3 nsn'p 电子 组 态 下 的 方 看 合 项 能 
Si3p4s ,Ge4p5s ,Sn5p6s ,Pb6p7s) 下 项 能 结构 从 LS 耦合 咎 77 耦合 
方式 过 滤 的 变化 情况 。 : 
_LS 看 合 / 少 焕 全 (1/2,3/2)! 
(1/2,3/2)? 


(1/2,1/2)1 
(1/2,1/2)0 
C Sl Ge Sn pb 
2p3s 3p4ds 4pos 5 ps 6p1s 
图 9. 4-4 ” 碳 族 原子 在 第 一 激 发 电子 组 态 下 的 项 能 :由 LS 确 合 到 方 耦 合 
结构 变化 示意 图 


9.4-3 ”原子 能 级 的 反常 塞 受 分 裂 与 原子 的 破 矩 

假定 原子 的 态 完全 按 LS 耦合 方式 构成 。 原 子 内 所 有 电子 的 
轨道 角 动量 辜 合 而 成 一 个 轨道 总 角 动量 ; 和 /Li 一 ;第 i 个 电子 的 
轨道 磁 矩 由 式 (4. 2-66) 所 示 为 对 rn 一 一 gz L(g 一 1), 故 原子 的 
锁 道 总 伐 矩 为 
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NN 
~ ee = | 
及 :一 2 (—g = gl, gi=l (9.4-27) 


同样 ,原子 内 所 有 电子 的 自 旋 耦 合 而 成 一 个 总 自 旋 : 2.5 一 Si 第 


个 电子 的 自 旋 磁 矩 由 式 (6. 2-13) 为 Ms = 一 gs 2 (gs 二 2), 因 
而 原子 的 自 旋 总 磁 矩 为 


一 一 一 一 Ee 二 一 一 一 下 -= 一 一 
Ms 2 gs D7) gs 2 gs 2 (9. 4 28 ) 
原子 的 总 磁 矩 算 符 写 为 

必 二 Mi, + Ms =—— zit + 28), 


N 
L= 2 $ 一 5 (9. 4-29) 


原子 在 外 恒定 均匀 能 磁场 中 中 ( 设 磁场 方向 沿 = 轴 方 向 )， 冲 
磁 矩 与 磁场 的 耦合 作用 是 


H'=—M.，. B= 十 29,.) (9. 4-30) 


在 态 | 7} ,LSJMI> 下 ， 近似 地 应 用 莫 简 并 情况 的 定 态 向 扰 论 寺 
算 原 子 子 项 能 量 的 一 级 修正 ,有 

Em, =< (7},LSIMI HI(Y), LSIM, > 

一 > < {7},LSIMI|L, + 29,.1{7},LSIM) > 


一 [MAA+ < (7} ,LSJMI|S,.|{7Y},LSJM, >] 


《9. 4-31) 
式 中 , | (7) ,LSJM, 之 描述 原子 的 轨道 总 角 动 量 与 总 自 旋 再 已 磋 
合 的 态 , 上 式 中 总 自 施 算 符 $S. 在 这 样 的 态 下 的 期 望 值 可 以 如 下 计 
算出 ,由 原子 总 角 动 量 算 符 j 二 上 +$ 及 总 自 旋 的 量子 条 件 $X$= 
沪 $ ,注意 到 轨道 总 角 动量 算 符 忆 与 总 自 旋 算 符 $ 对 易 , 有 算 符 关 
系 式 成 立 (请 读者 作为 习题 自行 验证 )， 
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[ 产 ,[ 产 ,S = 2 $+ $7:]— ah: 。 力 (9. 4-32) 
上 式 左 边 在 态 | 人)ZLSJAM7y>> 下 的 期 望 值 显 然 等 于 零 , 故 上 式 右 
于 是 得 到 

一 (7 ,LSJM SLSJM > 


_ VLSIMING : DIN{Y},LSIM) > 
J(J + DA 


MI 
J + Di 


< {7},LSIM) pA +$— Ly,LSIM, > 
_JGQ+D+SGT+D 一 ZLE 二 Di 


2J(J 十 1) (9. 4-33) 
代 回 式 (9. 4-31) ,得 
_eB,, ;JI+ID)+SS+1)—LL+1) 
Ersm—atlt oT 3J (J 4]) Mh 
(9. 4-34) 
记 朗 德 因子 
J SCS 了 (了 
gl DISGHD LLLD) (9.438) 


则 式 (9. 4-34) 写 成 
Eyism, grsrHKsBM, AT 一/ 一] :i 一 (9. 4-36) 


式 中 pp 一 部 -是 狼 尔 磁 子 ， 


于 是 ,原子 在 外 磁场 中 ,项 的 精细 结构 能 量 Eyisjs 式 (9. 4-20) 
再 分 裂 ,原子 的 能 量 为 
Eyissm,—= Errss +t Erisim, (9. 4-37) 


它 由 Eyisy: 式 (9. 4-20) 和 Eyis1m, 式 (9.4-36) 合 起 来 具体 表示 。 它 与 
磁 量子 数 Mj 也 有 关 。 这 就 产生 多 电子 原子 的 反常 塞 要 效应 
由 式 (9, 4-36) ,对 照 式 (9. 4-29) ,可 以 认为 原子 具有 有 效 总 磁 
起 
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M/= gisr37) 7=L+$ (9., 4-38) 


因为 忆 ; 基 wy 式 (9.4-36) 就 是 原子 的 这 个 总 磁 抢 与 外 磁场 的 斐 合作 
用 能 量 。 在 3 8.2 的 8. 2-4 段 中 所 讨论 毛 原 子 及 类 和 气 离 子 的 反常 
塞 曼 效应 得 到 的 有 关 结 果 是 这 里 所 述 的 特殊 情形 ， 


9. 4-4 ”原子 光谱 


为 明确 起 见 , 假 定 原 子 的 态 纯 系 按 LS 耦合 方式 构成 。 原 子 从 
能 量 为 Eyrsj 的 诸 定 态 | {17} ,LSJMj 户 向 能 量 为 Byrs 的 诸 定 态 
1 {7} ;DL'S'J'M' 放 跃迁 ， 在 满 外 电 偶 极 辑 射 选 撞 是 风 


组 态 7 中 ， St ” 中 ， 2- 奇数 ( 偶 


数 ) (9. 4-39) 
各 . 

AJ 一 0, 士 1 (J 二 0e2J' 二 0 除外 )， 

AMJ,= 二 0, 土 ] (9. 4-40) 
以 及 

As 一 0 《9. 4-41) 
的 条 件 下 ,产生 波 数 为 

yy pgp sy 一 Ce (9, 4-42) 
C 

的 一 条 光谱 线 。 


式 (9. 4-39) 称 为 拉 珀 特 (O. Laporte) 定 则 ,实际 上 它 不 论 原子 
态 由 任何 而 合 方式 构成 都 是 普遍 适用 的 。 由 式 (4. 1-18) 知 ， 


(一 DA 是 原子 在 一 定 电子 组 态 下 的 宇 称 , 式 (9. 4-39) 保证 了 体 

系 在 辐射 几 迁 的 前 后 宇 称 守 恒 。 这 个 条 件 若 不 满足 , 则 在 由 7 和 7 

这 两 个 电子 组 态 分 别 构成 的 任意 原子 态 之 间 都 不 能 发 生 电 偶 极 辐 

射 跃迁 。 按 照 这 个 条 件 ,原子 同一 组 态 的 不 同 原子 态 之 间 是 不 允许 
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电 偶 极 辐射 跃迁 的 。 在 氧 原 子 及 类 氧 离子 、 碱 金属 原子 的 情形 下 ， 
式 (9. 4-39) 化 为 选择 定 则 以 王 士 1。 下 一 章 10. 2-3 段 中 给 出 了 对 
这 个 定 则 的 证 明 。 

原子 态 1 17} ,LSJMj 属 自 旋 2S 十 1 重 态 。 同 一 个 S 值 的 庄 
原子 态 之 间 在 满足 电 偶 极 辐射 选择 定 则 式 (9. 4-39) 一 (9, 4-41) 条 
件 下 唉 迁 所 产生 的 光谱 线 集合 称 为 25 十 1 重光 谱 线 系 。 原 子 的 总 
自 旋 角 量子 数 5 有 几 个 可 能 取 值 ,就 有 几 个 不 同 多 重 性 的 光谱 线 
系 。 例 如 氨 原 子 的 S 二 0、1, 就 有 仲 氮 的 单 谱 线 系 和 正 氧 的 三 重 谱 
线 系 。 电 偶 极 辐射 选择 定 则 式 (9. 4- 氏 ) 中 的 AS = 二 0 表明 :属于 不 
同 自 旋 多 重 态 的 两 个 原子 态 之 间 禁 戒 电 偶 极 辐射 既 迁 ,没有 相应 
光谱 线 存在 。 图 9. 4-5 是 碳 原子 的 LS 耦合 项 能 之 间 部 分 允许 的 
电 偶 极 辐射 跃迁 示意 图 。 

需要 指出 :如 果 原 子 态 不 是 严格 按 LS 耦合 方式 构成 ,上 述 选 
择 定 则 式 (9. 4-41) 就 不 精确 成 立 ;在 三 耦合 情形 下 ,选择 定 则 式 
(9. 4-40) 亦 成 立 。 另 外 ,在 一 定 的 条 件 下 ,有 一 些 不 遵从 上 述 电 偶 
极 辐 射 选 择 定 则 的 强度 很 弱 的 光谱 线 也 会 出 现 ,那些 光谱 线 是 遵 
从 所 谓 电 四 极 辐 射 \, 磁 偶 极 辐射 等 选择 定 则 , 辐射 牙 迁 的 几率 很 
小 。 如 果 原 子 态 之 间 是 通过 原子 相互 磁 撞 而 发 生 跃 迁 ,也 不 必 遵 从 
界 射 选 择 定 则 。 因 此 ,通常 的 毛 气 是 正 毛 与 仲 氮 的 混合 。 


NS 9.5 XX 环线 


X 射线 是 伦琴 于 1895 年 发 现 的 。 后 来 经 晶体 衍 射 实验 证 实 ， 
它 是 波长 很 得 的 电磁 波 , 波 长 范围 约 为 0.01A 一 100A 。 本 节 先 说 
明 X 射线 产生 的 机 制 ,再 介绍 X 射线 被 物质 的 吸收 。 


9.5-1 X 射线 的 发 射 谱 


X 射线 可 由 X 射线 管 产生 。 常 用 的 X 射线 管 如 图 9. 5-1 所 
示 。 管 泡 内 被 抽空 至 气压 为 10 一 10-smmHg, 阳 极 与 阴极 之 间 加 
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单 态 3 二 0 三 重 态 $=】 


1s 
2s:2p! nd nd np pd np np nd np nd 
~ Ip, 1D, iDz 1P iP1 So 59 3P 3P 3D 3D 3F 


1p, | 


(2s22p7) 


23Po | (2522 力 7) 


图 9.4-5 碳 原 子 的 LS 耦合 项 能 之 加 部 分 允许 的 电 偶 极 辐射 跃迁 示意 图 


上 数 万 伏 甚至 数 十 万 伏 以 上 的 高 电压 ; 电子 束 由 热 阴极 发 射出 后 
经 电场 加 速 . 打 在 阳极 (又 称 为 靶子 ,一 般 由 金属 材料 制 成 ) 上 , 阳 
极 就 会 发 射 X 射线 。 使 用 晶体 分 光 计 和 记录 仪 , 可 以 测定 X 射线 
的 强度 随 波 长 的 变化 关系 , 即 得 到 X 射线 的 发 射 谱 。 
典型 的 测定 结果 如 图 9. 5-2 所 示 , 这 是 银 的 X 射线 发 射 谱 图 。 
由 图 可 见 ,X 射线 谱 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 谱 线 的 波长 连续 变化 ， 
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强度 
六 


M。 


0.1 1.0 10 波长 (A) 


图 9.5-2 银 的 X 射线 发 射 谱 图 (工作 电压 30keV) 


这 称 为 连续 谱 ; 另 一 部 分 谱 线 的 波长 分 立 , 称 为 特征 谱 ( 也 称 为 标 
识 谱 ? 。 特 征 谱 重 秋 在 连续 谱 上 。 

1. 连续 谱 

从 阴极 射出 的 电子 经 外 加 电场 加 速 后 进入 阳极 材料 原子 核 的 
静电 库仑 场 中 , 发 生 偏转 并 骤然 减速 ,由 此 伴随 发 射 的 电磁 辐射 就 
是 连续 谱 的 X 射线 。 这 种 由 于 带电 粒子 在 运动 中 受阻 而 产生 的 加 
射 称 为 思 致 辐射 。 由 于 电子 与 阳极 材料 原子 的 核 相 碰 擅 , 速度 是 连 
续 改 变 的 ,因而 轨 致 辐射 具有 连续 谱 。 它 相当 于 从 阴极 射出 来 的 电 
子 在 阳极 材料 原子 核 的 静电 库仑 场 作用 下 , 由 能 量 较 高 的 自由 态 
向 能 量 较 低 的 自由 态 辐射 跃迁 而 发 射 的 X 射线 谱 。 所 以 ,X 射线 
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连续 谐 的 形状 与 阳极 材料 无 关 。 

由 电动 力学 可 知 , 思 致 辐射 的 强度 反比 于 人 射 带 电 粒 子 质量 
的 平方 , 故 质 子 等 重 带电 粒子 产生 的 辐射 与 电子 产生 的 相 比 就 几 
乎 可 以 忽略 。 秆 致 辐射 的 强度 又 正比 于 阴极 材料 原子 核电 葆 的 平 
方 , 因而 在 主要 使 用 X 射线 连续 谱 部 分 的 场合 (例如 医学 中 和 工 
业 上 ), 所 用 的 X 射线 管内 阳极 常 来 用 铝 制 成 ,使 得 能 输出 高 强度 
的 X 射线 。 

X 射线 连续 谱 存 在 一 个 最 短波 长 得 ;其 数值 只 取决 于 外 加 
加 速 电 压 V( 与 V 成 反比 ), 而 与 阳极 材料 无 关 。 这 个 现象 应 用 经 
典 理 论 不 能 解释 ,而 沉 要 应 用 光量 子 论 ,一 个 电子 在 加 速 电 场 中 获 
得 的 动能 为 Ek 二 eV , 当 它 到 达 阴 极 材料 原子 核 的 附近 , 厂 全 部 能 
量 转化 成 一 个 X 射线 量子 的 能 量 , 则 发 射 的 这 个 X 射线 量子 有 最 
大 的 能 量 


hvar=eV . (9, 5-1) 
Bh 
_hce_ 12.4 
仿 短 一 eV 一 访 ( 任 伏 ) 个 和 


4 吕 所 称 为 量子 极限 , 它 的 存在 是 光量 子 论 正 确 性 的 又 一 证 据 。 事 实 
上 ,电子 思 致 辐射 可 以 看 作 是 光电 效应 的 逆 过 程 。 利 用 式 49. 5-2)， 
测 出 加 速 电 压 了 和 最 短波 长 各所 的 值 ,就 可 以 精确 测定 普 半 殉 第 
涛 h。 杜 安 (W. Duane) 和 享 特 (. Hunt)? 于 1915 年 第 一 次 由 这 一 
途径 实验 测定 了 hk 值 ,所 得 结果 与 利用 光电 效应 实验 测定 的 h 值 
十 分 接近 。 

2. 特征 谱 

它 是 释 加 在 连续 谱 上 的 分 立 谱 , 只 有 当 外 加 加 速 电 压 超 过 茶 
个 临界 值 才 出 现 。 但 谱 线 波长 的 位 置 与 外 加 加 速 电压 无 关 。 对 于 
由 各 个 不 同 元 素 制 成 的 阳极 ,X 射线 的 特征 详 有 相似 的 结构 ,但 谱 
线 波 长 的 位 置 各 不 相同 ,X 射线 的 符 征 谱 之 所 以 具有 上 述 符 点 ,是 
因为 它 系 由 阳极 材料 元 素 原 子 的 内 元 层 电子 在 原子 核 的 静电 库仑 
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场 中 由 一 个 能 量 较 高 的 束缚 和 定 态 回 另 一 能 量 较 低 的 束缚 定 态 辐射 


>» oP 


人 
| 
加 本 | 

FT 
| 

L 


ZL 


x 
| 


KKsk, 


图 9.5-3 产生 X 射线 特征 谱 的 原子 能 级 之 间 辐 射 距 迁 示 意图 
路 迁 而 产生 的 。 如 图 9. 5-3 所 示 。 当 原子 内 壳 层 中 出 现 有 空位 , 则 
较 外 壳 层 中 的 电子 就 可 能 路 迁 到 这 个 未 被 占据 态 而 伴随 发 射 特征 
X 射线 量子 。 凡 跃迁 末 态 在 x 二 1 壳 层 (K 壳 层 ) 所 发 射 的 X 射线 
组 成 线 系 , 以 嫉 迁 初 态 的 不 同 分 为 K。、Ka、K;、… 谱 线 ; 凡 路 迁 
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末 态 在 ?一 2 党 层 (L 帝 层 ) 所 发 射 的 X 射线 组 成 工 线 系 , 以 跃迁 
初 态 的 不 同 分 为 LLe、Lr、…' 谱 线 ; 类 似 地 ,还 有 MM、N .O、P、… 线 
系 , 由 于 不 同 元 素 的 原子 上 共有 相似 的 内 壳 层 结构 ,只 是 各 这 层 的 能 
量 值 不 同 ,因此 它们 的 XX 射线 特征 谱 有 相似 的 结构 ,而 仅 是 谱 线 
波长 的 位 置 各 不 相同 。 另 外 ,由 于 原子 各 内 壳 层 之 间 能 量 差 比较 
大 , 故 谱 线 波 长 很 短 。 
在 多 电子 原子 内 ,各 个 壳 层 中 的 单 电 子 受到 核 的 静电 库仑 作 
用 ,所 感受 到 的 有 效 核 电荷 数 为 Z; 二 Z 一 o,。 其 中 oo 称 为 电子 屏 
蔽 数 , 主 要 与 这 个 单 电 子 所 在 党 层 以 及 更 内 党 层 的 电子 有 关 。 于 
是 ,由 9.3 的 9.3-4 段 中 式 (9. 3-7), 光 谱 项 可 与 为 
T,=R ET, ,23 (9. 5-3) 


式 中 R 是 里 德 伯 常 数 。 由 此 可 以 写 出 X 射线 特征 谱 各 线 系 中 每 一 
谱 线 波 数 ; 的 表示 式 . 例如 ,K 线 系 中 K。 谱 线 的 波 数 为 


vx = Ti—T,= R(Z— gk )*( 训 一 方 ) 


= TR(Z 一 ak) = 0.823 X 105(Z 一 ok)zcm 


(9. 5-4) 
又 如 , 荆 线 系 中 工 , 谱 线 的 波 数 为 
= 7 一 Ty 二 R(Z 一 go) 各 一 吝 ) 
— RCZ 一 oo) 一 0.152 X 10(Z 一 oo)scm 
(9. 5-5) 


一 般 地 ,对 于 某 一 线 系 的 一 条 给 定 谱 线 来 说 ,有 
MD/RooZ—a | (9. 5-6) 
即 各 种 不 同 元 素 的 X 射线 特征 谱 中 相应 一 条 谱 线 的 波 数 平方 根 
~ 与 元 素 的 原子 序数 2 成 线性 关系 。 这 个 规律 称 为 莫 塞 莱 (HL. 
G.J. Moseley) 定 律 , 是 莫 塞 莱 在 实验 测定 了 一 系列 元 束 的 X 射线 
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特征 谱 (K 线 系 ) 后 首先 于 1913 年 提出 的 。 式 (9. 5-6) 称 为 莫 塞 莱 
公式 ; 式 (9. 5-6) 的 图 示 称 为 莫 塞 菜 图 。 有 K。 线 的 莫 塞 莱 图 如 图 
9. 5-4 所 示 。 从 图 中 直线 与 横 轴 的 截 距 可 以 定 出 式 (9. 5-4) 中 的 ox, 
一 1。 这 是 意料 之 中 的 ,因为 原子 的 区 壳 层 出 现 一 个 空位 后 ,还 剩 


和 ~/ (10m- 12) 
全 
| 


图 9. 5-4 大。 线 的 英 塞 莱 图 


有 一 个 1s 电子 , 它 对 L 亮 层 电子 的 屏蔽 数 约 等 于 1, 同样 ,从 蕊 线 ” 


的 莫 塞 莱 图 上 (这 里 没有 画 出 ), 由 直线 在 横 轴 上 的 截 距 可 以 定 出 
电子 屏蔽 数 oz 二 7. 4。 莫 塞 菜 定律 表明 , 原子 内 壳 层 之 间 电 子 辐射 
跃迁 所 产生 谱 线 的 波 数 主要 取决 于 原子 核电 荷 数 ,而 受 外 过 层 价 
电子 的 影响 很 小 。 于 是 ,只 须根 据 某 种 元 素 的 X 射线 特征 谱 相 应 
谱 线 的 波 数 ; 在 莫 塞 菜 图 中 的 位 置 ,就 可 以 定 出 这 种 元 素 的 原子 
序数 Z, 即 识别 这 种 元 素 . 故 X 射线 特征 谱 可 以 用 来 作为 阳极 材料 
元 素 的 标识 ,又 称 为 标识 谱 , 应 用 莫 塞 莱 公 式 式 (9. 5-6) ,测定 特征 
谱 线 的 波 数 以 求 得 原子 序数 Z, 这 是 实验 精确 测定 元 素 原子 序 
数 的 一 种 方法 ,一 些 元 素 的 原子 序数 就 是 由 这 种 方法 确定 的 。 
原子 的 内 壳 层 中 存在 空位 是 产生 X 射线 特征 谱 线 的 先决 条 
件 。 产 生 空位 可 以 有 各 种 方法 ,用 高 能 电子 束 、 质 子 束 .离子 束 变 
击 ,以 及 用 X 射线 照射 原子 ,都 可 能 将 原子 内 壳 层 中 的 电子 击 至 
最 外 壳 层 或 电离 。 图 9. 5-1 所 示 的 X 射线 管 就 是 利用 由 热 阴极 发 
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射 并 经 数 万 伏 高 电压 加 速 而 得 到 的 高 能 电子 束 麦 击 阳极 材料 的 原 
子 , 致 使 在 阳极 材料 原子 的 内 壳 层 中 产生 空位 的 .只 有 当 人 射电 子 
的 能 量 足 够 大 , 才 有 可 能 击 出 阳极 材料 原子 内 壳 层 的 电子 而 产生 
空位 ,所 以 只 有 当 外 加 加 速 电压 超过 某 个 临界 值 时 ,阳极 发 射 的 和 
射线 才 有 特征 谱 出 现 。 
最 后 ,应 该 指出 :多 电子 原子 支 壳 层 中 的 单 电 子 能 级 系 由 半 和 和 

两 个 量子 数 表征 , 骨 计 及 电子 的 自 旋 -轨道 看 合 , 则 每 一 壳 层 中 的 
单 电 子 能 级 6, 有 精细 结构 , 记 为 ej. 例 如 ,K 壳 层 中 的 单 电 子 能 级 
# 只 有 一 个 子 能 级 e102( 记 为 K 能 级 ) ,而 L 完 层 中 的 单 电 子 能 级 
ez 实际 上 由 三 个 子 能 级 组 成 :ezoyz ez 和 ez132( 依 次 记 为 Li1、 工 ， 
和 上 1 能 级 ),M 有 壳 层 中 的 单 电 子 能 级 s: 由 五 个 子 能 级 组 成 :esov?、 
esll/2、631372 83232 和 E32512( 依 次 记 为 M1 .M1 AN AN 和 AM， 能 级 ) ? 
等 等 。 因而 ,X 射线 特征 谱 有 精细 绍 构 。 在 电 偶 极 辐 射 跃迁 选择 定 
则 

z AL 一 士 1， A; 二 0 、 土 1 (9. 5-7) 
的 限制 下 ,KK. 线 包含 两 条 分 线 : Ka 线 (L1 一 KK) 和 Kw 线 (L1 一 
天 ) ,三 " 线 包含 条 分 线 , 等 等 。 这 里 不 多 装 述 。 


9. 5-2 X 光电 子 能 谱 与 俄 软 电 子 能 首 


为 了 确定 多 电子 原子 内 完 层 电 子 的 结合 能 ,除了 借助 于 上 述 
X 射线 特征 谱 分 析 ( 称 为 X 荧光 分 析 ) 之 外 [历史 上 , 正 是 由 XX 射 
线 特征 谱 分 析 导 致 考 塞 尔 (W.Kossel) 于 1914 年 提出 原子 的 电子 
壳 层 结构 理论 ] ,还 发 展 了 一 些 新 的 方法 。 其 中 ,包括 X 光电 子 能 
谱 分 析 和 俄 软 (P. Auger) 电子 能 谱 分 析 。 

X 光电 子 能 谱 分 析 是 光电 效应 的 一 种 应 用 。 利用 X 射线 的 一 
条 特征 谱 线 [ 例 如 镁 K。 线 (X 射线 量子 能 量 1254eV)、 铝 K。 线 
(1487eV)、 铜 KK。 线 (8048eV) 或 馈线 (4511leV ) 等 | 照射 样品 ， 
将 电子 从 被 照射 的 原子 (分 子 或 固体 ) 中 击 出 。 这 个 X 光电 子 的 动 
能 等 于 入 射 X 射线 量子 的 能 量 与 原子 中 电子 的 结合 能 之 差 , 使 用 
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电子 能 量 分 析 颖 测 出 这 个 X 光电 子 的 动能 ,就 能 直接 确定 样品 原 
子 内 元 层 电子 的 结合 能 以 及 相关 的 化 学 位 移 ( 由 于 化 学 环境 的 变 
化 引起 电子 结合 能 的 位 移 )， 

传 歇 电子 能 谐 分 析 基 X 光量子 
于 所 谓 俄 软 效应 〈《 亦 称 为 


内 光电 效应 ,是 俄 软 于 二 
、 ， ee 
1925 年 首先 发 现 的 ) 。 原 1 


子 的 内 沉 层 中 产生 一 个 空 \& 
位 后 原子 系 处 于 激发 态 ， K JL 
原子 释放 能 量 回 到 基态 的 
一 种 可 能 途径 是 通过 辐射 
跃迁 而 发 射 X 射线 ;但 图 95-5 X 光量 子 发 射 与 俄 歌 电子 发 射 
是 ,还 有 另 一 种 可 能 途径 ， 
即 通过 无 辐射 跃迁 而 使 较 外 帝 层 的 另 一 电子 电离 成 自由 电子 ,这 
个 过 程 称 为 俄 软 电子 发 射 或 自 电 离 。 例 如 ,着 原 子 K 壳 层 中 有 了 
一 个 空位 , 当 L 壳 层 的 一 个 电子 跃迁 到 天 完 层 填 充 这 个 空位 ,可 
能 伴随 发 射 一 个 天。 线 光 量子 ;但 是 ,也 可 能 不 发 射 X 光量 子 , 而 
是 将 能 量 传递 给 另 一 个 电子 ( 设 为 上 壳 层 中 的 另 一 个 电子 ) ,使 这 
个 电子 脱离 原子 ,这 称 为 KLL 俄 软 跃迁 .如 图 9. 5-5 所 示意 。 俄 欢 
电子 的 动能 为 
正 动 一 PK — Er=Exr—Er—Er 《9. 5-8) 

式 中 Ex 和 Ei 分别 是 原子 K 和 LL 壳 层 中 电子 的 结合 能 。 可 以 看 
出 , 俄 软 电子 的 动能 完全 取决 于 样品 原子 的 自身 性 质 , 具 有 很 强 的 
“指纹 ”性 ,因此 ， 测定 俄 欧 电子 的 动能 可 以 用 了 样品 的 元 系 分 析 大 
化 学 状态 分 析 。 

如 果 样 品 是 固体 , 则 俄 软 电子 的 动能 达 a 式 (9.5-8) 石 边 还 顷 
减 去 电子 逸 出 国体 表面 所 需 的 脱出 功 。 由 于 俄 歇 电子 在 固体 中 的 
平均 自由 程 很 小 , 逸 出 深度 约 为 4~20A ,只 有 固体 表面 原子 发 射 
的 俄 歇 电子 才能 逸 出 固体 , 故 俄 欢 电子 能 谱 主要 用 于 分 析 表 面 性 
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质 。X 光电 子 能 谱 分 析 和 俄 软 电子 能 谱 分 析 都 是 高 灵敏 度 超 微量 
的 表面 分 析 技 术 , 可 以 说 是 现代 表面 分 析 中 两 种 最 重要 的 技术 . 重 
要 的 表面 分 析 技 术 还 有 二 次 离子 质谱 和 离子 散射 能 谱 分 析 等 。 


9.5-3 X 射线 的 吸收 诈 


将 一 单 色 X 射线 束 人 射 一 种 物质 ,通过 物质 时 X 射线 的 强度 
会 逐渐 减弱 。 设 人 射 前 的 强度 为 1,, 通 过 厚度 为 + 的 物质 后 强度 
为 1, 有 
I=1e : (9. 5-9) 
式 中 上 称 为 衰减 常数 .X 射线 通过 物质 后 强度 减弱 源 于 两 种 过 程 ， 
一 是 被 物质 吸收 (主要 由 光电 效应 吸收 ), 另 一 是 被 散射 (主要 由 康 
普 顿 散射 和 瑞 利 散射 ) 一 一 它 只 改变 了 X 射线 的 方向 ,因而 使 原 
方向 上 的 强度 减弱 。 衰 减 系数 x 体现 了 这 两 种 过 程 的 联合 效果 ， 
它 可 以 写 为 真实 吸收 系数 与 散射 系数 o 之 和 
AP 一 z 十 5 (9. 5-10) 
再 引入 质量 衰减 系数 和 质量 吸收 系数 三 ,它们 用 起 来 更 方便 也 
更 有 意义 ,其 中 p 是 吸收 物质 的 密度 。 
实验 证 实 ,质量 吸收 系数 与 人 射 X 射线 的 波长 有 如 下 关系 


4 
$=C 全 入 (9. 5-11) 


式 中 Z 和 4 分 别 是 吸收 物质 原子 的 原子 序数 和 原子 量 ,C 在 人 射 
X 射线 一 定 波长 的 范围 内 是 一 个 常量 。 由 此 可 知 ,波长 较 短 的 X 
射线 穿 透 本 领 较 高 。 图 9. 5-6 示 出 银 的 质量 吸收 系数 随 人 射 X 身 
线 波长 的 变化 曲线 。 

图 中 曲线 示 出 , 当 X 射线 波长 逐渐 减 小 到 某 一 些 数值 ,吸收 
系数 突然 增加 。 这 些 吸收 突然 增加 处 称 为 吸收 限 。 图 中 绘 出 了 K 
吸收 限 和 工 吸收 限 ,应 还 有 M 等 吸收 限 ;ZL 吸收 限 包 含 工 ! .Lt 和 和 
Ls 三 个 吸收 限 ,M 吸收 限 应 包含 Mi Mi Mi Mu 和 My 五 个 吸 
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收 限 ,等 。 不 同 吸收 物质 的 X 射 

线 吸 收 限 波长 不 同 。 对 于 吸收 限 

的 产生 可 以 作 如 下 解释 。 由 于 X 

射线 的 吸收 主要 是 吸收 物质 原子 120 

发 生 光电 离 的 过 程 , 式 (9; 5-11) 1o0 | 
实际 上 反映 出 X 射线 量子 被 吸 z /Li 
收 物 质 原 子 光 电离 吸收 的 几率 分 中 : 
布 , 故 当 X 射线 量子 的 能 量 正好 ”60 
等 于 原子 内 某 个 壳 层 中 电子 的 结 
合 能 ,就 会 发 生 共 振 吸 收 而 出 现 “? 
吸收 限 。 原 子 内 各 个 不 同 充 层 中 0 L, 


r/opl(m’ * kg ) 


Li 


的 电子 有 不 同 的 结合 能 。 与 K 壳 D4 

层 中 电子 电离 相对 应 的 就 是 K 0 10 20 30 40 
吸收 限 ,与 工 帝 层 中 三 个 不 同 子 A) 
能 级 L!、L! 和 L， 上 电子 电离 对 图 9.5-6 银 的 质量 吸收 系数 随 人 
应 的 分 别 是 Li、Li 和 Ls 三 个 吸 射 X 射 线 波 长 的 变化 曲 
收 限 , 等 等 .各 个 吸收 限 分 别 对 应 线 


于 吸收 物质 原子 各 个 充 层 (及 其 
子 能 级 ) 中 一 个 电子 光电 离 所 需要 吸收 的 能 量 , 不 同 吸收 物质 原子 
内 相应 壳 层 中 电子 的 结合 能 不 同 ,表现 为 相应 吸收 限 的 波长 不 同 。 
于 是 ,原子 一 个 壳 层 中 电子 的 结合 能 e 与 相应 吸收 限 波长 有 如 
下 关系 式 / 
.一 了 一 上 24X10 电子 伏特 (9. 5-12) 
式 中 和 以 A 为 单位 , 这样 , 测 出 吸收 物质 原子 某 个 壳 层 的 吸收 限 波 
长 ,就 可 以 算得 这 种 物质 原子 该 壳 层 中 电子 的 结合 能 。 例 如 , 银 原 
子 K 吸收 限 波长 k= 二 0. 4859A , 故 其 天 壳 层 电子 结合 能 x 二 
25. 6KeV 。 另 外 ,还 可 以 得 出 射线 发 射 谱 线 波长 ( 波 数 ) 与 吸收 
限 波长 ( 波 数 ) 之 间 的 关系 ,例如 ,Kw 线 是 原子 内 的 一 个 电子 由 Li 
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能 级 向 K 能 级 辐射 牙 迁 产生 的 , 故 Kw 线 的 波 数 应 是 K 与 Li 吸收 
限 波 数 之 差 。 银 原子 的 K 和 上 1 吸收 限 的 波 数 分 别 是 2. 0580cm-! 
和 0.2842cm ,而 其 Kws 线 的 波 数 正 是 以 上 两 者 之 差 
1.7738cm”“。 琢 收 限 的 存在 ,又 一 次 证 实 了 原子 的 电子 壳 层 结构 
的 实在 性 ,并 且 为 研究 原子 内 层 结构 提供 出 一 条 具体 途径 。 


习 着 


9-1 记 单 粒子 归 - 化 波 函数 为 如 (q) ,其 中 q= (r,s,)。 求 三 个 全 同 玻 色 
子 的 体系 可 能 的 归 一 化 波 函 数 。 
答 ;(1) 看 凡 一 必 一 加 一 人, 旭 
Ys 一 由 (g1) 由 (9z) 由 (93) 
(2) 看 石和 关 姑 一 加 , 则 
Ys -二 [% (gi) $a, (q2)Pa, Cg3) 十 办 《91 加， (g2)P, (qs) 


M3 
+ (gi ) Pa (qg? )a, (q3)j 
(3) ” 若 丸 天 如 关 加 关 妨 ; 则 
Vs 一 一 一 [四 (gq) $a, (92) Cg3) + (gi), (92) (9s) 


M6 
十 加 (gp (ga)t, Cq3) TB (qi 由 (qs )B (qa) 
十 由， 《9 加 (qz 办， 《93) 十 加 ， (di 2 (g2 )#, (gqg3) J 
9-2 三 个 自 旋 s=1 的 全 同 玻 色 子 处 于 相同 的 空间 运动 状态 , 归 一 化 波 
蜗 数 记 为 yl(r)。 求 体系 可 能 状态 的 归 一 化 波 函 数 ,可 能 的 波 函 数 有 多 少数 
目 ? 
答 : 记 5 王 1,m, 二 1.0, 一 1 的 粒子 自 旋 态 分 别 为 Xi、Xo、X-i。 
(1) 若 区 4 二 rw 二 15 二 1, 则 
Vu=y Cr or Og ra XC )X (2) X13) 
(2) 者 Mm 二 mw 二 1,mss 二 0, 则 


Vio=g ry rg ra) — [x COX CLIXo (3) + XI (1 ) Xo 2)X 3) 
~ 3 


十 Xo(1)X 2) CC3)》 | 
(3) 其 余 有 Vi Woos Wo Bi oo0s Voo1s Vo 11 _i11s 体 
系 总 共有 10 个 可 能 状态 ;其 中 7 个 状态 对 应 于 总 自 旋 $=3,3 个 状态 对 应 于 
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9-3 讨论 : 
(1) 两 个 自 旋 * 一 0 的 全 同 玻 色 子 , 它 们 分 别处 于 归 一 化 波 了 郴 数 办 Cr) 
和 器 (的 态 中 ,两 个 态 有 确定 的 并 且 是 相反 的 宇 称 ; 
(2) ”两 个 自 诈 态 相同 的 全 同 费 密 子 。 
求 两 个 粒子 都 处 于 半空 间 > 之 0 的 几率 。 
1 


答 :(1) w= (+ 4|Al), A 一 | gr gr)dr 
次 0 


(2) mw= 寺 (1 一 41419 ,表明 两 个 粒子 相互 排斥 。 
9-4 对 于 两 个 自 旋 为 * 的 全 同 玻 色 子 系 或 费 密 子 系 , 问 哪些 项 2 志 是 
可 能 存在 的 ? 
答 :(1) 玻 色 子 系 ; 若 上 L 二 0,2,4,…,; 则 只 可 能 S$S=2s5,25 一 2,… ,0; 
若 L=1,3,5,…, 则 只 可 能 S=25 一 1,25 一 3,…,1 : 
(2)” 费 密 子 系 : 若 上 二 0,2,4,…, 则 只 可 能 S$S=2s 一 1,2s 一 3,"…,0; 
世上 二 1,3,5,…, 则 只 可 能 S=25,2s 一 2,'…,] : 
”9-5 (1) 两 个 自 旋 *=0 的 全 同 玻 色 子 ; 
(2) 两 个 自 旋 := 也、 自 旋 平 行 的 全 同 费 密 子 ， 
置 于 边 长 为 ae 盖 >c 的 长 方 体 盒子 中 ,两 个 粒子 之 间 的 相互 作用 热能 
V 一 A6(r 一 r,)。 求 体系 基态 能 。 
答 ;(1) 无 一 z 丰 
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1 ,1,1,, 274 
(二 十 应 十 证) 十 守 大 
(2) = 一 (; 和 5 十 声 十 十) 十 0 

9-6 和 费 密 自由 电子 气体 中 ,电子 空间 运动 波 函 数 由 箱 归 一 化 的 平面 波 
表示 。 

(1) 求 两 个 自 旋 平 行 的 电子 之 间 的 静电 库仑 作用 交换 能 ; 

(2) 设 电 子 气体 处 于 基态 , 费 密 动量 为 po, 求 单位 体积 内 的 电子 之 间 
总 交换 能 。 

提示 : 〈1) 引入 电子 的 交换 几率 密度 


站 2 ' 
exp[ = (p;— pi) 。， 门 ,以 及 Yor) 一 oodryrs ， 


VT 
应 用 泊 松 方程 可 解 得 


pilr) 一 
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4nek? 
dna 一 


po | 人 pirdpisinGd0dog pi— ps pop, 
2 Pi pinltetpiy 
| p+ poppeo0 Pt ap lp pl 


(pe 本 Bra 
了 


Vj (rn) 一 


pa 
2 


2 
Ac ， i 一 - 一 


Re 


是 第 7 和 第 ! a 


d _ 4xe’ 名 4 3 1/3_€ e-” 43 


中 电子 气体 六 度 a 一 ey) 
9-7 开交 而 从 基态 朱玉 2s4p ,假定 2; 电子 在 


核 的 未 屏蔽 的 库仑 势 场 一 ;2 一 中 运动 而 4p 电子 是 在 核 的 受 屏 项 的 库仑 势 


场 一 7 二 中 。 
(1) 求 氮 原 子 2s4p 双 激 发 态 的 能 量 ， 
(2) 求索 外 光 的 波长 ; 
(3) ” 设 轩 原子 发 生 自 电离 过 程 ;发 射 一 个 电子 ,而 氮 离 子 He -处 于 基 


态 , 求 目 由 电子 的 速度 。 
管 ; (1) Es=—14. SeV 
(2) 4=192A 


(3) "= 一 3.75X10' 米 / 秘 
9-8 ” 氧 原 于 处 于 基态 , 求 
(1) 道 磁 磁化 率 ; 
(2) 在 外 磁场 8 中 ,原子 中 心 处 感 生 磁场 强度 的 大 小 。 
答 :所 原子 在 基态 下 ,上 =0,? 王 0,7 一 0。 
(1) 对 照 88.2 中 的 式 (8.2-34)、(8.2-35), 知 
磁化 率 5 一 一 /4 ie TD = po teas 


2 


若 取 2 二 Z 二 2, 则 6 凡生 二 一 0。 29 10 2, 


pi 
一 一 0. 398po 


, 7 2 72 
若 取 2 一 到，, 骨 Cw 区 二 —0.351p yt 
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iN i) 


Eh 


让 i 


bo NE 


(2) 对 照 § 8.2 中 的 jaaawgg 式 (8.2-36), 取 4 一 本 8BXr， 
得 Bus(0D) 一 0.6X10-4B 
9-9 按 ZL-5S 耦合 方式 , 求 以 下 电子 组 态 的 可 能 项 '7 及 其 精细 结构 于 
项 1L，， 
(1) nsn'p; (2) nsn'd; 
(3) npn'pn'’p; (4) np’。 
答 :(1) iPi,*Po,l,， 
(2) 1D,,*Di,2,3 
(3) 2S12»°P1y2,32 9 D3,s79 Ess2.7729 379 P12,3/2.572° 
1D1/2,372,512.7/29 EF 3/2,5/2,712.9/2 
(4) ?Pz,3° D3,572» S37 
9-10 ”应 用 洪 特 定 则 ,确定 下 列 元 素 原子 的 基 项 : 
Ols’:2s’2p4, 
Clls’2s’:2p3s*3p°， 
Fels’?2s’2pi3s?3p3d4s’, 
Cols’2s’2p'3s3p°3d’4s’, 
Asls’2s’2p'3s’3p'3d!4s’4p’， 
Lals?2s22p53s23p53dl04s24ps4dq't05s25ps5d6s  。 
符 ;O.;:P,;Cl :2PayFe:s Dy;Co: Fo As:S3;La:’D, 
9-11 按 j-j 耦合 方式 , 求 以 下 电子 组 态 的 可 能 项 (jj72 力 : 


(1) pnd: 

(2) (nl 六 ) . 

管 :CD 《二 号) (于 呈 )53( 王 于 atza( 守 计 )iaa 
(2) 〈 子 亲 )o 


9-12 ” 锌 原子 最 外 层 有 两 个 电子 , 基 组 态 为 4s’。 当 其 中 一 个 电子 被 激发 
到 5; 或 4p 态 后 , 问 向 低能 级 的 电价 极 辐射 跃迁 有 哪 几 种 ? 
签 :5 3 一 43Po， 5 9o 一 4 1IP, 41P 一 4 9 
9-13” 碳 原子 某 激发 态 项 由 三 个 精细 结构 子 项 组 成 ,其 项 能 相对 于 基态 
项 的 间距 (用 波 数 表示 ) 为 60333cem “1.60353cm” 各 60393cm !。 
(1) ”上 应用 朗 德 间隔 定 则 ,确定 这 三 个 子 项 的 LS 和 的 值 ; 
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(2) 碳 原 于 基态 项 1s 2s 2p PP 有 三 个 精细 结构 子 项 Po，Pi 和 
Ps 的 项 能 分 别 高 出 ' 忆 "的 项 能 16cm 和 43cm”  。 求 由 上 述 激发 态 项 向 基 入 
项 电 偶 极 跃迁 所 发 射 光谱 线 的 精细 结构 : 写 出 相应 分 线 的 波长 。 

答 :(1) ;Po,Pl,:P, 

(2) 1657.0A 、1657.4A 、1658.1A、 
1657.9A .1656.3A .1656.9A 
9-14 碱 金属 怕 子 置 于 田 和 磁场 中 , 辐 : 

(1) ?Pip->291 

(2) “Pi 一 91 
电 偶 极 跃迁 所 发 射 的 光谱 分 线 有 怎样 的 反常 塞 曙 分裂? 

管 ;w 二 wo 十 Aw， Aw= (gy My —giM). 


(1) :Py S 1 : 


1 


gMr—g:M= 一 半 (of) 一 1 一 二 (x)、 3 


(mr 10)、 广 (07) 
(2) :PS 2: 


2 ， 4 ，-_ 
grldyr 一 85 一 -与 人 Co) 一 与 (om)、 于 (Ca ) 


9-15 ” 测 得 某 元 素 的 X 射线 开 。 线 的 波长 为 0. 685 A , 试 应 用 疯 塞 莱 定 
律 求 出 该 元 素 的 原子 序数 。 
答 ,Z 二 43 
9-16 铀 的 X 射线 开 了 吸收 限 为 0.107A , 开 。 线 为 0.126A , 求 了 吸收 限 
的 波长 。 
答 ,0.709A 
9-17 钨 的 X 射线 天 吸收 限 的 波长 是 0.178A ,求人 壳 层 电子 的 能 量 
FEx。 若 将 钨 原子 内 的 电子 逐个 电离 ,只 剩 下 一 个 电子 与 原子 核 构成 类 氢 离 
子 , 求 其 基态 能 量 £1。 说 明 Ex 与 1 为 什么 不 相同 。 
答 , 忽 的 Z= 二 74, Ex 二 一 6. 958X10teV ,El 二 一 7. 451 X 10‘eV 
9-18 已 知 铜 和 锌 的 X 射线 天 。 线 的 波长 分 别 为 1.539A 和 1.434A ;名 
的 玫 吸 收 限 为 1.489A, 它 对 铜 和 锌 的 天 。 线 的 质量 吸收 系数 分 别 为 48 
厘米 :/ 克 和 325 厘米 2/ 克 。 问 :为 了 使 铜 的 天 。 线 与 锌 的 天 。 线 的 相对 强度 之 
比 提高 10 倍 ,需要 多 厚 的 旬 吸 收 片 ? 
答 :8. 31 毫克 /厘米 : 
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第 十 章 ”量子 奈 迁 一 一 
原子 的 光 鹃 收 与 性 射 


一 个 体系 受到 外 界 的 作用 ,可 能 发 生 从 一 个 分 立 的 定 态 向 另 
外 定 态 的 跃迁。 跃迁 可 能 性 的 大 小 用 族 迁 几率 这 个 物理 量 来 表述 。 

原子 与 外 界 光波 相互 作用 ,会 激发 原子 在 其 能 级 之 间 晓 迁 并 
且 伴 随 吸 收 或 发 射 光子 。 谱 线 的 频率 由 唉 迁 初 末 两 能 级 之 差 决 定 ， 
而 谱 线 的 强度 与 相应 的 跃迁 几率 成 正比 如 果 跃 迁 几率 等 于 零 , 则 
这 条 谱 线 不 能 产生 。 原 子 两 能 级 之 间 人 允许 跃迁 并 产生 谱 线 的 限制 
条 件 称 为 辐射 跃迁 的 选择 定 则 。 

本 章 共有 两 节 .第 一 节 给 出 量子 跃迁 的 概念 ,并 且 介绍 含 时 间 
微 扰 论 以 导出 跃迁 几率 的 近似 表示 式 。 第 二 节 应 用 量子 路 迁 理论 
讨论 原子 的 光 吸 收 与 发 射 问题 。 


$ 10. 1 跃迁 及 跃迁 几 达 


10. 1-1 基本 概念 


设 一 个 体系 的 哈密 顿 算 符 为 太 ,, 不 显 仿 时 间 t, 记 其 能 谱 为 
{E%) ,相应 的 正 交 归 一 化 定 态 态 矢 量 完备 组 为 {| 加 >>e 一 ee 和 *}， 均 
为 已 知 (不 失 一 般 性 ,假定 其 能 谱 完 全 分 立 ) . 设 在 :<to 期 间 , 体 系 
处 于 能 量 为 包 的 定 态 。 

假若 从 t=t。 开始 ,体系 受到 外 界 作 用 , 记 其 相互 作用 哈密 顿 
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算 符 为 万 ' , 则 体系 的 哈密 顿 算 符 扩 变 为 


H=H,+H’ (i) (10. 1-1) 
其 中 
. H', 上 > 
H’' ()= / (10. 1-2) 
0， tf<to 


与 时 间 上 有关, 而 式 中 玉 ' 可 显 含 或 不 显 含 时 间 :。 体 系 在 上 > 加 其 
闻 的 任 一 运动 状态 都 是 非 定 态 , 态 矢 量 | 放 () 之 满足 含 时 薛 定 记 
方程 


i ht)>=[A+A (WTA) 0.1-.3) 


不 失 一 般 性 ,认为 算 符 且 和 及 ,在 同一 个 黑 伯 特 空间 。 将 受 
到 外 界 作用 的 体系 的 运动 状态 的 归 一 化 态 矢量 | 严 (4) 沁 > 按 算 符 

FF。 的 正 交 归 一 化 定 态 态 矢 量 完备 组 {| 加 >>e-" 食 } 展 开 
>= 2 Clt) poe- (10.1-4) 

式 中 ,展开 系数 

C0) = < | en (10. 1-5) 
与 时 间 t 有 关 , 其 绝对 值 平方 |1C, (1) |? 按 量 子 力学 第 三 条 假设 
表示 体系 在 运动 状态 | 炎 (4) 之 下 ,在 时 刻 +, 力学 量 及 , 取 本 征 值 为 
Es 的 几率 。 由 于 体系 在 1 过 to 期 间 ; 原 本 处 于 能 量 为 BB 的 定 态 
>>e- 吕 7?! 自 t 二 to 时 刻 起 受到 外 界 作 用 ,在 :<t。 时 刻 体系 处 于 
能 量 为 Es 的 定 态 | 和 加 之 ew 人 有 几率 |1C,() 17, 就 称 |C, (2) | = 
Pa(z) 为 体系 自 to 时 刻 开始 受到 外 界 作 用 号 ' 后 ,在 i 一 i 时 间 间 
隔 内 ,由 初 态 | 办 之 e- 呈 ?向 末 态 1 之 e- 如 个 睹 迁 的 几率 。C() 称 


为 路 迁 振幅 ,而 单位 时 间 内 的 路 迁 几 率 生 Pat) 称 为 路 迁 速率 。 量 


子 跃 迁 间 题 在 于 探求 体系 在 给 定 的 初 态 与 末 态 之 间 的 跃迁 速率 ， 
这 归结 为 要 求 得 路 迁 振幅。 
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10. 1-2 含 时 间 微 扰 论 ;跃迁 几 素 的 近似 表 鹿 式 


跃迁 振幅 C。 (ti) 式 (10.1-5) 与 体系 的 运动 状态 态 矢量 
亚信 盖 有 关 , 于 是 问题 又 归结 为 要 求解 受 外 界 作 用 体系 的 含 时 
莓 定 刘 方 程式 (10. 1-3) 。 这 个 方程 一 般 难 于 精确 求解 。 但 是 ,如 果 
体系 的 哈密 顿 算 符 瑟 式 (10. 1-1) 中 ,与 外 界 的 相互 作用 项 HH' Co) 
与 瓦 。 项 相 比 可 以 视 为 微 扰 项 , 则 方程 可 以 应 用 所 谓 含 时 间 微 扰 
论 近 似 求解 。 方 法 如 下 所 述 。 

引入 由 哈密 顿 算 符 豆 。 表征 的 体系 的 时 间 演 化 算 符 了 (t,t' )， 
定义 为 在 达 >> 纪 期 间 对 于 体系 的 任 一 运动 状态 态 失 量 | 至 (的 盖 ,有 

Ta) BG )>=IB0)>, tt (10.1-6) 

代 人 由 算 符 瑟 。 表征 的 体系 的 含 时 薛 定 谓 方 程 


i B00)>=H, G0)> (10. 1-7) / 
注意 到 体系 在 时 刻 沁 的 态 |B(') 二 的 任意 性 ,得 
Ih Tt )=HoT t,t’ )， tt (10. 1-8) 
解 这 个 方程 得 到 
Tt )=e to NR tr 


再 规定 在 上 < 期 闻 TQ,t' )=0, 故 有 
_ 一: 0 一) 让。 PY 
T(t,t' )= (10. 1-9) 
0， 1 < | 
下 面 借助 于 算 符 Tt ) 来 求解 受 外 界 作用 体系 的 含 时 薛 定 雇 方 
程式 (10. 1-3)。 将 方程 写成 


Fi 二 19] VS=— A 0) > (0.1-10) 
其 相应 的 齐 次 方程 
[—i hi 十 JD()>=0 《10. 1-11) 


即 是 方程 式 (10. 1-7) ,其 通 解 记 为 |8G) 之 。 认定 方程 式 (10. 1-10) 
/ 503 


的 通 解 | 炎 (t) 汪 可 以 写成 

VO)>=180)>++ IVY0)> (10. 1-12) 
式 中 | 4) 少 是 方程 式 (10. 1-10) 的 满足 所 讨论 问题 的 边界 条 件 
的 一 个 特 解 。| 亚 1() 之 可 以 由 如 下 方法 求 出 ,将 算 符合 (1,t') 满 足 
的 方程 式 (10. 1-8) 写 成 

[i 二 人 JT Cet ) 一 0， tt 


但 是 注意 到 在 上 一 上 时刻 ,由 式 (10, 1-9) 可 知 


、 ] ， 1 一 > + 
T(t ) = 0 (10., 1-13) 


， t—>t' ~ 
0 .六 } t . | Y 
因而 有 地 7 (t,t ) 二 6 一 t ) 一 上 。 故 上 面 方程 应 改写 成 
[i + TG ) = ih ) (10.1-14) 
再 将 上 面 方程 的 两 边 作用 于 H' G2 )| 严 人 ) 放 ,并 对 #' 积 分: 
|” 一 1 万 EA + HTG, HOG) VO) >dt 
一 一 让 | OG-0 BG ) Ye )>dt 
注意 到 式 (10.1-2) 和 式 (10. 1-9), 则 上 式 写 为 
[一 i 廊 2 十 ,| | TU)H' GY VG > dt 


=—ifH’()|VY0)> (10, 1-15) 
对 照 方程 式 (10. 1-10) ,得 到 方程 的 特 解 为 
[YQ) >= 二 | TU)H' GV) > ds 
(10. 1-16) 


它 借助 于 算 符 了 (t,t') 和 微 扰 项 刁 ' 表示 了 出 来 。 代 入 式 
(10. 1-12), 就 得 到 受 外 界 作用 体系 的 售 时 苹 定 证 方程 式 (10. 1-3) 
的 通 解 为 

YD >= 1 >+ 直 | Te A ewe) > 


(10, 1-17) 
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它 实际 上 是 关于 | 秋 (4) 放 的 一 个 积分 方程 。 

由 于 已 设 算 符 五 (2) 是 微 扰 项 ,上 面 方程 可 以 用 逐次 到 代 法 
求解 。 将 方程 的 解 记 为 

[T= + | PF+IVLE)S+ 

(10, 1-18) 

式 中 | 多 GQ) 放 是 | 殉 Q) 二 的 零 级 近似 解 ; | (2) 生 (N=1,2， 
3,…) 是 其 第 V 级 修正 ,包含 微 扰 项 已 ' (2) 的 入 次 作用 。 有 

TO)>= 180)> (10, 1-19) 


vo >= 直 | TE A’ ) Be) > dt 


1 


(10. 1-20) 


2 fe ~ - 
[V2() > = Ea | TOG, HH’' CG' )dr 
ih to 


. | TE BB) >d (10.,1-21) 


VY) = 声 | Tt YH!’ Gt’ PN DC Ydt 
io 


(10, 1-22) 
上 面 已 设 在 :< 期 间 , 囊 ' (4) 二 0 而 体系 处 于 能 量 为 的 定 
态 | 不 之 er ， 即 
1®0)>= 1$ ean (10. 1-23) 
代入 | 殉 (#)> 式 (10. 1-18), 再 将 | 亚 (2) 之 式 (10.1-18) 代 人 唉 迁 振 
幅 Cn 《和 式 (10.1-5), 记 
C2)=CO0) HOWE) HC + (10.1-24) 
式 中 CG) 是 C(t) 的 零 级 近似 ,CY (2) (N= 二 1,2,3,…) 是 其 第 
N 级 修正 [包括 微 扰 项 五 ' (1) 的 和 N 次 作用 ]。 有 
CH)=<$ | > 
=—<h, | de En = em 
(10. 1-25) 
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其 中 已 记 


0 一 0 
wm (10. 1-26) 


CPD)= < em | 
| 加 二 | 一 p, WMERY yH! (4! ) 【 > A 


注意 到 算 符 了 (zt' ) 式 (10. 1-9) ,有 
< [TG ) 二 之 沙 ， |e 一 iocr ) /让 


二 之 钞 , |e iEm( 一 人 ) 记 , < (10. 1-27) 
则 
Cr) ——— | < 一 $$, IH! KE ) 了 p> eenat dr! 
-- 测 Hm )eremt di (10. 1-28) 
式 中 Hlt’ )=<$ lH’ Gt) |$> (10. 1-29) 


是 微 扰 作用 瑟 ' (1' ) 在 瑟 , 表象 的 表示 矩阵 第 m 行 第 k 列 和 矩阵 元 。 
再 

CC) (1 一 < | (1) >e'EmtAr 

| -i | | / 

- cai], $lT tH Ge dt 


| | PE A CF) |g > emdr em 
利用 算 符 及 ,的 正 交 归 一 化 本 征 矢量 组 {1#} 的 完备 性 表示 


式 27 | 多 > 一 而 | = 人 滩 及 式 (10. 1-27), 有 
1 | fo ‘ ! "wt" dp 

CE) 一 让 | Hl )e mj de | Ha Ye 县 df 

(10. 1-30) 

余 此 类 推 。 

这 里 只 论 及 跃迁 末 态 | 加 之 ew? 不 同 于 初 态 | 和 有 e- 慷 的 
情况 :m 关 &, 则 Cs (2) 式 (10. 1-25) 等 于 零 , 于 是 ,to 一 t 时 间 间 隔 内 
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的 聊 迁 几率 计 至 一 级 近似 为 
Ppa) = 10 + CPOF = | HG Yerm de 


(10. 1-31) 
由 此 ,又 可 以 求 得 跃迁 速率 于 Pt) 的 一 级 近似 ， 
下 面具 体 讨 论 两 种 重要 情况 。 
10.1-3” 常 微 扰 
如 果 体 系 与 外 界 的 相互 作用 项 为 
HF' (一 全 人 (10. 1-32) 


取 上 一 0, 则 跃迁 几率 的 一 级 近似 表示 式 按 式 (10. 1-31) 为 


一 一 > 一 (10. 1-33) 


注意 到 


limS D(X) $07) (10. 1-34) 


是 9 项 数 , 故 当 0 一 t 的 时 间 间 隔 足 够 长 , 按 微 观 时 间 刻 度 可 认为 t 
阅 00, 则 跃迁 速率 表示 为 

d [Hn mk 

dt Pl) f—> oo | hs me| | | 

= 字 = |H', |26CE — EY) (10, 1-35) 
0 


其 中 用 到 式 (10. 1-26) 及 5(az)== 由 上 式 看 出 :跃迁 速率 与 
时 间 上 无 关 ; 若 2 闫 EE 则 牙 迁 速率 为 堆 , 式 中 含有 (Es— i) 表 


明 贱 迁 过 程 严 格 遵从 能 量 守 恒定 律 , 并 且 贱 迁 末 态 必须 是 其 能 量 
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Ew 等 于 初 态 能 量 EB 的 连续 态 。 设 在 能 量 2 附近 dE 范围 内 连 
续 末 态 的 数目 为 CE)dEs, 其 中 oCE%) 是 以 本 为 中 心 的 单位 能 
量 间隔 的 末 态 数目 , 称 为 态 密度 , 则 在 单位 时 间 内 ,体系 由 能 量 为 
所 的 初 态 | 办 ee 分 牙 迁 到 能 量 为 所 (等 于 碟 ) 附近 所 有 可 能 末 
态 的 跃迁 总 几率 为 


A 


= IH lp(E) | (10. 1-36) 


上 式 由 狄 喇 克 首先 得 到 ， 和 密 称 之 为 黄金 规则 它 可 应 用 于 势 散 射 
等 问题 中 ( 见 下 一 章 ) 。 


10. 1-4 周期 性 微 扰 
如 果 体 系 与 外 界 的 相互 作用 项 为 
、 Weoswt, t>to 
H’' ()= (10. 1-37) 
0， t<to 


式 中 算 符 W 是 与 时 间 上 无关 的 线性 厄 密 算 符 , 取 坟 ==0 再 代 人 路 
迁 儿 率 的 一 级 近似 式 (10. 1-31) ,注意 到 


coswt 一 = (ee 到) 


有 
P(t) 二 二 -| (ee eT )eimr dr’ 
hi| 2 J。 
[Wal? |emto—1 eeot ec 一] 
= ww Dw (10. 1-38) 


可 以 看 出 ,只 有 当 体 系 与 外 界 作 用 项 的 角 频 率 w 守 一 wr (wn 三 0) 

或 wm《wm 玉 0),， 上 式 所 示 跃 了 迁 几 率 方 显 车 不 为 零 。 由 式 (10. 1-26) 

知 ; wm 之 0 相应 于 体系 向 更 高 能 级 跃迁 , 如果 讨 论 的 是 体系 与 外 

界 光 波 作 用 情况 ,这 将 伴随 着 光 的 吸收 ;而 ww 二 0 相应 于 体系 回 

较 低 能 级 跃迁 ,伴随 春光 的 受 激 发 射 。w 伍 十 wm 称 为 共振 跃迁 情 

况 。 不 失 一 般 性 ,下 面具 体 讨论 光 的 共振 吸收 . 跃迁 几率 Pu 人 (oO 的 
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一 级 近似 式 (10. 1-38) 可 瑟 成 
[Wl 
4 1 


Wa 

mm 

4 [| 
2 


@' Smk to 1 2 


Pn lt) 一 


PN 


(10. 1-39) 


当 0- 环 的 时 间 间 隔 足 够 长 ,可 取 t~~co ,利用 式 (10. 1-34)， 得 医 迁 


速率 的 表示 式 为 
dP,(t) [Wal° G mk oo 
dt ,co 一 和 | 4 2 ato 9 | 
=2F | Wm | (ES — Er hiw) (10. 1-40) 


由 此 可 知 ,跃迁 速率 与 时 间 t 无关 ;大 Ed +hwA Eo 则 跃迁 速率 
下 Pt) 等 于 零 ,表明 脆 迁 过 程 遵从 能 量 守恒 定律 。 上 式 中 含有 有 


函数 ,可 合理 地 作 处 理 。 例 如 ,如 果 体系 与 外 界 的 作用 五 ' (2) 式 
(10. 1-37) 实 际 上 不 是 理想 的 单 色 情况 , 角 频 率 以 w 为 中 心 有 一 定 
的 连续 变化 范围 ,将 上 式 对 w 积分 ,所 得 结果 将 不 再 含有 8 函数 ， 


10. 1-5 ”能量 -时 间 测 不 准 关 系 


现在 设想 借助 于 上 述 周期 性 微 扰 作 用 ,使 体系 由 能 量 为 到 的 
共 态 ( 初 态 ) 向 一 个 激发 态 (本 态 ) 耻 迁 来 确定 这 个 激发 态 的 能 量 


， 由 跃迁 几率 Pm(t) 式 (10. 1-39)， PCD 对 -二 “的 函数 关系 
如 图 10.1-1 所 示 。 可 以 看 出 , 如 果 取 上 一 co, 有 Pm(t) ~ 
8| 经 “| ,表明 体系 末 态 能 量 Es 必须 严格 等 于 成 十 fo 方 有 用 
迁 几 率 不 为 零 ; 但 若 : 有 限 , 则 并 无 上 面 的 关系 ,在 A| “< | 之 


工 的 范围 内 ,跃迁 几率 Pw(t) > 之 0。 由 于 初 态 是 基态 ,能 量 成 完全 


确定 (4 看 =0) ,再 设 微 扰 作 用 角 频 率 w 也 完全 确定 (Aw 一 0), 则 由 
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一 


图 10. 1-1 Pt) 与 


的 曙 数 关系 曲线 


上 式 可 知 在 A 民 之 所“ 范围 内 ,Puw(t) 之 0, 会 有 明显 的 跃迁 发 生 。 
记 0 一 t 这 段 跃 迁 时 间 为 At, 即 有 / 
AF ， At 之 h (10. 1-41) 

这 就 是 能 量 -时 间 测 不 准 关系 。 它 指出 :如 果 用 于 测定 体系 激发 未 
态 能 量 的 时 间 Ar 为 有 限 ， 则 这 个 激发 末 态 的 能 量 就 有 一 个 不 确定 
范围 ABS 之 苑 ; 仅 当 :>oo( 即 At>o0), 才 有 AE%0. 

类 似 地 ,如 果 体系 处 于 某 一 个 激发 态 , 由 于 它 可 能 通过 光 自 发 
发 射 岂 迁 到 基态 (或 较 低 激发 态 ), 体系 不 可 能 无 限 长 时 间 停 留 在 
这 个 激发 态 上 , 即 这 个 激发 态 只 有 有 限 的 平均 寿命 <。 因此 ,这 个 
激发 态 的 波 函 数 可 合理 地 写 为 


Ve(t)= yeexp| 一 于 应 一 辫 人 0 (10. 1-42) 
使 得 
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[VeQ) ?~e ,10 《10. 1-43) 
扩展 到 上 <0 期间 , 设 这 个 激发 态 的 波 沙 数 yz (1) ~ 


一 下 民 一 也 | ,一 co<t< coco。 再 作 傅 里 叶 展 开 : 


exp| — Et — pa — | Cle)e-nde (10.1-44) 


exp 


Cle) = 如 Fexp[ 计 (e 一 EY 二 去]at 
ie 


1 一 1 
-不 | FE [十 ;二 互 一 工 | 
27 六 2T 


一 一 一 人 人 人 人 全” (10. 1 -45 ) 
2zx| Ce — E)? 十 (a)? | : 

由 此 看 出 ,exp| 一 谋 Et 一 上 | 式 (10.1-44) 系 由 能 量 。 连 续 可 变 的 
诸 e-*^ 成 分 线性 秋 加 而 成 ;e 一 E 成 分 的 旺 度 CCe) 最 大 ,在 | 一 


| 二天 范围 内 Ce) 显著 不 为 零 ,e 一 尼 士 天 成 分 的 幅度 CCe) 减 小 一 


半 。 故 能 量 不 确定 度 AE 之 二 , 即 体系 激发 态 的 能 量 不 确定 度 与 平 
均 寿 命 之 间 遵从 能 量 -时 间 测 不 准 关系 
AK fr 之 友 : (10. 1-46) 
AE 称 为 激发 态 的 能 级 宽度 , 它 导致 光谱 线 有 所 谓 自然 宽度 。 
能 量 -时 间 测 不 准 关系 与 坐标 -动量 测 不 准 关系 的 含义 有 所 不 
同 。 后 者 是 对 同一 个 时 刻 而 言 的 。 此 外 ,在 量子 力学 中 ,能 量 是 力 
学 量 ,用 算 符 及 表示 , 它 在 体系 一 个 状态 1 之 下 的 不 确定 度 有 明 
确 的 定义 
AE=<t|(H~—<tIHl>) (10. 1-47) 
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但 是 时 间 : 不 是 力学 量 ,而 只 是 一 个 参量 ,不 用 算 符 表示 , 它 的 不 
确定 度 At 没有 精确 的 定义 . 通常 ,At 指 体系 在 一 个 状态 下 某 种 物 
理性 质 或 某 个 物理 量 改 变 所 经 历 的 时 间 , 即 某 一 种 特征 时 间 。 能 量 
-时 间 测 不 准 关系 指出 :这 个 特征 时 间 At 不 可 能 任意 小 , 它 与 体系 
在 这 个 状态 下 相应 能 量 的 不 确定 度 AE 之 间 有 AE At 过 这 样 的 
制约 关系 ，。 


3 10.2 原子 的 光 吸 收 与 发 射 


原子 与 外 界 光波 相互 作用 ,会 使 原子 发 生 能 级 之 间 的 啤 迁 ,并 
伴随 着 光 的 吸收 与 发 射 。 下 面 就 具体 推导 在 这 种 情况 下 原子 跃迁 
速率 的 表示 式 ,并 给 出 它 的 几 个 应 用 ( 电 侦 极 辐射 路 迁 选 择 定 则 、 
原子 的 光电 离 以 及 激光 )。 


10.2-1 爱 因 斯 坦 辐射 理论 


原子 的 光 吸 收 与 发 射 包括 光 的 吸收 、 受 激发 射 和 自发 发 射 , 需 
要 应 用 量子 电动 力学 才能 给 出 圆满 的 说 明 。 这 里 应 用 量子 力学 来 
处 理 原子 体系 ,而 用 经 典 电磁 理论 来 处 理光 波 , 就 只 能 说 明光 的 吸 
收 与 受 激发 射 ,不 能 说 明 自发 发 射 .但 是 , 爱 因 斯 坦 旱 在 1917 年 就 
提出 过 光 的 吸收 与 发 射 理论 ,引入 所 谓 A4、8 系数 ,可 以 唯 象 地 建 
立 光 的 吸收 . 受 激 发 射 和 自发 发 射 之 间 的 联系 。 下 面 作 简单 介绍 。 
讨论 原子 分 立 能 谱 中 的 两 个 能 级 成 和 E55。 不 失 一 般 性 , 设 
EE, : 
原子 在 外 界 光 波 的 作用 下 ，, 吸收 一 个 能 量 为 wm 二 Em 一 Ei 的 
光量 子 而 由 低能 级 成 向 高 能 级 Es 上 跃 迁 ， 称 为 原子 的 光 吸 收 。 引 
入 吸 收 系 数 B,， 其 意义 是 ; 设 作 用 于 原子 的 光波 在 角 频 率 为 
(w,w 十 dw) 范 围 内 的 能 量 密度 为 1(w)dw, 则 单位 时 间 内 原 于 吸收 
能 景 为 ww 的 光量 子 而 由 低能 级 Bi 跃迁 到 高 能 级 已" 的 几率 为 
Bd (wr) o 
S12 


原子 在 外 界 光波 的 作用 下 ,由 高 能 级 Em 向 低能 级 Bi 牙 迁 而 
发 射 一 个 能 量 为 ww 二 E25 一 EE 的 光量 子 , 称 为 原子 的 光 受 激发 
射 。 引 入 受 激 发 射 系数 Bim, 其 意义 是 :单位 时 间 内 原子 由 高 能 级 
Es 受 激 跃迁 到 低能 级 所 并 发 射 一 个 能 量 为 wm 的 光量 子 的 几率 
为 Binl (wni). 
原子 若 不 受 外 界 作用 而 自发 地 由 高 能 级 Ew 向 低能 级 所 路 
迁 并 发 射 一 个 能 量 为 hwm= 二 E% 一 E% 的 光量 子 , 则 称 为 原子 的 光 自 
发 发 射 。 引入 自发 发 射 系数 4i, 它 表示 单位 时 间 内 原子 由 高 能 级 
Fo" 自发 跃迁 到 低能 级 Ex 并 发 射出 一 个 能 量 为 hom 的 光量 子 的 几 
率 。 
可 以 建立 上 述 三 个 系数 B。 Bu 和 Aim 之 间 的 关系 。 由 大 量 原 
子 组 成 的 体系 平衡 时 , 记 处 于 高 能 级 E% 的 原子 数 为 N。 而 处 于 低 
能 级 Er 的 原子 数 为 Ni, 有 
[A Binl Coma) INs = Barl CO) NN: (10. 2-1) - 
在 温度 为 了 的 热平衡 状态 下 ,原子 数 N。 和 .Ne 遵从 玻 尔 兹 曼 分 
布 ,为 简单 计 假 定 能 级 EB2 和 Ei 均 无 简 并 ,有 


和 一 exp | (10. 2-2) 
标记 热平衡 情况 的 辐射 能 谱 密度 为 IrCw)。 联 立 上 两 式 , 得 
A J 
Tr (ow ) TB,, ep| ns Bi (10. 2-3) 
PF Rp{ Bt 


疾 上 式 与 黑体 辐射 问题 中 热平衡 辐射 能 谱 密度 的 普 朗 克 公式 
(1. 4-7) 对 照 : 


or 1 
Ir(w) = exp R/T ) 1 (10. 2-4) 
就 得 到 
Bim = Ba (10. 2-5) 
hws 
和 Aim= 27s Bim (10. 2-6) 
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于 是 ,如 果 应 用 量子 力学 求 出 吸收 系数 Ba (或 受 激发 射 系数 
Bu) ,就 可 以 由 上 两 式 再 得 出 另外 两 个 系数 (本 节 下 一 段 将 具体 导 
出 吸收 系数 Bw 的 表示 式 ) 。 由 上 两 式 看 出 , 爱 因 斯 坦 的 三 个 系数 
及 其 之 间 的 关系 与 光波 的 能 谱 密度 Fw) 无关， 

式 (10.2-5) 可 以 直接 应 用 量子 力学 得 出 。 事实 上 , 由 式 
(10. 1-40) ,注意 到 式 中 6 函数 是 偶 函 数 ,并 且 由 于 算 符 矿 线性 万 
密 而 有 | Wm | 二 |W 1, 故 有 所 Pu 人 iD) 一 工 Puw(t), 这 就 得 到 式 
(10. 3-5)。 但 是 , 式 (10. 2-6) 无 法 由 量子 力学 导出 (需要 应 用 量子 
电动 力学 才能 得 到 ) 。 

利用 自发 发 射 系数 hu 可 以 计算 原子 激发 能 级 的 平均 寿命 
rs。 处 于 高 能 级 Ba 的 N。 个 原子 中 ,在 时 间 d 内 通过 自发 发 射 路 
迁 到 低能 级 三 的 原子 数 是 AisivVudt， 即 


dN,=— ANdt (10, 2-7) 
得 
人 一 入 el 和信 em (10. 2-8) 
式 中 
1 
Uhm 一 A,, (10., 2- 9) 


吏 是 原子 由 能 级 Em 同 能 级 Ei 自发 路 迁 的 平均 寿命 。 原子 在 激发 
能 级 EE 的 平均 寿命 rw 则 是 

m=[ 2 Am] 诸 Eo<<EO (10. 2-10) 
骨 根 据 能 量 -时 间 测 不 准 关 系 式 (10. 1-46), 原 子 由 高 能 级 E?, 向 低 
能 级 Ei 目 发 跃迁 而 产生 的 光谱 线 的 自然 宽度 


Too =#A,, (10. 2-11) 


Thm 


最 后 指出 一 点 :由 式 (10.2-3) 和 式 (10. 2-5) 有 


l 


A,, 
Ir(wm) = expho /ETI 
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印 
Aim 
Binlr (tk ) 


在 室温 工 一 300K 的 热平衡 状态 下 ,由 于 起 汞 一 1 所 对 应 的 加 射流 


一 exD (hw /ksT ) 一】 (10. 2-12) 


hw, 


长 1448km， 故 才 党 入 1 所 对 应 的 wm 在 微波 和 射频 区 域 ,由 式 
(10. 2-12) 敌 Aim 人 Binlr wne) ,表明 原子 在 此 频段 的 受 激发 射 是 


iw, 


主要 的 ;而 各 芝 >1 所 对 应 的 wm 在 近 红 外 、 可 见 , 繁 外 和 X 射线 区 


域 ,由 式 (10. 2-12) 知 4 六 BCow) ,原子 在 此 频段 发 射 的 光谱 
线 主要 源 于 原子 的 自发 发 射 。 


10.2-2 光 吸 收 系数 的 表 者 式 ; 电 久 极 近似 


这 里 ,应 用 量子 力学 处 理 原子 ,而 用 经 典 电磁 理论 处 理光 波 。 
原子 与 光波 相互 作用 体系 的 哈密 顿 算 符 可 以 由 瓦 式 (8. 1-62) 得 
到 。 式 中 ,对 于 光波 的 矢 势 A 已 取 了 .4 二 0, 取 光波 的 标 势 4 一 0。 
光波 的 电场 < 和 磁场 B 均 对 原子 有 人 作用。 其中， 

五 才 一 一 及， 用 (10. 2-13) 


式 中 M 是 原子 的 磁 矩 ; 
五 一 一 万 (10. 2-14) 
式 中 方 是 原子 的 电 偶 极 矩 。 比 较 上 面 两 项 作用 大 小 的 数量 级 ,可 
得 
2 ol 
| ease (Aneo) hc 137 
式 中 用 到 B 一 上 e,a 是 精细 结构 常数 。 因 此 ,可 以 略 去 光波 的 磁场 
对 原子 的 作用 项 H%, 只 考虑 光波 的 电场 对 原子 的 作用 。 下 面具 体 


讨论 氧 原子 及 类 氧 离子 (也 可 包括 碱 金属 原子 ) ,体系 的 哈密 顿 算 
符 由 式 (8. 1-62) 写 为 


(10. 2-15) 
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亲王 万 ,十 应 ， (10. 2-16) 
其 中 : 
= 人 一 
式 中 已 sz 是 电子 自 旋 -轨道 角 动 量 耦 合作 用 项 , 玖 x 是 电子 动能 的 
相对 论 性 修正 项 , 玖 " 是 势能 的 相对 论 性 量子 力学 修正 项 ,这 三 项 
也 可 略 去 不 计 ; 


十 (如 yy 十 五 十 到) (10. 2-17) 


再 ， = “Dp (10. 2-18) 
光波 的 电场 强度 由 式 (8. 1-2) 知 为 
:a (0.2719) 
磁感应 强度 由 式 (8. 1-3) 式 所 示 : z 
B= xA (10. 2-20) 


首先 设 入 对 光波 为 单 色 平面 偏振 光波 ,其 拓 势 表示 为 
A=Aocos(Kk* r— wt) | 
=Setk re 二 全 e- 认 "Te (10. 2-21) 
因为 现在 讨论 的 是 光 的 共振 吸收 ,对 照 式 (10.1-38)、(10. 1-39) 和 
式 (10. 1-40) ,得 到 原子 光 吸 收 的 跃迁 速率 一 级 近似 表示 式 为 


d A 


Ave Te) ,CBs Bho) 
(10. 2-22) 
上 式 中 的 e** "可 以 近似 取 为 1。 这 是 因为 ,入 射 光 的 波长 4 


一 般 来 说 比 原子 的 线 度 we 大 得 多 ,例如 在 可 见 光 区 域 4 全 4000 一 


7000 A ,而 ao 二 0.53A ;注意 到 = 字 , 故 有 kao2z; 即 在 原 于 的 


范围 内 大， r 一 0。 于 是 ,上 式 中 的 矩阵 元 
Cu 


=< 各 | 起 [1 和 > 


9016 


= 在 (BE <p rly> 
-一 CO 天 (10. 2-23) 
式 中 用 到 [7, 季 ,J 一 和 式 (10. 1-26) ,并且 注意 到 办 和 如 都 是 


算 符 瑟 ,的 本 征 和 撩 量 。 再 由 式 (10. 2-19) 和 式 (10. 2-21) ,有 
E—E€0osin (ko r— wt) = — Aowsin(k « rowt) (10. 2-24) 


即 有 4 一 — (10. 2-25) 


a 


故 和 Pmt) 式 (10. 2-22) 写 为 


d 2 
于 Pu 一 瑟 | 公 | Eo0* C—erm) | 2( 开 0 一 天 一 让 o) 


Ae” (Uk “ 2 2 2 0 0 
一 7 区 Er | ro | COS 00(F  — Er—hw) 《10. 2-26) 


式 中 6 是 光波 的 电场 & 方向 与 原子 电 偶 极 矩 
D=—er (10. 2 一 27) 
方 同 之 间 的 夹 角 。 由 式 (10. 2-26) 看 出 ,原子 辐射 跃迁 的 速率 由 原 
子 电 侦 极 短 的 矩阵 元 (一 er)mw 决 定 , 故 以 上 近似 称 为 电 偶 极 近似 。 
如 果 人 人 射 光 是 非 偏振 光 , 光波 偏振 方向 无 规 , 则 须 对 式 
(10. 2-26) 中 cos20 取 平 均值 


cos20 一 二 |cos*0d0 一 二 (10, 2-28) 
A 3 


并 且 实 际 上 ,人 射 光 也 不 会 是 理想 的 单 色 平面 光 。 下 面 取 用 目 然 
光 , 记 1(w)dw 为 光 的 角 频 率 在 (w,w 十 dw) 范 围 内 的 能 量 密度 ,有 


2 
1(w) = (dre) (10. 2-29) 
8Xx 
于 是 ,原子 光 吸 收 的 跃迁 速率 由 式 (10. 2-26) 写 为 
d 4r’e’ ew] so mo 
Pn) = I(w) |ro 26CEo — EY— fw) 


(10. 2-30) 


而 原子 吸收 各 种 角 频 率 的 光 所 引起 的 路 迁 总 速率 为 
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d 4nze? z 
| 下 Pu(t)dw 一 [RE yah rmx | Cwm) (10.2-31) 
对 照 光 吸收 系数 Bn 的 定义 ,得 到 
4 2 
Bm thre ys Rill’ (10. 2-32) 
再 按 式 (10. 2-5) 和 式 (10. 2-6) ,又 得 到 光 自 发 发 射 系数 
de wm 
Aim—= Ize Res rm (10. 2-33) 


例 10.2-1 求 所 原子 及 类 氧 离子 2p 态 的 自发 发 射 系数 和 平 
均 寿 命 。 : 
可 以 证 明 , 对 于 m= 二 0、 土 1, 算 阵 元 过 1001r121m 二 的 绝对 值 
相同 , 故 下 面 只 计算 lo00,2100 由 


ZZ” , 
Yi00 C7) 一 raie 
和 
75 
(r)=, | re "2cos0 
Yi210 32rra5 
有 
‘(100|z|1210)==(100|y|210)=0 
、 ? 
(100|z|210)=(100|reos9|210)= 关 之 | 多 | 
你 
EE 32’e 
“(4xe)8 ha, 
故 自 发 发 射 系数 
de 
Aiwno— LIne 3 he | ZZ219,100 | “ 
一 6.26X1024 秒 ” (10. 2-34) 
2p 态 的 平均 寿命 
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_ -9 二 ~ 
en 6X 10 元 秒 (10. 2 35) 


10. 2-3 电 偶 极 辐 射 跃 迁 选择 定 则 


在 电 偶 极 近似 下 , 由 式 (10. 2-31) 知 , 当 且 仅 当 
rw 一 < 加 1? 办 > 之 (10. 2-36) 
不 为 零 ， 即 其 三 个 直角 坐标 系 分 量 Zmks Tmi 和 ym 个 全 为 零 ， 则 原子 
光 吸 收 的 跃迁 速率 方 不 为 零 ; 再 按 式 (10. 2-5) 和 式 (10. 2-6) ,原子 
光 受 激发 射 和 自发 发 射 的 跃迁 速 率 也 不 为 零 。 这 称 原子 在 E% 和 
两 能 级 之 间 的 辐射 财 迁 是 允许 的 。 否则 , 称 辐射 路 迁 是 禁 戒 的 。 
由 rw 天 0 这 个 条 件 , 可 以 得 出 产生 原子 光谱 线 的 选择 定 则 。 
仍 具体 讨论 氢 原 子 、 类 和 氢 离 子 以 及 碱 金 属 原子 。 原 子 的 哈密 顿 算 符 
可 以 写 为 及 ,一 亿 +YC)，, 其 本 征 矢量 若 用 电子 自 旋 - 轨 道 角 动 和 
无 看 合 的 态 矢 量 |nimsm,) ,在 7 和, 共同 表象 写 为 : 
Primsm, CF » 55) = Rr) Ym C0, PI Xm (ss) (10. 2-37) 
则 zm 具体 是 


Cn’ l'm’' sm |z |nimsm,) 
一 2 (r) (recosO) fn (rdr 
oo 2x i 
je R:, Cr) RaCr)rar| | Yi;,, (0,9)co0s0 了 (0,0d0 
”0 . OJ0 


(10. 2-38) 
利用 球 谐 晒 数 的 一 个 递 推 公式 


(41)2—m? 72 p22 
Os mT CTI GT I tm tN CI TF Ye” 


(10. 2-39) 
及 球 谐 陋 数 的 正 交 归 一 化 表示 式 , 可知 若 满 足 
An 二 n' 一 n: 任 意 ， AZ 一/ 一 (一 士 1， 
Am=m’ —m=0, Am,=m,—m,=0 (10. 2-40) 
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则 和 矩阵 元 Vm's ms |z|nimsm,) 关 0。 同 样 ,zw 和 yu 分别 具体 是 
n' Ll’'m’s m, [|x lnimsm,) 
= 6 2 (r) (rsinbcosg) ym Tr)dr 
一 wn | R; rr)R, rr dr 
2x fx 1 —i9 
， | fy (0,PDsind — Yin(0, pd (10.2-41) 
0 


Cn’' Ll’ m’ sm | y |nlmsm,) 


= |， rm Cr) rsinOsing) frm Cr)dr 
= ,| Rs (7) Rar rdr 
0 


2r (x | eey 一 已 一 纤 
. | | Ym (9, Psing 5 —Yn(0,9)dN (10.2-42) 
利用 球 谐 函 数 的 男 一 个 递 推 公式 


. 本 
土 ! —— 二 一- -一 -一 一 一 -- 
sinpe 他 1 三 二 (2/ 十 1y(27 十 3) Y 十 1,m 二 1 
l l 一 
十 全 Ye 010 243) 


及 球 谐 函 数 的 正 交 归 一 化 表示 式 可 知 , 者 
Aj 一 谍 一 4! :任意 ， AZ 一/ 一 /二 十 1， 
Am 二 m' 一 mm 二 十 ]， Am, 二 mm; 一 m, 二 0 
(10. 2 一 44) 
则 和 矩阵 元 
(n't 11572 [zinimsm,) 天 0 和 a msm; |y |nimsm,) FF0, 综 
合式 (10. 2-40) 和 式 (10. 2-44), 称 
42: 仁 意 ， AL 一 十 1， Am 二 0, 十 1]， Am, 二 0 
(10. 2-45) 
为 跃迁 的 电 偶 极 辐射 选择 定 则 。 原 子 的 两 个 定 态 ln Vm’ sms;) 与 
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nimsm,) 之 间 如 果 满 足 上 式 , 则 在 电 偶 极 近 似 下 光 吸 收 和 发 射 的 
跃迁 儿 率 不 等 于 零 , 会 有 光谱 线 产 生 。 


如 果 氢 原子 .类 氢 离子 以 及 碱 金属 原子 哈密 顿 算 符 万 ,一 允 


+Y(r) 的 本 征 矢 量 取 为 电子 自 旋 -轨道 角 动 量 已 耦合 的 态 天 量 
nzsjoz[ 它 在 r 和 ,共同 表象 由 式 (6. 5-25)、(6. 5-26) 和 式 (6. 5- 
27) 所 示 ], 则 可 以 证 明 : 和 抢 阵 元 (六 szjalsjoaj) (2 sj mj 
znlsjm) 和 4n' 257 mj;|1y1nisjmj) 不 全 等 于 零 的 条 件 , 即 原子 在 两 
定 态 |n'L sj' mj;) 与 |nlsjmj) 之 间 跃 迁 的 电 侦 极 辐射 选择 定 则 ,已 
由 式 (7. 3-33) 所 示 ， 为 
An :任意 ， Al== 土 ]， Aj 王 0、 士 1， Am; 一 0、 士 1 

(10. 2-46) 
证 明 需 要 应 用 维 格 纳 - 埃 卡 特 (E. Wigner and C. Eckart) 定 理 , 这 
里 从 略 , 读 者 可 以 参阅 高 等 量子 力学 书籍 。 利 用 C-C 系数 将 耦合 
矢量 |nisjm;) 按 无 耦合 矢量 组 {1nlmsm, 放 } 展 开 , 再 具体 计算 上 述 
三 个 矩阵 元 ,也 可 以 验证 式 (10. 2-46) 确 实 是 这 三 个 矩阵 元 不 全 为 
零 的 限制 条 件 。 

多 电子 原子 按 LS 耦合 方式 在 两 个 定 态 |{7 } , 尼 S 7 MJ) 与 
1)》 ,ZLSJA > 之 间 婚 迁 的 电 侦 极 辐射 选择 定 则 如 式 (9, 4-39). 式 
(9. 4-40) 和 式 (9. 4-41) 所 示 。 式 (9. 4-41) 和 式 (9. 4-40) 

AZ 一 0、 士 1， 也 一 0 了 一 0 除外 ， 


AS 一 0， (10. 2-47). 
AJj 一 0、 十 1， J 二 00J' 一 0 除外 ， 
AMJ, 二 0., 土 1! 


的 证 明 也 需要 应 用 维 格 纳 - 埃 卡 特定 理 , 这 里 从 略 。 拉 珀 特定 则 式 
(9. 4-39) 可 以 证 明 如 下 。 多 电子 原子 的 电 候 极 矩 为 


D= 2 (一 e)r， (10. 2-48) 


在 电 偶 极 近 似 下 ,原子 在 两 个 定 态 之 间 的 辐射 跃迁 是 否 允 许 , 取 决 
于 原子 的 电 偶 极 矩 D 在 这 两 个 定 态 之 间 的 矩阵 元 
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(ZSI Ce) 517} ,LSIM)) 
是 否 不 为 零 。 利用 宇 称 算 符 P( 见 § 3.3 中 的 3. 3-5 段 ) 。 注 意 到 字 
称 算 符 是 线性 厄 密 算 符 , 有 P+ = 户 ;又 有 户 = 1 , 即 户 -1 二 户 ; 故 
有 六 一 P, 宇 称 算 符 又 是 么 正 算 符 。 此 外 ,还 要 注意 到 原子 在 组 


Dt 
态 7 下 宇 称 算 符 的 本 征 值 是 (一 1)"! ;注意 到 坐标 算 符 > 在 宇 称 
算 符 的 变换 下 是 奇 宇 称 算 符 PrP+ 二 一 r[ 兄 式 (3. 6-22)]。 于 是 ,和 矩 
阵 元 


~ 
{7}, ST MI (~e) O71(7) ,LSIM)) 
~N 
= (7 ,LS JT MP+P Ce FIBP+P|{Y) LS. 
1 二 1 


ry 
* {7 LS I MN DE LSIM 
如 果 2/ 3 同 为 奇数 或 同 为 偶数 , 则 有 
(7 SONIC 一 e) 2 (7} ,LSJM,) 
= 一 ({7 ,LST MN 0) DY), LSIM,) 
即 矩 阵 元 等 于 零 . 
10. 2-4 原子 的 光电 离 
具体 讨论 氧 原子 及 类 和 毛 离 子 。 设 在 1<t 期 间 原子 处 于 基态 
$=) = Sie (10. 2-49) 


从 zt 二 to 时 刻 开 始 , 原 子 受到 单 色 平 面 偏振 光波 作用 。 原 子 与 光波 
相互 作用 哈密 顿 算 符 为 式 (10. 2-18) 和 式 (10. 2-21): 
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H' GO) 一 二 4 P， (10. 2-50) 
A= Acos(k 。r—wit) 

如 果 原 子 所 吸收 入 射 光子 的 能 量 w 超过 原子 的 电离 能 一 Ei, 原子 

就 会 电离 ,电子 会 从 原子 中 脱离 出 来 去 到 |r1 一 吕 处 成 为 自由 电 

子 。 设 电子 脱离 原子 后 处 于 平面 波状 态 : 

] 让 -。r 


《10. 2-51) 


式 中 采用 了 箱 归 一 化 方式 ,假定 在 体积 六 内 有 一 个 目 由 电子 。 下 
面 取 志 = 二 0, 导 出 原子 光 吸 收 而 从 初 妨 基 态 同 平面 流 末 态 跃 迁 的 中 
迁 速率 一 级 近似 表示 式 , 由 式 (10. 2-22), 式 中 矩阵 元 (这 里 不 再 作 
电 偶 极 近似 ,因为 原子 电离 后 电子 去 到 |rl->oo 处 ) 


(e* “六 ) (py alt 


VT 亏 大 | 二 Verzedr 
-万 Eh Gy — Jeepre-mrdr (10. 2-52) 


式 中 进行 了 次 分 部 积分 ， 对 上 式 中 的 积分 采用 球 极 坐标 系 并 取 
(kK 一 ky) 方 同 为 极 负 方 同 ,有 


Co 2 和 ， 
jeereove-zdr — | ezorzdr | dg| erit-tylreobo nodo 
0 0 0 


3 
Ap 


37| 也 


一 -一生 一 一 一 (10. 2-53) 
+ 多 | (Kk—k)2 

于 是 原子 光 吸 收 由 初始 基态 上 箔 式 (10. 2- 49) 跃 迁 到 平面 波 示 态 办 
式 (10. 2-51) 的 跃迁 速率 为 


Pb= 工 |24。 2 Ck k) 
dt 7 2 万 | KR " /VN rar i 
8 多 2 
| 21.2 : 
4 3| EB-— ho (10. 2-54) 
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光电 子 末 态 波 矢 Cy/ 


kj 


测 器 
入 射 光波 波 矢 二 

Kg | 
也 
Wd 0 | 

i Wi 
、、 | 
9 ~、 | 
Eo ~ 

入 射 光波 


图 10. 2-1 原子 光电 离 的 讨论 中 各 量 的 图 示 


由 式 (10. 2-25) 知 ,4 的 方向 就 是 电场 & 的 方向 。 如 图 10. 2-1, 取 
so 的 方向 为 x 轴 方 向 ,人 射 光波 矢 的 方向 沿 z 轴 方 向 。 则 上 式 中 


to 


7 Aho: kjk)=Ao* k=—hcosa (10.2-55) 
因为 & 方向 与 上 方向 垂直 。 式 中 ,a 为 & 与 的 夹 角 。 如 采 现 在 取 
z 轴 ( 人 人 射 光波 和 撩 上 的 方向 ) 为 极 轴 , 则 

(Kk—ky)?=k:+ ky— 2kk cosO (10. 2-56) 
cosa=sinOcosp (10,. 2-57) 


式 (10. 2-54) 写 成 


dp, (一 32r 2 e hesarkjsin dcosp 
df VLZ taik+ hy — kk/cos0)T 
2 pb2 
.Ss ky Fo fo (10. 2-58) 
26 
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单位 时 间 内 ,原子 由 初始 基态 暑 迁 到 (9,9) 方 同 立 体 角 元 d09 

中 能 量 By 在 | 一 守 , 己 十 沁 范围 内 所 有 平面 波 末 态 的 总 
几率 为 

dwa(0,D= | PrPp(EDdEAN (10.2-59) 


容易 导出 式 中 平面 波 末 态 态 密度 C(Er)d8 的 表示 式 。 由 


2 

p(E)dEdQ— PP 
和 

、 户 upn_ft 

E 2 dE ndp 
直接 得 到 

V Vuk . 

p(E)dN= A dN= dn (10. 2-60) 


将 式 (10. 2-58) 和 式 (10. 2-60) 代 入 式 (10. 2-59) ,就 得 到 原子 光 吸 


信和 证 总 速率 的 一 级 近似 表示 式 


42eeiaikisin’Ocos’y 

~ rp hwi[ Zaski th — 2kkcos0) Bi 

如 果 入 射 光 不 是 偏振 光 ， 则 须 对 各 偏振 方向 求 平均 值 ,有 
cos5 一 过。 再 用 到 式 (10, 2-29) , 则 上 式 写 为 


(10. 2-61) 


dvwy; (0) 
d02 
162 ea3ksI(w)sin’0 
~ (4reo) phw [Zt+as(k? hk — 2kk Cos0) | = EO 
(10. 2-62) 


可 以 看 出 ,在 光 入 射 的 方向 上 , 原子 光电 离 的 几率 等 于 零 。 光 电子 
主要 分 布 在 顶点 迎 着 人 射 光 并 以 人 射 方向 为 轴 的 圆锥 面 上 ;将 上 


式 对 9 微 商 求生 下 的 极 大 值 , 可 以 求 出 这 个 国 锥 面 的 顶 角 , 与 
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实验 结 采 一 致 。 
如 果 和 人 射 光 子 的 能 量 #o 远大 于 原子 的 电离 能 一 已 ， 即 7。 


io 一 Hot, 则 有 万 一 353 一 中。 又 若 光电 子 的 未 速度 vi 远 小 于 光速 


c, 则 A< 和 Ar。 于 是 上 式 中 
122 十 Ga2(R2 十 有 3 一 28 有 ArCOSO) | 


2 


2 hz 
dj 


ki 
7 2? 


全 1 十 252prcosg | | 


2 也 2 一 4 
一 7Z 一 8 2 2 k Cos0) | 
f 


4 k 


1 十 4 cos 
avk pe: 
式 中 用 到 
azks a g2H(hw) \ 、 2 wx ZN 
7 2 天 > Fh 
Anxeo hs\ 2puas! ee 
He2 12’h?\ 4reo2a, 
因而 式 (10. 2-62) 可 以 写成 


drwz(0) 162Z°e Tl(w) 20K1 十 4 Lcos0) 2 
冯 2 


dn ~ Cre )r haskyass'™ 和 


(— E!;) 


(10. 2-63) 
最 后 , 设 单位 体积 内 的 入 射 光子 数 为 4, 则 入 射 光子 流 乱 度 为 


Tlw) 


jA 射 一 nC 二 (10. 2-64) 


于 是 可 得 所 谓 原 子 的 光电 高 截面 
de2 J 人身 
一 ca zain Ol 十 4 {cos0) 
从 


友人 (10, 2-65) 


-ai A 


5 
一 16a in 
fh 


1 十 4 cosb 


D20 


e” 1 ye, 、 
式 中 “一 Ce 天 宇和 7 是 精细 结构 常数 。 原 子 的 光电 离 总 截面 


_[fdoe,,s 128r 2 
s = | $fd0 — 3 " paskso 


~ 16V2x 
3 


” 2 
上 
i. 

2 hw 
, 7/2 


a8Z5 as z (10. 2-66) 


由 此 看 出 ,原子 的 光电 离 截面 与 2 成 正比 ;并 且 , 随 人 射 光 子 能 量 
的 增加 以 (iow) “关系 急剧 减 小 。 


10. 2-5 激光 


激光 是 “辐射 的 受 激发 射 引 起 的 光 放 大 ”的 简称 ,英文 缩写 为 
LASER( 莱 塞 ) 这 是 本 世纪 60 年 代 发 展 起 来 的 一 门 新 技术 ,激光 
器 发 射出 来 的 光 有 极 高 的 单 色 性 、 极 好 的 方向 性 和 空间 相干 性 以 
及 极 高 的 强度 ,有 这 些 特性 是 因为 它 源 于 激光 器 工作 物质 原子 的 
镶 射 受 激发 射 ,辐射 受 激发 射 的 特点 是 ,发 射出 来 的 光子 与 人 射 光 
子 处 于 完全 相同 的 状态 ,包括 频率 、 传 播 方向 、 偏 振 方向 和 位 相等 。 
如 果 一 个 体系 有 许多 原子 都 处 于 某 一 激发 能 级 , 则 其 中 一 个 原子 
自发 发 射出 来 的 光子 或 者 外 来 的 一 个 同 于 该 频率 的 入 射 光子 就 可 
以 激励 其 它 原子 发 生 受 激发 射 而 放出 光子 。 这 一 过 程 将 以 雪崩 方 
式 在 极 短 时 间 内 完成 ,会 得 到 大 量 的 处 于 同一 状态 的 出 射 光子 , 即 
一 束 激光 。 

产生 上 述 光 放大 过 程 需要 体系 有 大 量 的 原子 处 于 一 个 激发 能 
级 ,并 且 还 需要 处 于 较 低 另 一 个 能 级 的 原子 数 很 少 。 这 是 因为 , 爱 
因 斯 坦 光 吸收 系数 等 于 光 受 激发 射 系 数 ,一 个 人 射 光子 如 果 能 引 
起 原子 的 光 受 激发 射 , 那 也 能 引起 原子 同样 大 小 几率 的 光 吸 收 ; 而 
只 有 当 大 量 原子 的 光 受 激发 射 总 结果 大 于 光 吸 收 总 结果 ,宏观 上 
是 净 发 射 光 , 这 才 表 现 为 对 人 射 光 的 光 放大 。 但 是 ,通常 在 常温 热 
平衡 下 的 体系 , 记 其 分 别处 于 能 级 已 和 已 ( 设 Es 之 E1) 的 原子 数 
为 N; 和 Ni, 按 玻 尔 兹 曼 分 布 ,有 (为 简单 计 假定 两 个 能 级 均 无 简 
并 ) 


uc? 
ww 
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之 | 之 


=e 2 Ds (10. 2-67) 


可 见 ,Es 一 Ei 愈 大 , 则 和 与 Ni 相 比 僵 小 。 实际 上 ;原子 的 激发 能 
级 与 基 能 级 之 差 一 般 大 于 1 电子 伏特 ,而 1 电子 伏特 相应 的 温度 
为 11604. 5K (由 kp7T' 二 leV 得 到 ), 因 此 体系 在 常温 热平衡 下 , 原 
子 几 乎 全 处 于 基态 , 处 于 激发 态 的 原子 数 其 微 . 故 一 个 高 能 级 上 的 
原子 数 倘若 大 于 一 个 较 低 能 级 上 的 原子 数 , 这 种 情况 称 为 粒子 数 
反 转 分 布 。 它 是 产生 光 放 大 的 条 件 , 而 这 又 不 是 热平衡 情况 .要 能 
得 到 和 维持 稳定 的 粒子 数 反 转 分 布 , 一 方面 ,激光 屁 工 作物 质 原 子 
被 选用 来 工作 的 上 能 级 激发 态 应 当 有 较 长 的 平均 寿命 ,使 得 在 这 
个 激发 态 上 易于 集聚 较 多 的 原子 ;同时 ,原子 又 有 合适 的 下 能 级 较 
低 激 发 态 , 它 的 平均 寿命 较 短 ,因而 易于 将 这 个 激发 态 排 空 。 帮 
一 方面 ,还 必须 采用 一 定 的 手段 激励 工作 物质 ,不 停 地 将 工作 物质 
原子 大 量 激发 到 所 选用 的 上 能 级 激发 态 上 , 以 持续 维持 上 、 下 能 级 
激发 态 之 间 粒 子 数 反 转 分 布 , 这 称 为 将 工作 物质 激活 。 激 励 方式 有 
电 激 励 、 光 激励 、 化 学 激励 和 气动 激励 等 。 气 体 激 光 器 和 半导体 激 
光 器 中 常 采用 放电 激励 ,固体 和 染料 激光 器 中 多 用 光 激 励 . 各 种 激 
励 方式 统称 为 泵 浦 或 抽 运 。 
但 是 必须 注意 到 , 光 抽 
EN 运 不 可 能 使 二 能 级 系统 实现 
”粒子 数 反 转 分 布 、 这 可 如 下 
A Bislrlwn) | Bo Jp) 说 明 。 如 图 10. 2-2 所 示 。 设 
: 光 有 泵 浦 灯 的 强 光 照射 于 工作 
物质 原子 二 能 级 系统 , 记 光 
的 能 谱 普 密 度 为 {p(w), 其 中 
图 10. 2-2 原子 二 能 级 系统 包含 有 和 角 频 率 为 wl = 
守 一 的 单 色光 成 分 。 略 去 
热平衡 辐射 的 能 谱 密 度 Ir(w)[ 本 节 10. 2-1 段 末 已 指出 ;在 近 红 


928 


Ei,N, 


[TU 


/hv T 了 


外 、 可 见 和 紫外 区 域 ,有 4 六 Bis77(Cosa)j。 再 记 体 系 原 子 总 数 为 
入 ,并 且 简 记 4 为 4、Bis= 二 Bp 为 B, 有 


N++N,=N (10. 2-68) 
和 
dN dN, 
dt dt 
AN, 二 Bip(w) (N,—N) (10. 2-69) 


上 面 方程 满足 初始 条 件 1==0 时 和 N:==0 的 解 是 


， Blp 一 (4 十 2 
Ne 一 N T25 产 [1 一 "SN ArBT. 


BI, 
AT2BI; 二 二 三 < 分 2 


(10. 2-70) 


FE».,N, 


EIN 


Fy,No 


10.2-3 原子 二 能 级 系统 


表明 系统 达到 稳定 后 ,不 可 能 实现 粒子 数 反 转 分 布 。 现 在 设 用 光 录 


浦 灯 的 强 光照 射 工作 物质 原子 三 能 级 系统 ,如 图 10. 2-3 所 示 。 记 


其 光 的 能 谱 密度 为 Te(w) ,其 中 包含 有 角 频 率 为 un 一 一 二 2 的 间 


色光 成 分 。 再 设 有 另 一 束 光 人 射 , 光 的 能 谱 密度 为 T(w) ,其 中 包含 
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E,—E z 
有 和 角 频 率 为 wn 一 2 全 , 记 体系 原子 总 数 为 V。 有 
Not+Ni+N,=N (10. 2-71) 
和 
=AwN2t AaNi+ Bole (wa) (Ns— No) (10. 2-72) 
Ir AwN2 AaNit Bd (wa) (Ne—N.) (10. 2-73) 
dN, 
gr = At Ao) Nt Boslp (wo0) CNo—N,) 
+ Bl(w, ) (CN,—N,) / 《10. 2-74) 
平衡 时 ,有 
dN, dN, dN 
和 一 -一 J 一 0 (10. 2-75) 
引入 光 抽 运 率 7, 定 义 为 


一 必 ， 


N 
7= Bolp (wo)— (10. 2-76) 


其 意义 是 ,7N 为 原子 由 能 级 E。 被 抽 运 到 能 级 上 £, 上 的 净 余 数目 。 
由 上 述 各 式 解 出 


N,=nN Ao 二 Bisd (wy) 


An (Am TAHAm TA Broilwn) (10.2-77) 


和 
Ails Bisd (0w, ) 
NTIN A CAGT AN) FAT A Bltwn) (10.2-78) 


可 以 看 出 ,实现 能 级 E; 与 EE 之 间 粒 于 数 反 转 分 布 的 内 因 是 
An>Ais—— >N,>N, (10. 2-79) 
外 因 是 Te(oszo) 盖 0, 使 得 有 7 式 (10. 2-76) 大 于 零 。 式 (10. 2-79) 意 
为 :原子 由 能 级 五 : 向 能 级 Ei 自发 跃迁 的 平均 寿命 必须 大 于 能 级 
Ei 的 平均 寿命 , 即 能 级 Ek, 上 的 原子 必须 会 快速 率 地 自发 跃迁 到 
能 级 E。 这 样 , 就 能 放大 能 谱 密 度 为 1(wz) 的 入 射 光 束 。 
实际 激光 器 中 工作 物质 原子 多 为 三 能 级 系统 和 四 能 级 系统 
( 系 指 工作 物质 产生 激光 过 程 中 直接 有 关 的 原子 能 级 系统 )。 
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图 10.2-4 所 -所 激光 器 示意 图 


下 面 简略 介绍 实验 室 中 常用 的 氨 - 氛 激光 器 。 这 是 一 种 原子 气 
体 激 光 器 ,于 1960 年 首次 制作 成 功 。 普 通 外 腔 式 氨 - 氨 激光 器 由 气 
体 放 电 管 和 光学 谐振 腔 组 成 ,如 图 10. 2-4 所 示 。 再 附 以 使 工作 物 
质 激活 的 激励 电源 。 有 放电 管 中 充 以 提 气 和 氛 气 ,气压 配 比 为 (5~ 
10) : 1, 管 内 总 气压 了 与 放电 和 毛细管 直 径 4 的 乘积 PC 为 3~ 
5mmHg。， mm。 工 作物 质 是 氛 气 ,采用 氛 原 子 四 能 级 系统 工作 ; 氧 
气 作为 辅助 物质 ,起 传递 能 量 的 作用 。 

”图 10. 2-5 是 氮 和 氛 原 子 的 有 关 能 级 图 。 室 温 下 , 绝 大 多 数 的 
氨 原 子 都 处 于 基态 1s* 56、 氛 原子 处 于 基态 1s?2s22ps S。。 如 果 激 
光 管 加 上 直流 高 于 ,使 产生 气体 放电 ,管内 电子 被 电场 加 速 后 与 毛 
原子 、 氛 原子 发 生 非 弹 性 碰撞 ,会 将 原子 激发 。 氨 原子 的 较 低 激发 
能 级 是 1s2s 5S， 和 ls2s So。 电子 碰撞 激发 宽 原 子 到 2 9， 和 2 9。 能 
级 的 几率 远 比 激发 氛 原子 的 大 ,加 上 和 氨 原 子 的 这 两 个 能 级 都 是 亚 
稳 能 级 (2 5, 能 级 和 2 S。 能 级 的 寿命 分 别 约 为 104 秒 和 5X 10- 
秘 ), 不 可 能 通过 电 偶 极 辐射 跃迁 回 到 基 能 级 ,因此 氮 原 于 的 这 两 
个 激发 能 级 上 会 集聚 较 多 的 原子 。 

但 是 , 气 原 子 的 2p 4s 和 2p 5s 两 个 激发 态 与 氧 原子 的 2 9， 
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图 10.2-5 氨 和 有 氨 原 子 的 有 关 能 级 图 


和 2 S。 态 分 别 有 几 乎 相等 的 能 量 ( 氛 原子 的 2p*4s 能 级 仅 比 氨 原 
子 的 2S, 能 级 低 0.039 电子 伏特 ,所 的 2p55s 能 级 仅 比 氨 的 2 5。 
能 级 高 0. 048 电子 伏特 ) 。 这 两 种 原子 相 碰 撞 非 常 容易 产生 能 量 的 
共振 转移 , 即 氨 原 子 在 碰撞 中 将 能 量 传递 给 基态 氛 原 子 后 回 到 基 
能 级 ,而 将 氛 原子 由 基 能 级 激发 到 2p'4s 和 2p’5s 两 个 激发 能 级 。 
氨 原 子 的 这 两 个 能 级 的 寿命 都 比较 长 , 均 约 为 9.6X10 一 秒 , 故 在 
这 两 个 激发 能 级 上 容易 集聚 着 较 多 的 原子 。 

另 一 方面 , 氛 原 子 另 有 2p’3p 和 2p'4p 两 个 较 低 的 激发 能 级 ， 
它们 的 寿命 分 别 为 1.8X10 一 秒 和 9.8X10-' 秒 , 比 2p*4s 和 2p55s 
两 个 较 高 激发 能 级 的 寿命 约 小 一 个 数量 级 。 处 于 2p53p 和 2p54p 

532 


两 个 能 级 上 的 氮 原 子 会 快速 率 地 通过 光 日 发 发 射 跃迁 到 更 低 激 发 

E 级 2p 3s 上 。 故 2p`3p 和 2p' 4p 两 个 能 级 上 的 所 原子 数 是 很 少 
的 。 这 样 , 氛 原 子 的 两 个 较 高 激发 能 级 2p "4s 和 2p*5s 与 两 个 较 低 
激发 能 级 2p'3p 和 2p 4p 之 间 就 分 别 可 以 实现 粒子 数 反 转 分 布 。 
由 此 可 知 , 氮 -所 激光 兹 是 从 助 于 辅助 物质 毛 气 的 原子 将 气体 放电 
电流 输入 的 能 量 传 递 给 工作 物质 氛 气 的 原子 ,将 氛 气 激活 。 

氛 原 子 的 更 低 激 发 能 级 2p "3s 是 一 个 亚 稳 能 级 ,不 可 能 自 它 
通过 电 偶 极 辐射 姥 迁 回 到 基 能 级 2p* S。。 但 是 ,借助 于 氛 原 子 与 激 
光 絮 放电 毛细 管内 壁 之 则 的 频繁 碰撞 , 氛 原 子 可 以 发 生 无 辐射 路 
迁 一 一 将 能 量 以 热 运 动 方式 传递 给 毛细 管 壁 ,而 回 到 基 能 级 。 

事实 上 , 氛 原 子 的 2p*4s 和 2p"5s 能 级 (以 及 2p"3s 能 级 ) 各 由 
4 个 子 能 级 组 成 ,2p "3p 和 2p 4p 能 级 各 由 10 个 子 能 级 组 成 (由 于 
2p” 组 态 的 项 与 2p 组 态 的 项 相同 , 故 2P"ns 有 子 能 级 P11,o 和 Pi， 
2p "3p 和 2p 4P 有 子 能 级 Dj 、P: oo、Si 、D;、P， 和 So)。 损 - 氢 
激光 器 的 激光 茎 迁 发 生 在 氛 原 子 的 粒子 数 已 反 转 分 布 的 不 同 激发 
能 级 之 间 。 据 报导 ,在 适当 的 气体 放电 条 件 下 ,在 氛 原 子 的 2p 5s 一 
2p"4p、2pP "5s 一 2p"3p 以 及 2p'4s 一 2p 3p 中 的 诸多 对 子 能 级 之 间 已 
获得 上 百 条 激光 谱 线 。 其 中 最 重要 的 有 三 条 : 

所 原子 2p'5s 一 2p:4p 中 ,4 二 3.3913pm, 远 红外 ; 

2pi5s 一 2p;3p 中 ,4 二 0. 6328pm, 红 色 ; 
2p;4s 一 2p:3p 中 ,4 二 1.1523pm, 了 近 红 外 。 

氨 - 氛 激光 需 氛 原子 四 能 级 系统 以 产生 4 二 0. 6328pm 这 一 条 
激光 谱 线 为 例 系 指 2p55s 一 2p53p 一 2p"3s 一 2p" 这 四 个 能 级 ,在 其 
中 2p 5s 与 2p”3p 两 个 能 级 之 间 实 现 粒子 数 反 转 分 布 。 

激光 器 的 光学 谐振 腔 由 一 对 反射 镜 组 成 。 它 的 作用 是 多 方面 
的 。 其 中 主要 的 一 个 作用 是 对 激活 的 工作 物质 所 产生 的 光 放 大 加 
以 光学 正 反 馈 , 使 得 在 激光 器 内 形成 很 强 的 持续 光 振 荡 。 但 是 光 强 
不 会 无 限度 地 增 大 , 当 光 振荡 达到 光 强 不 变 的 稳定 状态 后 ,激光 器 
就 作为 一 个 光 振 荡 器 (一 个 光源 ), 输 出 高 强度 的 激光 来 。 
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现今 ,激光 束 的 单 色 性 已 达 Av 亏 10 赫兹 , 即 在 可 见 光 区 域 相 
对 线 宽 伺 10-*。 出 射 的 平行 性 仅 受 出 射 窗口 衍射 的 限制 ,可 以 
射出 极 远 仍 不 散 开 。 连 续 输出 功率 可 达 10' 瓦 ,脉冲 输出 功率 达 
103 瓦 。 脉 冲 可 压缩 在 所 10-2 秒 的 极 短 时 间 内 。 

激光 器 的 种 类 现 已 繁多 。 比 较 基本 的 有 原子 气体 激光 器 (如 氢 
_- 氛 激光 器 ) ,分 子 气体 激光 器 (如 二 氧化 碳 激光 器 ) ,离子 气体 激光 
器 (如 氨 离 子 激光 器 ); 有 固体 激光 器 (如 红宝石 . 挨 钞 包 铝 石榴 石 、 
僻 玻 璃 激光 器 ) ,半导体 激光 器 (如 砷 化 锐 激 光 器 ); 有 染料 激光 器 ， 
无 机 液体 激光 器 .还 有 化 学 激光 器 (如 氟化氢 化 学 激光 器 ) ,气动 激 
光 器 (如 二 氧化 碳 气动 激光 器 ) 以 及 自由 电子 激光 器 等 .此 外 ,又 有 
一些 新 型 的 激光 器 (如 孤子 激光 器 等 )。 这 里 不 作 资 述 。 
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10-1 带电 荷 的 粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 (0 二 za) 中 运动 ,在 光 的 
照射 下 发 生路 迁 。 

(1) 求 电 偶 极 辐 射 著 迁 选 择 定 则 ; 

(2) 设 粒子 原来 处 于 基态 , 若 人 射 光 的 能 谱 密 度 为 1(w), 求 粒子 跃迁 到 
激发 态 的 跃迁 速率 。 

答 : (1)An 二 n' 一 2 一 站 一 1， 一 1,2,3，… 
256c ”44 
3 Ri (0412 一 1)4 


(2)70281 一 1 (wu), R 一 [1 23 


FEa—E “天 
式 中 om = 1) 


10-2 ”带电 荷 d 的 一 维 谐振 子 在 光 的 照射 下 发 生 跃 迁 。 

(1) 求 电 偶 极 辐射 茎 迁 选择 定 则 ， 

(2) 设 振子 原来 处 于 基态 ,车 人 射 光 的 能 谱 密 度 为 1(w), 求 振子 跃迁 到 
第 一 激发 态 的 既 迁 速率 。 

答 , (1)An 夺 n' 一 7 一 十 1 


(2)wo= 必 -1(ew),w 为 振子 自然 频率 。 
10-3 ”带电 荷 9 的 一 维 谐振 子 ( 自 然 频 率 为 wo)t 一 一 ce 时 刻 处 于 基态 ， 
置 于 均匀 而 与 时 间 相 关 的 弱电 场 中 ,电场 方向 沿 振动 方 向 , 微 扰 作用 为 
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(1)H' (4) Fgeoxre \’, 
(YH! (一 一 geoze-Go ， 
求 1 一 十 时 姥 迁 到 第 一 激发 态 的 几率 。 讨 论 含 时 微 扰 论 适用 的 条 件 。 

答 : 尸 = 上 eCi)eieotdt 

(DP=— TS (2)P=~v r reve™"o /4, 

含 时 微 扰 论 的 适用 条 件 为 。 守 攻 hw， < 一人/ 二。 

10-4 粒子 在 一 维 》 势 肝 yz) 一 一 8(z) 中 运动 处 于 基态 .从 ?过 0 起 受 
到 微 扰 作用 互 ' (4)== 一 Azsinwt, 式 中 4 为 正 值 小 量 . 求 粒子 跃迁 到 自由 定 态 
p(x)=- l =e “的 跃迁 速率 。 

2r 
答 1p 二 土 V2mhwTE)， Eo= 一 2 ， 


_ 2A IE Vio |E| 


m (Fw) 

10-5 应 用 能 量 -时 间 测 不 准 关 系 , 估算: 

(1) 正 负电 子 对 能 够 发 生源 没 的 最 远 距 离 ; 

(2) 核 力 力 程 , 设 核 子 之 间 的 核 力 作用 通过 吞吐 r 介子 而 传递 ， 已 知 ; x 介 
子 质 量 m270m.,; 
(3) 有 一 种 不 稳定 粒子 能 自发 赔 变 ， 已 知 说 变 的 平均 寿命 为 rc, 求 这 种 粒子 质 
量 的 不 确定 范围 。 

管 :(1D)4X10-9 米 ,(2)1.4X10-z 米 ,(3) 站 - 

10-6 基态 氢 原 子 从 t=0 时 刻 起 处 于 均 义 但 与 时 间 有 关 的 电 世 
Egoe-/ 中 。 求 经 过 长 时 间 后 ,跃迁 到 第 一 激发 态 的 几率 。 

答 : 取 so 方向 为 极 轴 方 向 。 只 有 和 矩阵 元 二 210|rcosb|100>> 不 等 于 零 。 
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书 21o0， 0 oo) — A TE Ee hry 
10-7 基态 氨 原 子 受到 脉冲 电场 (2) 二 6&065(z) 的 作用 (6 为 常量 )。 
(1) 应 用 微 扰 论 计 算 氢 原子 跃迁 到 各 激发 态 的 总 几率 ,以 及 仍然 停留 在 
基态 的 几率 
(2) 精 确 求解 氮 原 于 仍然 停留 在 基态 的 几率 。 
答 : 取 o 的 方向 为 极 轴 方向 ， 
: 935 


(1) 握 原子 跃迁 到 诸 E, 能 级 的 总 几率 为 
2 P,= [ 守 ) > | <ni0l100> |=| 宇 ] oo 


万 
仍然 停留 在 基态 的 几率 为 1 一 | Se | ,am 为 玻 尔 半径 ， 


| 4 
9 


(P=| 1 


当 & 很 弱 , 则 
已 ~1 一 | Se 
10-8 ” 氢 原 子 置 于 均匀 但 与 时 间 有 关 的 电场 et) 一 下 Fe7-5 中 ,电场 力 
的 冲 量 P 是 给 定 的 。 设 :一 时刻 氮 原子 处 于 基态 , 求 : 从 一 co 一“ 十 cc 
期 间 跃迁 到 第 一 激发 态 的 几率 ， 
答 : 电 场 力 的 冲 量 P。= | Fd =ees | TC 二 etoxr, 即 有 条 


Pr 
件 etot 一 vo 


微 扰 作 用 妃 ' (1) = 1 式 中 了 % 方向 为 极 轴 方 向 。 路 迁 
Eg — 


几率 Pao) = 去 || ”Han(Deraidt | ， 式 中 nt == 一 上 二 一 一 .因为 矩阵 
2” * 
元 二 2lm |rcos861100 汪 中 只 有 三 210|recos01100 守 = 2 不 等 于 零 , 得 
9215 ZE 2 2157 
Paloo) = fr @ ”221' 一 ri py lr 


由 此 可 知 , 如 采 微 扰 作 用 的 特征 时 间 rt 很 大 , 则 Pa (oo) 极 小 ,表明 微 扰 作 用 
BB' (4) 随 时 间 : 变化 若 很 平缓 , 则 不 会 改变 体系 的 状态 。 这 是 绝热 原理 的 一 个 
例证 。 

10-9 计算 氧 原子 光谱 赖 曼 线 系 的 头 两 条 光谱 线 Lw 和 工 ,es 的 强度 比 。 

提示 : 记 从 生态 一 & 态 的 自发 发 射 系数 为 hm， 谱 线 强度 了 (ww ) co 
waAim>Aim 由 式 (10. 2-33) 所 示 。 

答 ;1./1s= 二 3. 18 

10-10 一 个 电子 置 于 恒定 均匀 磁场 Bo 一 (0,0,Bo) 中 。 只 计 及 自 旋 运 动 ， 


_ 0 
体系 哈密 顿 算 符 为 分 ,一 JsBo6., 设 1 过 0 时 电子 自 旋 态 为 x | | ,相应 能 
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ey eh | im. 


量 为 EE- 二 一 ysBo。 从 t==0 时 刻 起 ,受到 微 扰 作用 了 ' G4)= peB (oscoset 
+6ysinet) 。 求 0~t 时 间 间 隔 内 ,电子 跃迁 到 za 一 | 的 几率 ,再 与 精确 结 
果 作 上 比较， 


| wy 2 
管 :PHiCGD 一 | | sin?| 


wo 


2ypBo 21.pB 
| , 式 中 mn 生 < wm 一 交 全 .可 与 


Wn 一 


2 
精确 结果 式 (6. 3-23) 对 照 。 在 共振 情况 下 ,o 一 w, 有 P+iGD) 一 所 二 .精确 结果 
由 式 (6. 3-26) 知 为 Pi CD 一 sinz| | 。 对 照 可 知 , 含 时 微 扰 论 适用 条 件 是 
of< 和 1l : 外 磁场 Bi 很 弱 和 微 扰 作用 时 间 t 很 短 。 
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本 章 论 述 实物 粒子 与 实物 粒子 之 间 ( 包 括 实物 粒子 与 原子 之 
间 ) 的 碰撞 。 碰撞 现象 也 称 为 散射 现象 . 散射 的 结果 用 散射 截面 这 
个 物理 量 来 表述 ,将 理论 计算 结果 与 实验 测量 结果 作 比 较 , 可 以 探 
求 入 射 粒 子 与 靶 粒 子 之 间 的 相互 作用 以 及 它们 的 内 部 结构 。 在 
1. 3-2 和 1. 3-3 两 段 中 所 述 卢 瑟 福 的 a 粒子 散射 和 1. 5-3 段 中 所 述 
夫 兰 克 - 竺 兹 的 电子 与 录 原 子 碰撞 实验 就 是 两 个 典型 的 实例 ,另外 
还 有 很 多 著名 的 散射 实例 ,如 :1919 年 卢 瑟 福 的 核反应 实验 3He 
二 }N 一 ~iH 十 8O，, 它 第 一 次 确证 原子 核 有 结构 ;1938 一 1939 年 
哈恩 (O. Hahn7 和 史 特 拉 斯 曼 (CE. Strassmann) 的 中 子 吉 击 铀 核实 
验 , 首 次 发 现 核 裂变 现象 ;1967 年 弗 里 德 曼 (J. Friedman) 有 德尔 
(H. Kendall) 和 泰勒 (R. Taylor) 的 高 能 电子 -质子 深度 非 弹性 散 
射 实验 , 首次 证 实 了 核子 中 夸克 的 存在 ,从 某 种 意义 上 说 (实验 发 
现 大 角度 散射 的 比分 意外 地 大 ,实验 揭示 核子 内 部 是 市 电 点 状 绪 
购 ) ,这 个 实验 是 卢 瑟 福 的 “粒子 -原子 散射 (发 现 原子 核 ) 实 验 在 
物质 结构 新 一 个 层次 上 的 重演 。 / 

本 章 限 于 讨论 人 射 粒子 与 靶 粒 子 之 间 的 相互 作用 仅 是 位 努 作 
用 的 情况 .第 一 节 引 入 散射 截面 的 概念 ;第 二 节 和 第 三 节 分 别 按 散 
射 的 定 态 描述 方式 和 时 间 相 关 描述 方式 ,讨论 位 势 散射 的 散射 堆 
面 ; 第 四 节 介 绍 全 同 粒 子 的 位 势 散射 ,散射 体系 的 波 函 数 要 具有 全 
同人 射 粒子 和 技 粒 子 之 间 的 交换 对 称 性 。 
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$ 11. 1 ”碰撞 过 程 ;散射 截面 


磁 撞 现象 包括 一 个 基本 粒子 与 一 个 原子 体系 之 间 的 碰撞 ,一 
个 基本 粒子 与 另 一 个 基本 粒子 之 间 以 及 一 个 原子 体系 与 另 一 个 原 
子 体系 之 间 的 碰撞 等 。 

两 个 粒子 4 和 8 在 碰撞 前 后 ,名 它们 的 内 部 结构 和 状态 都 没 
有 改变 , 记 为 4 十 B 一 ->A 十 B8, 就 称 为 弹性 碰撞 (或 弹性 散射 ); 大 
它们 或 它们 之 一 的 内 部 状态 发 生 了 改变 , 记 为 4 十 B 一 >A 十 B 
(或 A 十 B.A4 十 B'), 则 称 为 非 弹 性 碰撞 (或 非 弹 性 散射 )。 此 外 ， 
如 果 一 个 复合 体系 (4 十 8) 分 裂 成 两 个 不 同 于 4A 和 B 的 粒子 C 和 
D, 即 4 十 B 一 >C 十 D, 或 者 分 裂 成 多 于 两 个 粒子 , 即 A 十 8B 一 
Ci 十 Cz 十 … 十 C,, 这 样 的 碰 擅 过 程 称 为 反应 ;复合 本 和 喘 也 是 一 种 磁 
撞 过 程 。 作 为 例子 ,考虑 一 个 正 电 子 人 射 基态 氨 原 子 , 设 正 电 子 人 
射 能 量 超 过 氢 原 子 的 电离 能 赋值 ,可 能 发 生 的 碰撞 过 程 有 


e+ 十 日 一 >=et 十 H “(弹性 碰撞 ) 
e 十 H —ret 十 H* ( 非 弹性 碰撞 , 是 氧 原 
子 激 发 态 ) 

e+ 十 H 一 >et 十 p 十 e- (反应 : 氧 原子 电离 ) 

e+ 十 理 一 ->p 十 27 (反应 : 正 负 电子 对 淹没 ) 

e+ 十 H 一 >p 十 (e+e-) (反应 ;重新 组 合成 质子 和 
/ 电子 个人 如 )。 

11.1-1 散射 截面 : 


碰撞 或 说 散射 的 结果 用 散射 截面 这 个 物理 量 来 表述 。 设 有 一 

束 粒子 从 无 限 远 处 沿 > 轴 入 射 一 个 靶 粒 子 ,如 图 11: 1-1 所 示 。 记 

入 射 粒 子 束 的 粒子 流 密度 (单位 时 间 内 通过 垂直 于 人 射 方 向 单位 

面积 的 粒子 数 ) 为 N, 又 记 和 人 射 粒 子 束 与 靶 粒 子 碰撞 后 单位 时 间 

内 散射 到 (2, 9 方向 (以 z 轴 为 极 轴 ) 立 体 角 元 dQ2 中 的 粒子 数 为 
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图 11.1-1 粒子 束 沿 x 轴 人 射 一 个 绝 粒 子 
dn。 有 dn 正比 于 N 和 d2, 写 成 


dz 一 CO Pd (11.1-1) 
比例 系数 : z 
: 1 dn 
0(0,P) = Nn (11. 1-2) 


称 为 微分 散射 截面 , 它 表 示 当 单位 时 间 内 通过 垂直 于 入 射 方向 单 
位 面积 有 一 个 粒 了 于 人 射 , 与 靶 粒 子 碰 撞 后 在 单位 时 间 内 散射 到 (6， 
幼 方向 单位 立体 角 中 的 粒子 数 。 它 是 方位 角 (9, 内 的 函数 。 它 具有 
面积 的 量 岗 ,由 式 (11. 1-2) 知 单位 时 间 内 通过 垂直 于 入 射 方向 面 
积 为 ao(0,9)d0 的 模 截面 的 入 射 粒子 数 即 等 于 上 述 散 射 粒子 数 
dn。 微 分 散射 截面 co(9,9) 给 出 散射 粒子 数 的 角 分 布 , 它 与 人 射 粒 
子 的 动能 以 及 人 射 粒 子 与 缀 粒子 之 间 的 相互 作用 等 因素 有 关 。 
再 定义 总 散射 截面 ,为 

Og 一 ece,pda (11. 1-3) 
其 几何 意义 是 ,单位 时 间 内 通过 垂直 于 人 射 方向 面积 为 ca 的 横 
截面 的 和 人 射 粒 子 数 等 于 单位 时 间 内 被 散射 的 粒子 总 数 ( 不 论 散 射 


方向 如 何 )。 
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11.1-2 从 质心 坐标 系 变 换 到 交 验 室 坐 标 系 


碰撞 是 二 体 问题 ,以 下 ,理论 上 计算 微分 散射 截面 都 是 在 质心 
坐标 系 (固定 在 两 粒子 的 质心 上 的 坐标 系 ) 中 进行 的 ,因为 在 质心 
坐标 系 中 二 粒子 碰撞 问题 可 以 归结 为 单 体 散 射 问题 而 使 计算 较为 
简单 (参见 $4.2 中 的 4. 2-1 段 )。 但 是 ,实验 上 测量 微分 散射 截面 
总 是 在 实验 室 坐 标 系 (固定 在 实验 室 中 的 坐标 系 ) 中 进行 的 。 为 了 
使 理论 计算 结果 能 与 实验 测量 结果 作 比 较 , 必须 将 理论 计算 得 到 
的 质心 坐标 系 中 的 微分 散射 截面 oC(9,9) 变换 为 实验 室 坐 标 系 中 
的 微分 散射 截面 oC(0,,%)。 这 里 , 且 先 给 出 这 个 变换 关系 ,分 两 步 
说 明 。 / 

如 图 11. 1-2Ca) 和 (5) 所 示 。 记 入 射 粒子 和 靶 粒 子 的 质量 分 别 
为 mi 和 m2。 又 记 在 实验 室 坐 标 系 中 ,碰撞 前 人 射 粒子 的 速度 为 


Vs 


ml py 


入 射 粒子 和 和 
(b) |., 
图 11.1-2 分 析 散 射 过 程 的 两 个 坐标 系 
(a) 实验 室 坐 标 系 〈6) 质 心 坐标 系 
y;、 靶 粒子 静止 、 散 射 体系 质心 的 速度 为 v., 碰 撞 后 散射 粒子 的 速度 
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为 ws; 记 在 质心 坐标 系 中 , 碰撞 后 散射 粒子 的 速度 和 靶 粒 子 的 反 
冲 速度 分 别 为 vcs 和 vcr。 第 一 步 ,由 于 散射 粒子 的 速度 有 关系 式 


Vis—=VcsTr. 


即 
VrsCOSO, 一 vcrscosl 十 U. 
vrssin0, 一 WersslntO 
得 
sing 
tant= (11.1-4) - 
cosb 十 可 一 一 


由 了 体系 在 砖 人 村 系 中 的 对 全 地表 


1 2 十 了 了 12 | _mim, 了 
Cs 好 一 二 
2 | 4 2 mi 二 mm : 


和 
GS er 
, m 
解 得 vs 一 志 0 再 注意 到 .一 志气 -有 站 一 下 :因而 式 
(11.1-4) 写 成 
» sing _mi 

tanbo=— og Ty? = (11. 1-5) 

显然 
p= (11. 1-6) 


上 上面 两 式 训 是 实验 室 坐 标 系 方位 角 (0。,W) 和 和 质心 坐标 系 方位 角 
(0,9) 之 间 的 关系 式 。 特 别 地 , 当 7 二 0, 则 0 二 90; 奉 7 二 1, 则 9,= 
0 


7。 
第 二 步 , 由 微分 散射 截面 的 定义 式 (11. 1-2) 知 ,实验 室 坐 标 系 
中 单位 时 间 内 散射 到 立体 角 元 d2.=sinbpodbodp 中 的 粒子 数 与 质 
心 坐标 系 中 单位 时 间 内 散射 到 立体 角 元 d2=sinbdbdp 中 的 粒子 
数 是 相同 的 , 即 z 
cb, Jp)sinbdbdm 一 aa(0,0)sin0d0dp (11.1-7) 
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骨 利 用 式 (11. 1-5) ,有 
11 十 xcoslO| 


sin0,d0, = CT oos0y sinbdb (11. 1-8) 
利用 式 (11.1-6) ,有 
dm 一 dp (11. 1-9) 


于 是 得 到 实验 室 坐 标 系 中 微分 散射 截面 o(0。,W) 与 质心 坐标 系 中 
微分 散射 截面 o(9,9) 之 间 的 关系 式 为 


(1 十 7 十 27Ycos0)” 
|1+7Ycos0 


特别 地 ， 当 7 二 0， 出 o (t,t) oa(0, 9); 寿 Y= 二 1， 则 o(0o, 0) 一 


IC 名) 一 o(0,9) (11.1-10) 


4cos(S)o(0,9), 


显然 ,两 个 坐标 系 中 的 总 散射 截面 相等 , 即 四 
01 总 一 Cecg (11.1-11) 

以 下 的 讨论 限于 入 射 粒子 与 靶 粒 子 之 间 的 相互 作用 是 位 势 作 

用 ,势能 V Cri 一 r;) 仅 与 两 个 粒子 的 空间 坐标 r; 和 rz 之 差 有 关 。 讨 
论 采 用 坐标 表象 。 在 质心 坐标 系 中 ,引入 和 人 射 粒子 与 靶 粒 子 的 相 
对 坐标 r= 二 一 ,两 粒子 之 间 的 碰撞 问题 就 化 为 一 个 质量 为 折合 


质量 14= 一 -一 二 的 人 射 粒子 被 势 场 V(r) 散 射 间 题 ,这 属于 弹性 散 


m1 十 7 


射 。 讨 论 的 目的 在 于 求 得 质心 坐标 系 中 位 势 散射 的 散射 截面 。 


3 11.2 势 徐 射 的 定 访 描述 ; 
中 心 场 散 射 与 分 波 法 


11. 2-1 定 态 描述 ,散射 振幅 与 散射 截面 


在 质心 坐标 系 中 , 设想 粒子 在 上 一 一 一 时 开始 太 > 轴 方 回 
对 势 场 (rm 人 射 , 再 在 上 一 一 十 ce 时 离开 势 场 到 |r| 一 ~ 处 , 散 
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射 势 场 与 时 间 无 关 , 故 散射 体系 的 能 量 是 确定 的 ,体系 处 于 定 态 ， 
定 态 波 消 数 满足 相应 的 定 态 醇 定 词 方程 


2 
[— ZT:HV rp) = Ednlr) (11. 2-1) 


方程 中 ,E, 是 散射 体系 的 能 量 。 设 粒子 人 射 的 初始 动量 为 p= 二 永 ， 
其 中 是 入射 粒子 的 初始 波 矢 (方向 六 zz 轴 ) , 则 
1 F282 
2p 24 
它 是 给 定 的 ， 并 且 在 (0,cc) 区 间 内 连续 可 变 。 物理 上 要 求 散 出 田光 


V (7 一 -0( 严 格 地 说 ,应 应 当 比 库仑 势 场 一 二 在 | 门 一 co 处 更 快 


地 趋 于 零 ) ,因而 方程 解 的 边界 条 件 与 束缚 体系 的 不 同 ,散射 体系 
的 定 态 波 函数 内 (r) 在 |r|->co 处 的 渐 近 形式 应 当 是 


ikr 
hn) Ae +f0D7] 1.2-3) 


为 沿 z 轴 方 向 人 射 的 平面 波 与 由 散射 中 心 向 外 传播 的 散射 球面 波 
的 线性 合 加 ,由 于 势 散 射 是 弹性 散射 ,散射 球面 波 的 波 矢 值 等 于 入 
射 平面 波 波 矢 的 值 |k|。 式 中 f(0,P) 是 散射 球面 波 的 波幅 , 仅 与 方 
位 角 (9,9) 有 关 而 与 径 向 坐标 7 无关。 在 以 下 的 讨论 中 取 4=1, 因 
为 问题 是 要 探求 微分 散射 截面 ,而 它 与 人 射 粒子 束 的 实际 粒子 数 
密度 大 小 无 关 ; 事实 上 由 下 面 推导 微分 散射 截面 c(9, 9) 式 
(11. 2-6) 的 过 程 中 可 以 看 出 4 被 消去 (不 在 式 中 出 现 )。 

按照 微分 散射 截面 c(2, 风 的 定义 式 (11. 1-2), 对 于 一 个 人 射 _ 
粒子 来 说 ,oC0,9) 表 示 当 入 射 几率 流 密度 的 大 小 记 二 1, 这 个 人 身 
粒子 与 半 粒 子 碰撞 后 ,在 单位 时 间 内 粒子 散射 到 (9, 方向 单位 立 
体 角 中 的 几率 。 由 于 人 射 波 

=Ae”*''=Ae™ 

履 入 射 几 率 流 密度 的 方向 沿 < 四 其 大 小 由 式 C2 3- 14) 知 为 


E,= (11. 2-2) 
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一 142 下 和 (11. 2-4) 
HK 


而 散射 波 
p=Af 0,9 
故 沿 径 向 向 外 的 散射 几率 流 密度 的 大 小 为 
站 一 一 采信 训 四 一 几 序 虹 ) 


2 
-ait OD (11. 2-5) 


粒子 被 势 场 散射 后 ,单位 时 间 内 在 (8, 人 方向 立体 角 元 40 一 写 
出 现 的 几率 为 jdsS ,因而 得 到 势 散射 微分 散射 截面 


(0,D = 二 2 |f(0,D| (11. 2-6) 


于 是 , 式 (11. 2-3) 中 ,向 外 传播 的 散射 球面 波 的 波幅 又 称 为 散射 振 
幅 。 可知 ,讨论 势 散射 问题 , 按 定 态 描述 欲求 微分 散射 截面 0 C0,9)， 
归结 为 须 求 得 散射 振幅 / (6,9)。 

在 1. 3-2 段 中 曾经 应 用 经 典 力学 推导 过 a 粒子 被 库仑 势 场 散 
射 的 卢 瑟 福 微 分 散射 截面 公式 式 (1. 3-10)。 推 导 过 程 中 引入 了 有 瞄 
准 距离 5 的 概念 ,并 且 由 式 (1. 3-10) 和 式 (1. 3-7) 可 知 微分 散射 截 


面 0(0) 一 一 -也 ;时 . 由 此 ,可 以 引出 经 典 力学 处 理 势 散射 问题 的 适 


用 条 件 。 为 简明 计 , 讨 论 一 个 质量 为 x 初速 度 为 v 的 粒子 入射 半 
径 为 a 的 球 势 。 一 方面 ,经 典 力学 要 求 gb<<a, 另 一 方面 ,由 粒子 角 


动量 L=pwb 有 5 一 守 ~ 记 ， 综合 这 两 方面 可 知 , 仅 当 粒子 的 动 
量 ?一 /六 二 , 即 粒子 人 射 的 德 布 罗 意 波 波长 < 散射 势 场 的 力 
程 w, 经 典 力学 处 理 势 散射 问题 才 是 适用 的 。 

11.2-2 中 心 势 场 中 的 散射 ,分 波 法 


讨论 散射 势 场 是 中 心 势 场 , 即 V(r) 仅 与 径 向 坐标 r+ 有 关 的 情 
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况 。 下 面 介绍 分 波 法 以 求 散 射 振幅 和 散射 截面 。 
人 


VV jr) yr) (11. 2-7) 


方程 的 特 解 取 用 球 极 坐标 系 , 写 为 
pir) = Rautr)Y in, 9) (11. 2-8) 
不 中 ， 侣 向 西数 Re 请 忆 径 向 方 和 
三 人 [2 CRulr)] 十 | 大: -一 shV Cr) 一 以 Ct Dp, (7 ) 一 ~ 0 
(11. 2-9) 
对 照 式 (4.1-11), 记 
Ru lr) 一 (11. 2-10 ) 
和 
VCr) 一 避 () (11. 2-11) 
则 函数 w(&,r)7 满 足 方程 
Cr) DFU uk,r) =0 011. 2-12) 


对 照 式 (4, 1-13) 可 知 ,在 式 (11. 2-8) 中 , 角 向 函数 Ym(9, 罗 的 磁 量 
子 数 m 只 取 0 一 个 值 。 这 是 因为 ,粒子 在 中 心 势 场 中 运动 轨道 角 
动量 上 守恒 ,而 粒子 在 人 射 初始 的 状态 是 沿 z 轴 的 平面 波动 状态 
几 一 e 类 , 它 是 志 . 的 相应 于 本 征 值 mwk=0 的 本 征 态 ( 不 是 角 动量 平 
方 算 符 的 本 征 态 ) .事实 上 ,已 设 粒子 沿 z 轴 方 向 人 射 ,现在 将 z 
轴 取 为 球 极 坐标 系 的 极 轴 , 由 于 散射 势 场 中 心 对称 , 故 体系 的 定 态 
波 函 数 册 (>,0) 以 及 散射 振幅 /70 和 散射 截面 rc(0) 均 相对 于 极 轴 
旋转 对 称 , 即 与 角 p 无 关 , 这 也 表明 m= 二 0。 于 是 ,散射 体系 的 定 克 
诸 定 朝方 程式 (11. 2-7) 的 相应 于 给 定 能 量 及 一 55 的 定 态 一 般 解 


为 诸 特 解 的 登 加 ,写成 
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blr,0) = 2 Rulr)P,(cos0) = 2 Cs 呈 


P (cosO) 


(11.2-13) . 
式 中 P,(cos0) = 二 Yio(0,9) 是 勒 让 德 多 项 式 。 可 以 将 由 (rr ,90) 写 为 


J,(r ,0) = 2 yulr,0) (11. 2-14) 


式 中 


dulr10) =Ru(r)PiCeos0) — ee 7P ccosg) (11. 2-15) 


称 为 散射 体系 定 态 g(r,9) 的 第 /分 波 的 波 晴 数 。 人 们 常 将 /=0， 
1,2… 等 的 分 波 分 别称 为 * 分 波 、p 分 波 .d 分 波 … 等 。 

由 散射 边界 条 件 式 (11. 2-3) 看 出 ,为 了 求 得 散射 振幅 (0)， 
必须 求 出 定 态 波 函数 Cr,0) 式 (11.2-13) 在 +r 一 2 处 的 满足 散射 
边界 条 件 的 渐 近 式 。 这 实际 上 必须 首先 按 给 定 的 散射 势 场 V(r) 精 
确 求 解 径 回 方程 式 (11. 2-9) 或 式 (11. 2-12) ,将 具体 所 得 各 个 分 波 
(=0,1, 2 co) 的 径 问 图 数 ReGr) 或 丰 (RD) 代 回 央 (Cr 0) 式 
(11,.2-13) ,再 取 g(r,0) 在 +r 一 处 的 渐 近 形式 。 然 后 ,与 散射 边界 
条 件 式 (11. 2-3) 作 比较 。 分流 法 给 出 进行 上 述 比较 以 求 得 散射 振 
幅 (0) 的 一 个 具体 途径 。 

对 于 任 一 中 心 散射 按 场 V(r) 来 说 ， 注意 到 有 V(r) 一 0, 方 
程式 (11. 2-12) 在 ”ce 处 的 渐 近 形式 十 

(Asr) 十 ae(Asr) 一 
其 解 是 
由 一 必 sin( 有 r 十 中 ) 一 一 人 sin(tr 一 代 十 6) 
记 为 上 2 
表明 径 向 蚊 数 Rakr) 在 一 c2 处 有 一 般 性 的 渐 近 形式 
sin (kr 一 到 十 0) 


(11.2-16) 


Ru (门人 4 
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于 是 得 到 散射 体系 的 定 态 波 函数 内 人 r,0) 式 (11. 2-13) 在 ”一 co 处 
的 一 般 性 渐 近 形式 为 
， ln 
oo SIinCRr 一 一 十 人 ) 
f(r,0) > A -一 到 一 一 
其 第 : 分 波 的 波 国 数 如 (0) 式 (11. 2-15) 在 无 限 远 处 的 渐 近 形式 
是 


P, (cos0) (11. 2-17) 


sin (kr— 2 十 0,) 
Pur 0) A, pr 


另 一 方面 , 定 态 波 函 数 办 Cr,g) 在 >ce 处 的 渐 近 形式 又 必须 
满 正 边界 条 件 式 (411. 2-3)。 在 此 式 中 取 4 王 1, 并 且 为 了 便于 与 式 
(11. 2-17) 比 较 , 将 人 射 平面 波 波 函 数 o 也 视 为 诸 ! 分 波 的 看 
加 , 即 应 用 数学 知识 将 函数 e… 写 成 展开 式 

er =e = (21+ 1)ij(hr)P, (cosb) (11. 2-19) 


式 中 ,ji(kr) 为 球面 贝 塞 尔 晴 数 ， 在 ”一 co 处 的 渐 近 形式 是 


sin (hr—) 
Ji(kr)=/ 5 Jr 一 全 一 (11, 2 20 ) 


代 回 式 (11. 2-19) ,可 知 - 


Pi(cos@) (11. 2-18) 


. pig 
oo sin(kr— 7 
et (2 十 1)7 一 一 一 -Picosb) (11.2-21) 


将 人 射 平面 波 e “写成 


OD 


= 这 fu Cr) (11. 2-22) 


由 式 (11. 2-19) 和 式 (11. 2- 21) 知 ， 平面 波 的 第 分 波 
br) = (27 十 1)iij (kr)P (cosO) 


sin (kr 一 x) 


2+ De -一 天 一 熏 Pi(cosb) (11. 2-23) 
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sid dP OO A hp 


比较 式 (11. 2-18) 和 式 (11. 2-23) 看 出 ,粒子 受到 中 心 势 场 VCr) 散 


射 的 前 后 ,体系 定 态 第 / 分 波 在 + 一 oo 处 的 渐 近 形式 都 是 向 外 扩展 


的 球面 波 ,但 是 散射 后 第 ! 分 波 的 位 相 相 对 于 散射 前 的 而 言 有 相 
移 总 , 即 中 心 散射 势 场 使 第 /分 波 产 生 6, 的 相 移 。 

将 式 (11. 2-21) 代 和 人 散射 边界 条 件 式 (11. 2-3) ,再 令 它 等 同 于 
式 (11. 2-17) ,有 


» sinCkr 一 分 十 人 ) 


f(r ,0) >， 4 gy P,(cos0) . 
TY l=0 
lx 
oo sin (hy 一 了 ) ikr 
= 2) (2 十 1 六 一 一 下 一 一 Picosb) + f(0) 一 一 
一 站 


Bh 
| >》 Aiexp[i(— 一 一 十 6,) IP, (cos0) 有 有 


[一 0 


— {5 aiexp[— i(— ZF + 01) JP,CeosO) 和 
— (S21 十 1)i'e-im/2P,(cos0) 十 2hi fC0) :2 


— (2) (2! 十 1)iexw2Pi(cosb) 上 


式 中 两 连 两 个 独立 的 球面 波 函数 守 和 所 前 面 的 系数 必须 分 别 
相等 ， 得 到 两 个 方程 : 
S\ Aexp[i(— 阿 二 6,) |P, (cos0) 


{=0 


Cx 


= > (2! 十 1)ie-w/2P,(cos0) + 2kif (0) 


t=0 


和 
Y ， ln > 1 il /2 
2 Aexp[—i(— 字 +61) JPi(cos0) = A (274-1)7e'™P,(cosO) 
二 从 一 
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再 利用 勒 让 德 多 项 式 Pi(cosb) 的 正 交 归 一 化 表示 式 
27 + 1 


| P, (cost)P,(cos0)sin0d0 = 6,, (1. 2-24) 


六 解 上 面 丙 人 方程, 关注 意 到 ， 7 二 e™ 就 得 到 
A 二 (2 十 Dre (11. 2-25) 
和 散射 振幅 
f(0) = 二 2 (2/ 十 l)eiasin8P(cosg) (11.2-26) 
于 是 ， 义 得 到 微分 散射 截面 和 总 散射 截面 分 别 为 
go(0)=|f(0) := 证 | > (21 + esind,P,(cos0) | 


(11. 2-27) 


_ 


o(0)df 一 zx| oO)sinGdd 


lS 


~ >》 2 (2l’ + 1) (C2! 十 1)e-ireisinO,sind, 
时 一 站 一 人 


村 ' (cos0)P, (cosO)sinbdl 


经 > (21 + Dsin’d, = 5 > (11. 2-28) 
其 中 
= in (11. 2-29) 
称 为 第 /分 波 的 总 散射 截面 。 


另外 ,由 了 (0) 式 (11.2-26), 取 了 (9=0) 的 虚数 部 分 ,注意 到 
P,(1) 二 1, 有 


om 


Imj(g 一 0) 一 去 之 (21 十 1)sin?8 
对 照 vs 式 (11. 2-28) ,又 得 到 
os 一 人 Im (0) (11. 2-30) 
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上 式 称 为 光学 定理 。 它 在 相当 普遍 的 情况 (包括 非 弹性 散射 情况 ) 
下 成 立 。 这 个 定理 的 物理 意义 是 :在 散射 中 心 的 阴影 区 (2O=0, 即 前 
向 散射 区 域 ), 入 射 波 由 于 与 散射 波 干涉 而 使 散射 振幅 有 所 减弱 
[因而 nj Co) 盖 0], 即 人 射 几率 流 密 度 有 所 减弱 ,减弱 的 量 等 于 加 
所 有 方向 散射 的 几率 流 密度 之 总 和 ,保证 总 几率 守恒 。 由 此 看 出 ， 
微分 散射 截面 oC9,9) 式 (11. 2-6) 在 9 二 0 区 域 是 不 适用 的 ,因为 在 
这 区 域内 入 射 波 与 散射 波 之 间 的 干涉 效应 不 能 忽略 。 

从 以 上 所 述 可 知 : 按 分 波 法 ,由 给 定 的 中 心 散射 势 场 Y(r) 精 
确 求 解 各 个 分 波 ( 必 =0,1,2,…) 的 径 向 方程 式 (11. 2-9) 或 式 
(11. 2-12) ,再 将 方程 的 解 取 一 ~ce 的 渐 近 形式 ,并 且 与 Ru(r) 的 浙 
近 形 式 式 (11， 2-16) 对 照 , 具 体 得 到 所 有 分 波 的 相 移 0 ;然后 , 代 
人 式 (11. 2-26) 、 式 (11. 2-27) 和 式 (11. 2-28) ,就 得 出 散射 振幅 、 微 
分 散射 截面 和 总 散射 截面 。 各 个 分 波 的 相 移 值 有 的 较 大 ,有 的 较 
小 ;一 般 地 说 , 相 移 值 较 大 的 分 波 对 散射 振 旺 太 2) 的 贡献 比较 大 ， 
反之 相 移 值 近似 等 于 零 的 分 波 对 fC0) 的 贡献 则 可 以 略 去 。 由 于 散 
射 势 场 是 中 心 场 ,散射 体系 的 且 、L? 和 上 . 都 是 守恒 量 。 散 射 过 程 
中 轨道 角 动 量 的 平方 5 守重 使 得 人 射 波 中 的 每 一 /分 波 均 是 相 
互 独立 地 散射 ,散射 的 总 效果 是 每 一 个 分 波 独立 散射 的 效 示 之 总 
和 , 故 有 式 (11. 2-26) 一 式 (11. 2-28) 成 立 。 这 也 是 分 波 法 谓 称 的 
由 来 。 

11. 2-3 分 波 法 的 适用 范围 


分 波 法 用 于 中 心 势 场 中 的 散射 。 散 射 振幅 1(0) 式 (11. 2-26) 
是 严格 导出 的 表示 式 , 但 是 利用 式 (11. 2-26) 精 确 计算 散射 振幅 却 
是 不 方便 的 。 只 有 在 一 定 的 适用 范围 内 , 式 中 级 数 收 敛 得 很 快 , 才 
只 须 计算 前 面 几 个 分 波 的 相 移 ,就 可 以 得 到 足够 精确 的 结 采 。 

散射 体系 定 态 各 个 分 波 的 相 移 {5} 都 是 由 于 入 射 粒子 受到 散 
射 势 场 的 作用 而 产生 的 。 准 经 典 地 定性 地 说 ,粒子 总 能 量 守 恒 , 在 
势 场 中 动能 就 有 变化 : 若 粒子 受 排斥 力 而 势能 为 正 , 则 动能 变 小 ， 
德 布 罗 意 波 长 1 就 会 大 于 初始 入 射 的 波长 ,这 等 效 于 分 波 的 位 相 
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出 现 相 移 8 二 0; 反 之 ,粒子 在 吸引 力 场 中 相 移 ?之 0。 现 在 要 探求 的 
问题 是 ,在 什么 情况 下 ,哪些 分 波 的 相 移 近 于 零 而 对 散射 振幅 
f(9) 式 (11. 2-26) 的 贡献 可 以 略 去 不 计 。 

设 散射 势 场 V (7) 的 作用 范围 是 在 以 散射 中 心 为 球 心 而 以 a 
为 半径 的 球 内 ,V (7) 在 >>a 处 的 值 可 略 去 不 计 。 由 式 (11. 2-19) 
知 , 入 射 平面 波 第 / 分 波 的 径 向 函数 是 球面 贝 塞 尔 函数 (4r)。 根 
据 数学 的 分 析 , 庆 (tr) 的 第 一 极 大 值 的 位 置 在 = 一气 附近 ;并 且 , 当 


-很 小 时 用 CGtr) 二 cat , 随 着 r~0 很 快 趋 于 零 ,/ 愈 大 
ji(&r) 趋 于 零 愈 快 。 如 图 11. 2-1 所 示 , 如 果 jer) 的 第 一 极 大 值 位 
于 散射 势 场 的 作用 范围 以 外 , 即 志 >a, 则 在 势 场 作 用 范围 内 


VB 一 


V(r) : 
(b) 
图 11. 2-1 《ca) 排 斥 势 场 和 (5 吸引 势 场 对 人 射 平 面 波 第 :分 波 疡 (tr) 作 
用 结果 的 图 示 


0952 


A 


(r<a)ji(kr) 的 值 很 小 ,表明 第 i 分 波 受 到 散射 即 场 的 作用 很 小 ， 


所 产生 的 相 移 8 一 0 而 可 以 略 去 不 计 。 因 此 ,散射 振 幅 了 (9) 式 
(11. 2-26) 中 实际 上 只 须 计 入 /=0,1,2,… 到 L~ka 的 诸 分 波 相 移 
的 贡献 ;特别 是 , 若 人 射 波 的 波 矢 值 * 小 到 有 ka<1, 则 只 须 计 及 ; 
分 波 相 移 6。 的 贡献 ,fC9) 式 (11. 2-26) 中 可 只 保留 /=0 的 那 一 项 。 


这 称 为 分 波 近似 。 因 此 ,分 波 法 在 低能 散射 ( 信 射 粒子 能 量 3 很 
小 ) 和 散射 势 场 力 程 短 的 情况 下 适用 ， 
11.2-4 球 方 势 阱 的 低能 散射 ; 冉 绍 尔 - 汤 秩 效 应 
设 散射 势 场 为 
—V,<0, r<a 
yo) 二 (11. 2-31) 
0 ， r>a 
只 考虑 分 波 。 记 径 向 函数 
Relr) = / (11. 2-32) 
uo(7) 满 足 方程 式 (11. 2-12), 有 
Tur) + A uo) =0, r<a (ll].2-33) 
和 
iu) + wr) =0, r>a (11.2-34) 
记 方程 中 的 
AE 2 Ee (11.2-35) 


方程 式 (11. 2-33) 和 式 (11. 2-34) 的 解 为 
4sin(&'r 二 Gu) ， r<a 
us (7r) = , (11. 2-36) 
Bsin(kr+06) ， ">a 
径 向 函数 Ra) 式 (11. 2-32) 须 满足 波 函 数 的 三 个 标准 条 件 。 
Ro(r) 在 r= 二 0 点 要 求 有 限 , 则 uo(0) 必须 和 等于零 ,得 上 式 中 0 一 0。 
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Rs) 及 1 dR(Cr) 


矿 在 "一 a 点 要 求 连 续 ( 即 要 求 志 刁 ) ”在 "一 a 点 连 
续 ) ,有 
kctg (kat+6do)=k ctg(R a) 
得 到 


an 人] ka>0 (11.2-37) 


这 就 是 * 分 波 的 相 移 。 如 果 人 射 粒子 的 能 量 很 低 , 即 ta<1, 由 


arc tanz 一 0Z，* 有 


和 一 arc tan| ka 


ne a) 和 


0 kal — —1j 二 ka[ 一 一 一 


z 自任 能 租 身 (hu <1) 的 情况 下 愉 须 计 及 :分 流 , 直 
(11.2-27) 知 微分 散射 截面 为 


(0) 60) = Eid 


—1]<1 (1.2-38) 


tankoa 1 了 

(11. 2-39 ) 
与 9 无 关 , 式 中 用 到 Pu(cosg) 一 1。 总 散射 截面 
tan(koa) 
Ea 1 (11. 2-40) 


08 信 00 一 sina 200 全 47ra2 


这 
是 与 & 无 关 的 当量 。 
但 是 要 指出 :如 果 球 方 势 阱 足够 深 ,使 得 满足 条 件 


tan(k'a) tan(ka) 


TC (11. 2-41) 
则 由 式 (11. 2-37) 知 s 分 波 的 相 移 等 于 ,因而 散射 截面 为 堆 , 即 
和 ,一 T， 故 6 一 0 (11. 2-42) 


倘若 人 射 粒子 的 能 量 又 很 低 ,Xa 世 1,! 宇 1 的 诸 分 波 对 散射 截面 的 
贡献 都 可 以 略 去 不 计 , 则 总 散射 截面 等 于 零 , 即 
og 之 00 二 0 (11. 2-43) 
这 称 为 壬 绍 尔 - 汤 森 效应 (C. Ramsauer.and j. S. Townsend,192] 
年 ), 即 对 于 入 射 粒 子 所 取 特 殊 * 值 [满足 式 (11. 2-41)] ,总 散射 鹤 
554 : 


面 cs 不 为 常量 式 (11. 2-40) 而 等 于 零 。 冉 绍 尔 用 低能 电子 碰撞 重 
， 惰性 气体 氨 . 氟 和 和 亿 等 的 原子 发 现 , 当 电 子 人 射 的 能 量 分 别 为 
0. 37.0. 60 和 0. 65 电子 伏特 , 就 观测 不 到 散射 现象 ,似乎 这 些 辑 
原子 变 得 完全 透明 。 冉 绍 尔 效应 表明 :人 射电 子 在 惰性 气体 原子 的 
电场 中 ,静电 势能 可 以 粗略 地 视 为 球 方 势 阱 ;这 类 原子 有 较 小 的 半 
径 a, 在 r 大 于 原子 半径 a 的 区 域 , 原子 核 的 电场 几乎 完全 被 核 外 
的 诸 电 子 所 屏蔽 。 
如 果 是 球 方 势 又 情况 , 则 不 可 能 发 生 冉 绍 尔 - 汤 森 效应 。 


11. 2-5 库仑 势 场 的 散射 


若 散 射 势 场 是 库仑 场 z 
dd2 
(六 二 47e7 (11. 2-44) 
设 粒子 的 质量 为 w, 人 射 能 量 为 好 >~>0, 记 
2 224E ApAaqad， 
k'= “7， 5 一 人 (11. 2-45) 
并 且 作 变换 


Ra (r)=rie™ FH(k 7) ， jp 一 一 21kr (11. 2-46) 
代入 径 向 方程 式 (11. 2-9) ,得 到 函数 FC,P) 满 足 方程 


dF dP _ yp 
?dp dp (1+ Fi=0 (11. 2-47) 


这 是 虚 宗 量 的 缔 合 拉 盖 尔 方程 [参见 方程 式 (4. 2-20) 和 式 (4. 2- 
39)], 也 就 是 一 个 合流 超 儿 何方 程 一 - 它 在 原点 解析 的 解 为 合流 
超 几 何 函数 .这 里 略 去 往 下 对 方程 作 的 数学 讨论 ,将 方程 的 解 代 刁 
Ru(r) 式 (11.2-46), 再 取 r->co 处 的 渐 近 形式 ,有 


(a+ D! ezp( 下 十 记 ) 
TriIriD CR) 


Kulr) 


sin[ kr - 一 7 十 和 一 Sln(2kr) ) 


by (11. 2-48) 
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式 路 (z) 是 伯 玛 函数 。 可 知 ,第 /分 波 的 相 移 为 6. 一 bln(287) ,其 
中 z 
8 一 arg 有 CC 十 1 十 站 ) 《11. 2-49) 
由 诸 {6) 按 式 (11. 2-26) 确 定 散 射 振幅 (0)。 附 加 的 位 相 因子 
一 bln(2kr) 与 /无关 但 与 + 有 关 , 表 明 散 射 球面 波 产生 了 畸变 , 因 
变 的 程度 由 这 个 位 相 因子 决定 , 它 是 由 于 上 库仑 场 是 长 程 力 场 ,在 > 
~co 处 对 带电 的 人 射 和 散射 粒子 的 运动 都 有 影响 而 造成 的 .不 过 ， 
这 个 附加 的 位 相 因子 不 影响 粒子 在 ”~>co 处 的 散射 几率 流 密度 ， 
因而 不 影响 对 散射 截面 的 计算 。 

由 于 库仑 势 场 的 长 程 性 , 阁 利 用 式 (11.2-26) 计 算 散 射 振幅 
(9), 采 取 低 能 散射 的 分 波 近似 不 适用 。 事 实 上 ,库仑 势 场 散 射 体 
系 的 定 态 蔡 定 刘 方 程 采用 抛物 线 坐 标 系 可 以 严格 求解 ,因而 可 以 


求 出 散射 振幅 的 精确 解析 表达 式 为 
f(0)=— FH exp(—itln[sin’( )]) 
?ksin (3 ) 
(11. 2-50) 
注意 到 T(z " ) = 二 T(z)" , 故 得 微分 散射 截面 为 
a00) = |f(0) 一 一 一 六 
4&2sint( 一 ) 
2 
_/_ dd \? 1 
一 (fre dE ned, (11. 2-51) 
2 


这 与 卢 沟 福 的 a 粒子 散射 公式 式 (1. 3-10) 完 全 一 致 。 

最 后 说 明 一 点 :在 带电 粒子 对 原子 的 散射 问题 中 ,还 须 计 入 原 
子 内 诸 电 子 对 核 库仑 电场 的 屏蔽 作用 ;对 于 低能 入 射 情况 利用 分 
波 法 求 微分 散射 截面 这 里 不 予 袭 述 ,高 能 人 射 情况 的 讨论 见 下 一 
节 的 11. 3-3 段 。 
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3 11. 3 势 散射 的 时 间 相 关 描 述 ; 玻 恩 近 似 


11.3-1 时 间 相 关 描 述 ,跃迁 几 牵 与 散射 截面 ; 玻 恩 近似 


入 射 粒子 实际 上 总 是 从 某 一 时 刻 to( 取 ==0) 开 始 进入 散射 

势 场 的 作用 范围 ,而 在 最 后 :一 2 时刻 又 离开 势 场 去 到 无 限 远 处 

处 于 自由 运动 状态 。 因 此 ,即使 散射 势 场 V(r) 本 身 不 显 含 时 间 并 ， 
粒子 受到 散射 势 场 的 作用 仍 是 写 时 间 相 关 的 : 
0， t<0 
V(r), #10 

于 是 , 势 散射 问题 须 应 用 含 时 苹 定 证 方程 
hr = TtV DI (11, 3-2) 


来 处 理 。 问 题 归 结 为 粒子 在 散射 势 场 YCr,7) 式 (11. 3-1) 的 作用 下 
由 散射 前 的 自由 运动 初 态 向 散射 后 的 自由 运动 林 态 路 迁 ,可 以 通 
过 计算 跃迁 儿 率 来 求 得 微分 散射 截面 

设 粒子 沿 < 轴 方 向 对 势 场 人 射 ,入 射 能 量 已 = -5 ,入 射 初 
是 自由 运动 状态 ,为 平面 波 


. 1 
¢. 二 二 —e" ”一 


MV AT 
式 中 采用 了 箱 归 一 化 ,假定 在 体积 V 内 有 一 个 人 射 粒 子 。 于 是 ,人 
射 几率 流 密度 为 
. [ 声 ，，， 9 9 hk, 
i pa 元 多 )= jy (11. 3-4) 
另 一 方面 ,粒子 受到 势 场 散射 后 到 无 限 和 还 处 处 于 和 目 由 运动 状态 , 末 
态 也 是 平面 波 


V (r,t)= (11. 3-1) 


| i (11. 3-3) 


$= er" (11.3-5) 


DD7 


由 于 势 场 式 (11. 3-1) 的 散射 是 弹性 散射 ,散射 后 末 态 平面 波 $ 波 
矢 kj 的 值 应 等 于 入 射 初 态 平面 波 册 波 矢 天 的 值 : 


_. 1 24bE | 
| 大 rr = | 一 下 (11. 3-6) 


只 是 kj 与 天 的 方向 不 同 。 如 果 散 射 势 场 的 作用 可 以 视 为 微 扰 ,应 
”用 10.1-3 段 常 微 扰 情 况 的 跃迁 速率 式 (10. 1-36), 则 粒子 在 散射 
势 场 式 (11. 3-1) 作 用 下 ,单位 时 间 内 由 入射 平面 波 初 态 跃迁 到 
(0, 人 方向 立体 角 元 40 中 能量 在 (E; 一 也 ,Ei 十 亡 ) 范 围 内 所 有 
散射 后 平面 波 末 态 {#/} 的 总 几率 (至 一 级 近似 ) 为 


dwn(0,9) = | A (EdE dN 


. 2 
= | |g Vd pCED las-add (11.3-7) 


容易 导出 式 中 粒子 散射 后 自由 运动 末 态 态 密度 pCE/) | -s 的 表 
示 式 。 由 


2 

p(E)dEd0= PP 
各 

._p p 

天 一刀 ~dE=£d 

ZH A Pf 
直接 可 得 
oFE)dN= Pan= dn (11. 3-8) 


h’ 38h* 
再 按 微分 散射 截面 oC0,9) 的 定义 式 (11. 2-2) 或 式 (11. 2-6) ,并且 
注意 到 点 式 (11. 3-3) .办 式 (11. 3-5) 及 式 (11. 3-6) ,就 得 到 微分 散 
射 截面 (至 一 级 近似 ) 
(68, 
rr 用 = | ne 


一 Ci) | |exp[iCk — Kk) :rv Or)drl’ 
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_ (sa) |expLik x — rr dr |: (1.3-9) 


式 中 用 到 人 人 射 波 波 矢 上 ; 的 方 
向 沿 z 轴 , 而 出 射 波 波 舌 ky 的 
方 问 在 (0, 隐 方 问 。 上 式 作 为 一 
级 近似 式 , 常 称 为 势 散 射 微分 
截面 的 玻 恩 近似 表示 式 。 


如 果 散 射 势 场 是 中 心声 图 11.31 KK 


V(r) ,在 微分 散射 截面 600,9) 
式 (11. 3-9) 中 , 记 


K 一 k, 一 k:/， 有 K=2ksin 5 
如 图 11. 3-1 所 示 。 式 中 积分 
|exp[iCh, — Kk) * rlV(r)dr 
oo 2 x 
-| VO)rdr| dg| eiKreostsinGd0 
一 人 S| rsinCKmVCr)dr 
则 微分 散射 截面 式 (11. 3-9) 写 成 


o(0)= ( 2 || rsinCKPYCrdrl?， 
0 


i2K 

, 0 
z K=2ksin 2 
与 角 9 无 关 。 总 散射 截面 


(11. 3-10) 


(11. 3-11) 


汇丰 2 开 
sa = | CD)sinbdldp = | KoCK)dK (1.3-12) 


11.3-2 玻 恩 近 似 的 适用 条 件 


这 里 是 将 玻 恩 近似 用 于 势 散 射 。 在 推导 微分 散射 截面 6(0,9 
的 玻 因 近似 式 (11. 3-9) 的 过 程 中 ,跃迁 几率 取 至 一 级 近似 , 故 
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z(g, 凡 是 一 级 近似 。 高 级 修正 已 经 略 去 ,这 就 要 求 散射 势 场 了 Cr) 
很 弱 、 力 程 很 短 , 使 得 势 场 作用 可 以 视 为 微 扰 。o(0,9) 式 (11. 3-9) 
或 式 (11. 3-11) 中 的 积分 不 应 发 散 ,这 也 要 求 散射 势 场 是 短程 的 
[如 果 V(r) ~ 二 , 则 ol0,D) 式 (11. 3-9) 中 的 积分 是 发 散 的 ]。 


进一步 具体 化 ,考察 球 方 势 垒 
Vo>0, 0<r<a 


v0)=| (11. 3-13) 
0 ， r>a 


的 散射 。 由 o(0) 式 (11. 3-11) ,算得 微分 散射 截面 为 


o(0)= (2 ) | rsinCKr?dr 
_ (2 [2 全 2) 一 20 y, 
K=2ksin $ (11. 3-14) 
再 具体 算得 总 散射 截面 为 
0 一 jj (O)sinbd0dp 
= 各 (所 中 »-， 1 sin(4ka) sin’(2ka) 
1 az + Cka) ~ CGRa) 
(11. 3-15) 


玻 恩 近似 的 适用 条 件 是 总 散射 截面 og 式 (11. 3-15) 远 小 于 经 典 总 
截面 : 


2 (8- ; sin(4ka) sin’(2ka) ? 
[1 capt Chay ha) J ne 
(11. 3-16) 
如 果 粒 子 的 人 射 能 量 很 高 ,有 ta 福 1, 则 式 (11. 3-15) 简 化 成 
ras 一 至 ( )2， ka>l (11. 3-17) 
玻 恩 近似 的 适用 条 件 式 (11. 3-16) 简 化 成 
KY oa Yoa 
jap = Fr 1 (11. 3-18) 
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式 中 v 一 六 是 粒子 初始 人 射 的 速度 。 上 式 表明 ,只 要 粒子 人 射 的 能 
量 足 够 高 (速度 足够 大 ), 则 即使 散射 势 场 不 十 分 弱 (V。 不 十 分 
小 )、 作 用力 程 a 不 十 分 短 , 式 (11. 3-18) 也 可 以 满足 , 玻 恩 近似 
o(9,9) 式 (11. 3-9) 就 适用 。 但 是 ,如 果 粒 子 人 射 的 能 量 很 低 , 有 
ka<e1l, 则 式 (11. 3-15) 利 用 sinz 全 x 一 证 二 十 … 简 化 成 

16ry Voas 


ra ka<] (11. 3-19) 
玻 恩 近似 的 适用 条 件 式 (11. 3-16) 简 化 成 
V 2 
< (11. 3-20) 


即 要 求 散 射 势 场 十 分 昱 、 作 用力 程 非常 得 。 所 以 ,应 用 玻 恩 近 侯 
o(0,9) 式 (11. 3-9) 当 粒子 人 射 的 能 量 傅 高 就 愈 精确 。 


11.3-3 高 速 带电 粒子 对 原子 的 弹性 散射 


考察 一 个 质量 为 人 带电 荷 为 g 的 高 速 人 射 粒子 被 原子 序数 
为 Z 的 原子 散射 。 假 定 人 射 带电 粒子 仅 是 被 原子 的 电场 散射 。 设 
原子 内 电子 数 的 密度 分 布 为 pr), 则 原子 的 静电 势 


L 人 《一 eJOCr ) | 
| plr) — Ley | re (11. 3-21) 
于 是 入 射 带电 粒子 所 处 的 散射 势 场 为 


Zeq -如 -| plr’) | 
V(r) = rer Ire) rr dr (11. 3-22) 


式 中 ,对 于 中 性 原子 来 说 p(r) 满 足 关 系 式 
[pcryar Zz | (11. 3-23) 
如 果 粒 子 人 射 的 能 量 足 够 高 ,就 可 以 应 用 玻 恩 近似 式 (11. 3-9) 来 


计算 微分 散射 截面 。 
将 式 (11. 3-22) 代 入 式 (11. 3-9), 有 


201 


2 


(内 一 (| |e* [22 — | AY dr]dr 


och2 dnxeor dnéeo |r—r’| 
z (11. 3-24) 
式 中 ==k; 一 ky[ 见 式 (11. 3-10)]。 式 中 的 一 个 积分 
j、 eiK'r et 
T(r )= | 一 dz = lim | 一 -一 一 dr 
Ir—r | 0 Ir—r | 
Ame'k'r Ane'™'r 
一 lim ey = 一 到 一 (11. 3-25) 
当 rr 二 0, 有 
: TO) 一 刀 (11. 3-26) 


于 是 式 (11. 3-24) 写 为 


oC0,9) = (7) 


2 
St fee 


(2apneg 7 2 
记 为 (fre Ri) 一 (| 
eq |Z— F(RK)| 


rp iE (11. 3-27) 


)? 一 一 -六 


2 2 
式 中 ,用 到 式 (11. 3-10) 及 E 一 ;并 且 记 
F(K) = |e*rpr yar (11. 3-28) 


是 原子 中 电子 数 密度 分 布 ptr) 的 优 里 叶 变换 ,由 pC(r) 决 定 , 称 为 
P(r) 的 形状 因子 , 它 反 映 出 原子 内 部 电子 对 核电 荷 的 屏 珊 效应 ， 
Z 一 FCK) | 可 以 视 为 有 效 核电 荷 数 。 

下 面 计算 形状 因子 ,因为 由 式 (11. 3-27) 看 出 ,微分 散射 截面 
5(0, 了 最 后 由 形状 因子 FCK) 确 定 。 首 先 ,假定 原子 内 部 电子 数 的 
密度 分 布 球 对 称 , 并 且 为 了 便于 定量 计算 , 取 

pl(r)=poe 7“ (11. 3-29) 
对 于 中 性 原子 而 言 ,按照 式 (11. 3-23) 有 : 
502 


|me-“dr= L 


得 
Z 
Po ga (11. 3-30) . 
代入 形状 因子 fCK) 式 (11. 3-28) ,有 
F(K) = 2x| poe— er 5dr | ee sing dO : 
0 0 
一 20o [ot Kr! —r /ad / 
一 及 Sn 六 )e r 
3 卫 
0 ey 本 一 (11. 3-31) 
[1 十 dkia’sin’ (3 ) J 
特别 地 ,对 于 中 性 原子 ,得 
FCK)= < (11. 3-32) 


[ + kia’sin?( 5) 
式 中 ,aa 可 以 视 为 原子 的 半径 。 上 式 表 明 : 
当 kraisin’( 5 )1, 则 FCK) 二 0 (11. 3-33) 


在 这 样 的 情况 下 原子 内 部 电子 对 核 的 屏蔽 效应 可 以 忽略 ,带电 粒 
子 仅 被 核 的 库仑 势 场 散 射 。 在 卢 巧 福 的 a 粒子 散射 问题 中 ,a 粒子 
的 静止 质量 约 为 6. 6X10 “千克 ,由 放射 性 元 素 针 8"P,) 衰变 出 
来 的 粒子 的 能 量 约 为 5. 3 兆 电 子 伏特 ,相应 的 速度 约 为 1. 6X 
10 米 / 秒 , 厂 取 4= 二 1A , 则 ka? 约 等 于 10” ,于 是 只 要 散射 角 0 六 
10- 一 10-5 弧 度 , 式 (11. 3-33) 就 成 立 , 形 状 因子 FCK) 可 以 略 去 不 
计 。 因 此 ,a 粒子 被 原子 散射 的 微分 散射 截面 式 (11. 3-27) 写 成 


Ze ; ] 
“人 一 | Cre) oF sin4( 0 ) 
Si 2 
这 就 是 卢 瑟 福 的 cc 粒子 散射 微分 截面 公式 式 (1. 3-10) 。 
再 来 考察 高 速 电 子 对 基态 氢 原 子 的 弹性 散射 。 和 氢 原 子 基态 的 
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(11. 3-34) 


归 一 化 波 防 数 为 


Yi (7) = @ /ap (11. 3-35) 
Na 
将 Cr) 三 | 加 oocr) | 代入 式 (11. 3-28) ,得 到 形状 因 了 于 
] ] 


Py,#t( KR) = 
[1 十 AK'ar] [1 十 karsin’ (ss)T 


(11. 3-36) 
再 将 上 式 代 入 式 (11. 3-27) ,注意 到 玻 尔 半径 a,= ee ,就 得 到 
微分 散射 截面 


(Kia? 十 8)’ 
o(0) 一 4aQ， (CR222 十 414 


天 一 2hsin(5) 

(11. 3- - 
形状 因子 Fy,# 志 CK) 式 (11. 3-36) 可 以 略 去 的 条 件 是 kia sin:(5) 
之 1 ;与 a 粒子 对 原子 的 散射 相 比 ,由 于 电子 的 质量 yx 二 9.,1X10™* 
千克 ,即使 电子 的 人 射 速 度 也 达到 1.6X10 米 / 秒 , 则 居 ax 王 0.5 
X 10: ,需要 散射 角 0 六 10 一 弧度 才 有 天 所 , 基 术 《 关 ) 袜 0。 

在 玻 思 近似 适用 而 形状 因子 不 能 略 去 的 范围 内 ,测定 微分 散 
射 截面 o 作为 K 的 函数 ,可 以 确定 形状 因子 FCK) ;再 作 伟 里 叶 变 
换 式 (11. 3-28) 的 道 变换 , 就 得 到 原子 内 电子 数 密度 分 布 P(r)。 
是 原子 的 一 个 总 体 特性 。 


11.4 全 同 粒子 的 势 散射 


11.4-1 微分 散射 截面 


如 果 人 射 粒子 和 车 粒子 是 全 同 粒子 , 则 势 散射 体系 的 波 函 数 
按照 量子 力学 第 五 条 假设 必须 具有 粒子 交换 对 称 性 。 由 于 两 个 粒 
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子 之 间 的 相互 作用 仅 是 位 势 作用 ,与 粒子 的 自 旋 无 关 , 故 散射 体系 
波 函 数 可 以 分 离 空 间 坐 标 与 自 旋 坐 标 变量 ,粒子 空间 运动 波 函 数 
ylrisrs) 与 自 旋 态 矢量 X(s1.,52:) 对 于 两 个 粒子 的 坐标 交换 分 别 都 
是 对 称 或 反对 称 的 ,下面 按 照 散 射 的 定 态 描述 方式 , 先 讨论 粒子 空 
间 运 动 波 函数 , 再 讨论 自 旋 态 矢量 。 

在 质心 坐标 系 , 势 散射 体系 空间 运动 尚未 对 称 化 的 波 函 数 
y(n 在 lrl 一 处 的 渐 近 形式 如 式 (11. 2-3) 所 示 , 有 


kr 
一 er 十 ,内 一 (11. 4-1) 


gr) rn 


式 中 ,r=r1 一 rs 是 入 射 粒 子 和 部 粒子 的 相对 坐标 矢量 ,其 极 坐 标 
分 量 是 (r ,90,9) 。 交 换 两 个 粒子 的 空间 坐标 ,这 相当 于 将 两 个 粒子 
的 相对 坐标 r 作 空 间 反 演 : 

r—»—r, 即 CODAx—0,NAi+9p) (11.4-2) 
则 

pr) fr 二 办 (11. 4-3) 


于 是 , 势 散射 体系 空间 运动 具有 两 粒子 坐标 交换 对 称 和 反对 称 的 
流明 数 分 别 是 


ps(r) 一 yr) 十 风 ( 一 广 ) Tr (ek"r 十 er) 


ikr 
十 [EfO D+ fr Ont] (11.4-4) 


pp Ke 只 ef] 
[| 一 oo 


Var)= pr) 一 六 (一 三 ) 


rkr 
十 | 一 Ar 一 DT 十 内 一 (]1. 4-5) 


上 两 式 中 ,ee … 和 e 是 质心 坐标 系 中 两 个 对 向 传播 的 平面 波 ， 
描写 两 个 全 同 自由 粒子 的 相对 运动 ;后 面 一 项 Lf (9, 9) 


士 Fr 一 0,z+ 幼 ]8- 是 向 外 传播 的 球面 波 ,描写 两 个 全 同 粒子 的 
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散射 。 散射 振幅 是 散射 球面 波 的 该 幅 了 (0,P) 土 f(x 一 ,x 二 9)。 这 
是 由 于 入 射 粒子 和 靶 粒 子 是 全 同 的 ,两 个 粒子 碰撞 后 不 能 区 分 哪 
一 个 是 被 散射 粒子 , 哪 一 个 是 反 冲 粒子 ,两 者 对 散射 振幅 都 有 页 
献 , 见 示意 图 11. 4-1(4) 和 (6)。 


MA 2 


(a) (b) 


图 11.4-1 全 同 的 人 射 粒子 各 粒子 对 散射 振幅 都 有 贡献 
类 同 于 $ 11.2 中 式 (11. 2-6) 的 推导 ,可 得 质心 坐标 系 中 势 散 
射 体系 在 空间 运动 对 称 和 反对 称 定 态 下 的 微分 散射 截面 分 别 是 
dO PD= | 79, 凡 十 Fr 一 br 十 网 | 
= | 朵 上 十 | Jr 一 0 十 从 上 
十 2Reff* (0,9fx— Or 9p] (11.4-6) 


oO,0D)= |fO9)— fxr— Ont Pl 
= |fO,0I 2 十 1 一 Or 十 由 | 

— oReff* br 一 bx 十 由] (11.4-7) 

上 两 式 中 前 面 两 项 之 和 是 经 典 预 期 的 结果 , 式 中 出 现 的 于 涉 项 

十 2Re[LA (0,9)f(x 一 90,7x 十 P) 是非 经 典 全 同 粒子 散射 体系 的 量 
子 效应 。 / 

全 同 粒子 散射 体系 的 量子 干涉 效应 最 初 于 1930 年 由 查 德 维 

克 (J. Chadwick) 的 a-a 低能 弹性 散射 实验 所 证 实 。 在 低能 情况 下 ， 


566 


两 个 a 粒子 之 间 的 相互 作用 仅 静 电 库 仑 作用 是 有 效 的 。 由 库仑 势 
场 散 射 的 散射 振幅 .上 六 2) 式 (11. 2-50) 


六 (1 十 引 ) 0 
f(0)=—= OO exp{—itin[sin:(—) |]) 
(1+i6) 2hsin?( 5) “2 : 

(11.4-8) 
注意 到 a-a 散射 体系 是 两 个 全 同 正 色 于 0s 一 0) 体 系 ,利用 式 %11.4 
6) ,得 到 微分 散射 截面 
os(0)= |f(0) + fr Oo 0) 


og 
1 2cos (2Clntan 六 ) 


2 
= (一 六 )2[ + 一 一 一- 一 2)] 
2 
Sin 《了 ) cos《 了 1 sin (cos (3) 
(11. 4-9) 
可 以 看 出 ， 这 里 量子 干涉 效应 就 是 在 经 典 结果 
(一 记 )?[ 一 一 十 一 
2k sint Cy cos4( 世 ) 
2 2 
项 上 再 秋 加 一 
8cos (2Lln tan 2) 
本 
Ms sin’6 


如 图 11.4-2 所 示 。 查 德 维 克 由 实验 观测 到 ,变换 到 质心 坐标 系 后 
的 a-a 低能 弹性 散射 微分 散射 截面 在 9=90° 的 值 确 是 经 典 理论 计 
算 结果 的 两 倍 。 

现在 再 来 考虑 势 散射 体系 的 自 旋 态 矢 量 。 设 全 同 的 入射 粒子 
和 靶 粒 子 自 旋 角 量 子 数 为 *, 则 每 个 粒子 有 2* 十 1 个 自 旋 态 , 记 其 
态 矢 量 为 如 《5.)， mm 二 s,s 一 1,…, 一 s。 于 是 ,散射 体系 两 粒子 自 
旋 坐 标 交换 对 称 的 自 旋 态 矢 量 Xn (sn)Xm (szz) 有 25 十 1 个 ,而 


LE, GX Ga) 十 和 Goa) Xs C32)] (mx 天 加 ) 有 C3i 一 5(2 
2 s [ / 
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十 1 个 , 合 起 来 共有 (十 1) 《2s 十 1) 个 ;反对 称 的 自 旋 态 矢量 
-CoGa)xu Ga 一 如 Ga 和 (se)] (天 加 ) 也 有 <(25 十 1) 
个 。 体 系 对 称 和 反对 称 的 自 旋 态 撩 量 总 共有 (2s* 十 1 六 个 .假定 人 射 
粒子 束 及 靶 粒 子 均 未 极 化 , 自 旋 取向 是 无 规 分 布 的 , 则 统计 地 说 体 


系 每 一 自 旋 态 出 现 的 几率 相同 ,因而 体系 处 于 对 称 自 旋 态 的 几率 


(s 十 1)(2s 十 1) _ s 十 1 s《2s 十 1) 
为 C25 十 TJ” “加 十 1" 处 于 友 对 称 目 施 态 的 几率 为 (25 寺 1) 


和 
-5 
”如 果 势 散射 体系 是 两 个 全 同 费 密 子 , 则 总 波 函 数 是 全 反对 称 
的 ,是 对 称 (反对 称 ) 空 间 波 函 数 与 反对 称 (对 称 ) 自 旋 矢 量 的 乘积 ， 
由 式 (11, 4-6) 和 式 (11. 4-7) 两 式 ,得 到 质心 坐标 系 中 微分 散射 截 
面 为 


| 
去 二 ics(,7) 十 识 寺 二 


一 |f(0, PT f(r ort 9p 
— 2Re[f* (0,9f (x — Ort 9p] 


5C0 0) 一 oa(0 ,9) 


2s 去 二 ] 
(11. 4-10) 
同 理 , 两 个 全 同 玻 色 子 势 散 射 体系 人 
xb, 办 二 二 10s (0,9) + 2 ioa(0,9) 
= | 70， 十 Fr 一 0， x 二 9 | 
十 元 元 工本 ?Re[ 广 (0,9)f (x 一 0r 十 D] 
(11. 4-11) 
上 两 式 合 起 来 ,写成 


oO,D= |fOD) + If Oz po) 


(一 _ 
十 计 Re， (0,PDf xr— Ort 9p] 
(11. 4-12) 
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30 60 90 lz0 150 
(a) 0(°) Cb) 0(°) 
图 11. 4-2 a-a 低能 弹性 散射 在 质心 坐标 系 的 微分 散射 截面 。 实 线 : 基 于 
力学 结果 ,虚线 :经 典 结果 ; (a)t=0.5, (8 六 一 5.0; 纵 坐标 : 
o(0)/agn (0= 90°) 


11. 4-2 电子 -原子 弹性 散射 


具体 讨论 电子 - 氨 原 子 (2 二 1) 散 射 。 实 验 装置 如 图 11. 4-3 所 
示意 。 将 氧气 在 炉 中 加 热 到 3000 K,90% 以 上 的 氨 分 子 离 解 为 氨 
原子 ,从 炉 口 N 喷 出 形成 氧 原子 束 , 通 过 调制 器 (用 以 除去 杂质 原 
子 散 射 造 成 的 背景 效应 ) 后 进 到 相互 作用 区 域 。 同 时 ,从 电子 枪 发 
射出 的 电子 东 也 进 到 相互 作用 区 域 .在 这 个 两 粒子 束 交合 的 区 域 
内 , 氢 原 子 的 速率 与 电子 束 的 速率 相 比 可 以 忽略 ,因而 可 以 近似 地 
认为 氨 核 不 动 ,电子 束 是 对 静止 的 毛 原 子 和 人 射 .电子 束 经 由 法 拉 第 
圆 简 收集 而 被 监控 。 被 散射 的 电子 由 探测 器 进行 分 析 测 量 。 整 个 
装置 处 于 气压 为 10 ”一 10“ mmHg 的 高 真空 中 。 

以 下 的 讨论 设 氢 原子 处 于 基态 ,又 假定 散射 是 弹性 的 ,没有 将 
原子 激发 到 高 能 级 或 使 原子 离 化 . 取 静 止 的 氢 核 处 为 坐标 原点 ,并 
设 电 子 东 以 波 和 撩 k 沿 z 轴 入 射 。 注 意 到 ,实验 中 两 个 粒子 束 均 未 极 
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图 11. 4-3 ”电子 - 氢 原 子 散 射 实验 儿 置 示 意图 


化 。 下 面 导出 电子 -基态 毛 原 子弹 性 散射 的 微分 散射 截面 。 
电子 - 氧 原子 散射 体系 的 哈密 顿 算 符 写 为 


2? 
本 47reo71 加 47rE07-， 47rEo712 
(11. 4-13 ) 


采用 散射 的 定 态 描述 方式 。 散 射 体系 的 定 态 能 量 是 电子 人 射 动能 
5 与 氧 原子 基态 能 量 丰 之 和 :， 


E, 一 二 (11. 4-14) 
定 态 波 函 数 描述 入射 的 电子 和 和 氧 原子 中 的 电子 这 个 二 电子 体系 的 
运动 ,具有 两 个 电子 交换 的 全 反对 称 性 : 
Wilgi,g2) = ps (rr)Xr (SS2) (11.4-15) 
式 中 , 自 旋 反 对 称 态 矢量 X- 由 式 (6. 5-23) 所 示 , 相 应 于 二 电 了 于 总 
自 旋 $=0; 自 旋 对 称 态 矢量 X+ 由 式 (6. 5-20)、(6. 5-21) 和 和 式 (6. 5- 
22) 三 式 所 示 , 相 应 于 二 电子 总 自 旋 $S=1。 空 间 运 动 的 波 东 数 办 
和 % -对 于 两 个 电子 空间 坐标 交换 分 别 是 对 称 和 反对 称 的 ,它们 满 
足 定 态 薛 定 评 方程 
570 


hh? _ ， e? ee er’ 


2 
.. 2 . _ -~ ~” _ ” 
[ 2n™ 1 pn 2 47reo7-1 4nreor, 下 1er JW+ (2 
再 2 有 2 
一 (3 十 Ey (ri1 rs) (11.4-16) 


方程 的 解 wa (ri,r2) 必 须 满足 散射 的 边界 条 件 : 
z y+ (rr) (r1)9100 7,) (11. 4-17) 
和 


ps ri rs) Fit(Cr,)gioolr) (1.4-18) 


| rz | 一 co 


其 中 
rkr 
Ft (r) ee 十 ft (6,9) 一 (11. 4-19) 


微分 散射 截面 则 由 两 个 全 同 费 密 子 势 散 射 体系 的 oC(0,9) 式 (11. 4- 
10) 知 为 
¢(0,9) 一 If (0,9) |? 十 于 | 广 (0,9)|: (11.4-20) 
问题 归结 为 求 出 图 数 素 :Cr) ,以 得 到 广 (0,9) 。 由 于 电子 束 是 沿 > 
轴 入 射 , 散 射 体系 相对 于 zz 轴 对 称 , 故 散射 振幅 广 以 及 微分 散射 
截面 o 只 与 极 角 9 有 关 而 与 角 2 无 天。 
现在 采用 所 谓 静 电 交 换 近 似 来 求 得 函数 Fr )。 将 散射 体系 
空间 运动 已 对 称 和 反对 称 的 波 下 数 内 (ri,r;) 近似 地 表示 为 
pr (rr2) = FE (ri)$io0 (rs) 士 Ft+ (r2) $io0 Cr1) 
z (11.4-21) 
代入 方程 式 (11. 4-16) ,再 对 方程 两 边 作 运 算 |dropiw(rs) ,并 且 注 
意 到 氮 原 子 基态 poo(7) 满 足 方程 
hii, ee _ r)= 末 0 7 
[一 2 入 SF 加 人 ) Eipioo ) 
就 直接 推导 得 函数 F* (rr) 满足 的 方程 
[一 2 和 Jr 3]F+(r) 土 |drK Crisr)F: cr) 
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hk* 


= FF Cn) : (11. 4-22) 
是 一 个 微分 积分 方程 方程 中 ， ie | 
J (rr) 一 | gsr [— 1 六 十 re. 六 一 -一 j 轴 ooCrz)dr， 
2” [poo Ctra)! 
~ AXeor | 和 一 六 dr (11. 4-23) 
是 人 射电 子 与 氧 原 子 ( 包 括 核 和 电子 ) 之 间 静 电 作 用 
V 一- 一 e? e: 


(11, 4-24) 


47rEo71 47rEo71， 
在 氧 原子 基态 办 wlr;) 下 的 期 望 值 , 称 为 直接 项 。 将 氢 原 子 基 态 波 
晴 数 


办 oo(Cr) 一 e 一 /on (11. 4-25) 
Ara? : 
1 
代入 ,并 且 利 用 一式 (7: 2-26): 
1 
[rr . 焉 {P(eosb) 


一 -> 3 a 到 和 | Yi 0, ,9) Yn 0s ps) (11. 4-26) 


直接 计算 jr ) 式 C11 4-23) 可 得 
Jr ) 二 一 (1 十 TL)e-m/ (11. 4-27) 
1 


4Axeo 
它 只 与 径 向 坐标 7 有 关 。 方 程式 (11. 人 又 已 记 
K (rr,) 一 iara) ho (rE— ~ 十 下 1 十 


Ane ey 
(11. 4-28) 
称 为 交换 项 , 它 对 于 ri 来 说 是 非 局 域 的 。 
对 于 电子 低能 入 射 情况 ,将 方程 式 (11. 4-22) 的 解 F* (ri) 技 
勒 让 德 多 项 式 组 展开 [参见 式 (11. 2-13) 
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Fi (ri) 一 > ui ep, (cosli ) (11. 4-29) 


代 回 方程 ,并 且 对 于 方程 中 的 天 (rivr) 式 (11. 4-28) 内 的 二 利用 展 


开 式 式 (11. 4-26) ,就 得 到 w(x) 满足 的 径 向 方程 
以 二 1 ) 


a Cr) + ER — I) — ut 7) 
二 了 (ri)dr, 一 0 (11.4-30) 
其 中 
Ki(risrs) 一 se ton[( 一 + Er)8, 
网 (11. 4-31) 


只 与 径 向 坐标 7 和 rr; 有 关 。, 方程 可 以 数字 求解 ,以 求 出 电子 -基态 
氧 原子 弹性 散射 诸 ! 分 波 的 相 移 。 在 电子 人 射 能 量 很 低 ( 小 于 10 
电子 伏特 ) 的 情况 下 ,散射 振幅 的 分 波 展开 式 (11. 2-26) 收 敛 很 快 ， 
只 须 考虑 /=0,1 和 2 这 几 个 分 波 就 已 足够 ,而 且 在 静电 交换 近似 
下 一 1、2 两 个 分 波 的 相 移 比 上 =0 分 波 的 相 移 要 小 得 多 。 对 于 电 
子 -基态 氢 原 子弹 性 散射 , 当 电 子 人 射 能 量 E=8.7 电子 伏特 , 微 
分 散射 截面 按 静 电 交 换 近 似 计算 结果 与 实验 数据 的 比较 如 图 
11. 4-44a) 所 示 。 
对 于 电子 高 能 人 射 情 况 , 由 于 忆 * Cr) 一 时 [ 见 式 (11. 4- 
19)j, 当 电 子 人 射 波 波 矢 大 的 值 很 大 时 它 随 产 变化 急剧 振荡 , 故 
方程 式 (11. 4-22) 中 |ank nr)p (r,) 这 一 积分 随 电子 人 射 能 
量 增高 ( 即 人 射 波 波 矢 大 的 值 增 大 ) 而 急剧 减 小 ,可 以 略 去 。 在 这 样 
的 情况 下 ,方程 式 (11. 4-22) 示 出 :Ft+ (x,) = 二 F-(r) 是 电子 被 静电 
势 场 (ri) 散 射 的 波 函 数 , 可 以 应 用 玻 恩 近似 来 计算 微分 散射 截 
面 . 在 》11.3 的 11.3-3 段 中 ,已 经 按 玻 恩 近似 计算 出 高 速 电 子 - 基 
态 氢 原子 弹性 散射 的 形状 因子 FC(K) 式 (11. 3-36) 和 微分 散射 截面 
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电 于 入 射 能 量 上 =8. 7eV 


微分 散射 截面 (a8 ， 


(a) 
3.0 ~ 
散射 角 (") 


0 20 10 60 80 100 120 140 160 180 


电子 人 射 能 量 EE=100eV 


微分 散射 截面 (ai ) 


(b) 


散射 角 (°) 


0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 


11. 4-4 ”电子 - 氨 原 子弹 性 散射 的 微分 截面 为 实验 数据 点 ,一 为 静 
电 交 换 近 似 理论 计算 结果 ，--- 为 计 人 极 化 势 场 后 理论 计算 结果 
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o(0) 式 (11. 3-37) 。 当 电子 人 射 能 量 正 一 100 电子 伏特 ,微分 散射 截 
面 理 论 计 算 结 果 与 实验 数据 的 比较 如 图 11. 4-4(5) 所 示 。 

由 图 11. 4-4Ce) 和 (8) 看 出 ,在 散射 角 2 较 小 的 区 域 , 微 分 散射 
截面 按 上 述 静 电 交 换 近 似 的 理论 计算 结果 与 实验 数据 不 符合 。 这 
主要 是 由 于 静电 交换 近似 没有 考虑 氢 原 子 在 人 射电 子 的 静电 场 中 
基态 波 函数 所 发 生 的 畸变 ,而 它 对 小 角度 区 域 的 散射 有 较 重 要 的 
影响 。 另 外 ,如 果 电 子 人 射 的 能 量 不 是 太 低 (在 非 弹性 散射 的 最 低 
阀 值 10. 2 电子 伏特 以 上 ) , 则 原子 基态 与 激发 态 之 间 有 一 定 的 耦 
合 。 这 两 个 物理 效应 可 以 通过 对 散射 势 场 J(r1) 式 (11. 4-23) 作 修 
正 而 计 人 。 在 电子 高 能 人 射 . 玻 恩 近似 适用 的 情况 下 ,散射 势 场 
J《ri) 可 以 视 为 微 扰 作用 。 按 照 定 态 微 扰 论 ;J (C71) 式 (11. 4-23) 又 
是 微 扰 项 Vs 式 (11. 4-24) 在 氨 原 子 基态 下 的 “能 量 一 级 修正 
Er)”。 计 和 人 上 述 两 个 物理 效应 ,相当 于 在 Cri) 式 (11. 4-23) 中 
要 用 氢 原 子 基态 的 一 级 近似 波 函 数 蔡 代 零 级 近似 波 函 数 。 这 按 定 
态 微 扰 论 又 相当 于 再 计 人 和 氢 原 子 基态 下 的 “能 量 二 级 修正 
Er )”.: 


六 2 
ECF ) 一 2 | (11. 4-32) 
gro 了 


式 中 求 和 应 应 包括 氧 原子 的 所 有 连续 定 态 (Eo 0)， 将 上 式 记 为 
Voalr1) , 称 为 极 化 (或 畸变 ) 势 场 , 它 恒 为 负 值 , 故 是 吸引 势 场 。 用 
J (PD) 十 Voa (71) 替 代 Jr 函数 5 (7 满足 的 方程 式 (11， 4-22 ) 
改写 成 


[一 + J Cr) + Voalr) JFt Cr) + |aake ,PF+ Cr,) 


2 
— Pt Cr ) (11. 4-33) 


下 面 来 确定 V pa CF1) 0 V pal (ri ) 式 (11. 4-32) 了 取决 于 Vya。 Vy 式 
(11.4-24) 在 In| 一 oo 处 ,利用 二 式 (11.4-26) ,有 : 
z 12 


979 


e e” 


三 = 一 一 二 -< 


2 


| 
[mr 一 co 4reor1 + Tre oj 1 pe (> ) P,(cosl) 
= 7 友之 De (2 )'Pi(eos0) (11. 4-34) 


式 中 用 到 PoCcos0) 一 1。 可 以 看 出 ,上 式 中 随 |n | 一 oo 而 减 小 最 慢 
的 项 是 1=1 的 那 一 项 , 它 按 方 规律 随 六 增 大 而 减 小 ,因而 ,上 式 有 


Vy e? rcCOSO 
d [ri | 一 co 4XEo 六 


式 中 用 到 Pi (cosb) = 二 cos9,9 是 六 与 之 间 的 光 角 。 于 是 ,7 uCr) 
式 (11.4-32) 在 lr 一 oo 处 有 


Vpo (ri) 


(11. 4-35) 


Tr CR (11. 4-36) 


式 中 a 是 氨 原 子 基态 的 电极 化 率 ,由 式 (8. 3-47) 所 示 , 为 


| < boo |zs bun > | 
— 2 ft 
= 20 2 PE 
到 >>0 
— 3 (4neo) a = 7.42 X 10-4a 法拉， 米 : (11. 4-37) 


对 于 Vpo《ri) 在 7 的 值 不 太 大 范围 内 的 表示 式 , 人们 常 采用 半 经 
验 性 公式 


e” a z 
Vpn) = Ire ta (11. 4-38) 


式 中 参量 d 有 原子 半径 大 小 的 数量 级 ,a 是 原子 的 电极 化 率 。 

计 入 极 化 势 场 VpCr1) 以 后 ,散射 角 2 较 小 范围 内 的 微分 散射 
截面 理论 计算 结果 与 实验 数据 就 相当 一 致 , 如 图 11. 4-4(a) 和 (6) 
所 示 。 


习 题 


11-1 粒子 在 下 列 中 心 势 场 中 运动 : 
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coco, rr<R 

(1)V (7)= | 
0， rr>R 
V r<k 

(2 )Y (rr) = | 
0, r>R 


(3)V(r) 王 一 Yoe 一 全 
(4)V(r)=U0Otr OO— AR) 
求 :a)s 分 波 相 移 ; 
(5) 总 散射 蕉 面 ; 
(c) 所 得 结果 的 适用 条 件 。 
答 (1) (a)do(k)=—ER 


(5) 由 og 二 4x[ 2 


(c) 适 用 条 件 : kR<<1 
《2 ) Ca)6o (hk) =arctg[pr thk' a— —ka],， 办 一 


得 og=4nR 


] 
2mVo 
16xR’ 

9 


(c) 适 用 条 件 : Vo 


mV ee 


(8)og ( ) < 


0» Tip)J;, (24) 
_ ep 一 
(3) (a)e”%= (了 ?Fip) 0 


式 中 4= mv ,p=—A/ sei =2kR 


Tt NelW) 
2 Jo(A) 


(6)ca= 16xRz[0.577 十 In 了 一 
记 : 
(c) 适 用 条 件 |Vol < 
(4) ” (a)66 满足 的 超越 方程 为 


kctg (XR60) —kctgtkR)= 2 


as 


当 ka<l 时 , 则 ktctg8ow 冯 十 
(6)s 波 散射 截面 为 cox4r/( 到 十 2 


11-2 粒子 受到 势 场 V(r) 一 万 CV,>0) 的 散射 。 
(1 ) 求 各 分 波 的 相 移 0 
577 


(2) 在 地 ?<1 的 条 件 下 , 求 微分 散射 截面 


答 :(1) $= 一 地 [A RE 一 (十 六) 


mV, ~ TmVo A 
(2) 在 7 令 1 条 件 下 ,6 全 RTD hpoine C0, 
2 


11 -3 设 粒子 在 下 列 势 场 中 散射 : 
(1)V(r)—=Voe™™ 


(2)V Cr) 一 2。 Wt 


(3)V (7) ye 


(OV (7) = 


~ Vo 
(VT 


(8)V (r) = U0 (r) 
(TV (Or 一 DOGr 一 C) 
应 用 玻 恩 近似 法 求 : 
(a) 微 分 散射 截面 和 总 散射 截面 ; 
6) 总 截面 在 粒子 人 射 能 量 上 ->0 和 天 一 ce 情况 下 的 近似 式 , 证 实 
og (E) co FE 
“发 因 近似 法 的 通用 条 件 ， 
提示 : 记 K=2hsin( 也 ), 有 


oa(E) = oaa = 2x| Ce)singdg = Fe| (KJdCK2) 
答 ;(1) (a)o(0)=( 2 2 Ta 
ra (E) =— Ll — Thr] 
(og(E) ~ er, rg(E) 一 ~ SpcoE”! 
(c) 适 用 条 件 ， 人 <hr? 或 < 
2) (aa(O)= (2 9 i 


9578 


_ kV 0 ~\? 
og (E)— 16n (C3F2 ;2) 1+8uE/ah: 


(bog(E) 一 > 16x( 人 4 ) 


(c) 适 用 条 件 ， gh 或 1yol<ji 


_ AHIVG kK2 /on 
(3) (a)o(8)= jos e 


sg(E)= he[1—exp(— 5)] 
LeeV3 TAVE 一- 
(Bog (PE) TE, og (Eb) 全 -TaiE™E ! 
V V 
(c) 适 用 条 件 ， 《5 叶 <&h? 或 上 -于 <hiv, 当 K? 足够 大 时 不 适用 . 


(4) (a)a(0) = (The), og(E)=o0 


(c) 适 用 条 件 : pg|Vo| < 天 
(5) (a)a(0)= (Te 
m2Vs 
paarE Ll— (d+l)exp(—4kd)], E= 


mys 
(b)on (E) ~ ob641dE 


(6) (a)o(0)= 全 5, 各 向 同性 


Fr 72 


oo (FE) = 


Nh 
2 Uo); 2 Sin (Ka) 
(7) 《aioC0 一 (一 一 7 一 ) CR 


六 . 


fi2k? 
on(E)= 2 


——————ooF-! 


dn aU sin?z dz 
2E *" 工 
16mrp2a 刀 7 
4 
nua U8 8Ha 天 
Eco hE 让 
(c) 适 用 条 件 ， yalUo|l&R 或 17o< 和 pv 
11-4 高速 电子 对 基态 氧 原子 弹性 散射 ,已 知 氢 原子 的 形状 因子 由 本 书 
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杂品 (FEF)= 
(bag (E) 全 一 


og(E) 全 


式 (11. 3-36) 所 示 ，, 微分 散射 截面 由 式 (11. 3-37) 所 示 。 求 证 : 
(1) 总 截面 为 
_ Aaxr7k‘as 二 18k?az 十 12 
3 (Ra? 二 1) 


2.1 
(Dog > aooE!, Ea 


11-5 “高速 电子 对 基态 氮 原 子弹 性 散射 ,已 知 氨 原子 基态 波 函数 为 
gr ri) 一 工 (7 )ae-2zeltrzyles[ 见 本 书 式 (7,2-29)]。 求 证 ， 


A 16a, 
(1) 氨 原子 的 形状 因子 
FI= 一 一 全 一 一 ， 
[1 十 (35 天 ao) J 
《2) 微 分 散射 截面 


K=2ksn 5 


,0 [8+ (7Kan):y 
o(0)=16 (37an)" 一 10， 
[4 十 (57Ka) 了 
(3) 总 截面 


16 4 16 2 
16 7(274ao) + 18(37h0n) 二 12 


Og 一 《人 Go 
3 27 [1 二 (57kan)2] 


11-6 高速 电子 对 基态 氧 原 子弹 性 散射 ,人 射电 子 在 氢 原 子 内 受到 静电 
直接 作用 的 势能 y(r) 由 本 书 式 (11.4-23) 和 式 (11. 4-27) 所 示 。 现 在 讨论 高 速 
电子 对 基态 氨 原 子弹 性 散射 。 / 

(1) 求 人 射电 子 在 氮 原 子 内 所 受到 静电 直接 作用 的 势能 Jr) 表 示 式 ; 

(2) 利 用 本 书 式 (11. 4-38), 取 a 二 1. 38(4rgeo)aa 一 1.0a 求 极 化 热能 
Va (7); 

(3) 设 电子 人 射 能 量 为 500eV ,应 用 玻 轧 近似 法 求 电子 对 势 场 
J(r) 十 Vw (7) 散射 的 微分 散射 截面 表示 式 。 


_ 20 A 1 一 2Z ”ra 和 _27 
答 : (1)J (rr) 二 re 十 7 )e Hs Z 16 
8Z 十 天 2a: a 
一 ed 卢 - 小 - 一 -Kd | 2 
(3 | 4a (4 "7 RIA) BCAreo) ade | 


11-7 求 两 个 未 极 化 电子 低能 库仑 散射 的 微分 散射 截面 。 
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1 1 cos(25jn tan 了 ) 
十 


[| 好 里 [ 6 
SInP -一 ) Cos 7 ) sin*( 7 )COS 人 7 ) 


2 
11-8 ”质量 为 m、 自 施 ; 一 这 .能量 为 EE 的 两 个 全 同 粒子 从 相反 方向 人 


射 , 发 生 弹 性 散射 , 设 两 个 粒子 之 间作 用 势能 为 VCr)= ae-” ,两 个 粒子 均 未 
极 化 。 

(GD) 设 粒子 人 射 能 量 很 高 , 试 应 用 臻 恩 近似 法 求 微分 散射 截面 

(2) 设 在 9 和 x 一 0 方向 同时 测定 两 个 出 射 粒子 , 求 它们 处 于 自 旋 三 重 态 
(S=1) 的 几率 ,以 及 两 个 粒子 自 旋 都 向 上 的 几率 ; 

(3) 讨 论 玻 恩 近 似 法 的 适用 条 件 ， 


mb 


_/_ Sy 


,24V0.,, 1 /2KVos 1 
答 :(1)o(0)=( 9 )? TR 二 (7 
_ Vi 1 
“64E: ，， 0 
SINn 


(万 ) 
Vi 
(2) 两 粒子 处 于 目 旋 单 态 ， os(0) 一 4 天 2Sin46 


两 粒子 处 于 自 旋 三 重 态 ， oC(0)==Vicosi0/4E’sin’0 


_3 1 _ YI 十 3cos20) 
两 粒子 均 末 极 化 ,oe(0) = a(0)+ os (0)= Romgo 


P(S=0)=70s(0) /oe(0) —1/(1+ 3cos’0) 


P(S=1)= oa (0) /0(0) =3c0s’0/ (1 3cos’0) 


PC+ 1 ) 一 二 PKS 一 1) 一 cos20/(1 十 3cosz0) 


(3) 臣 恩 近似 法 适用 条 件 ， E> 
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附录 1 常用 物理 学 常数 


普 开 元 常数 


真空 中 光速 
基本 电荷 
真空 介 电 常数 
真空 磁 导 率 
精细 结构 常数 
阿 伏 伽 德 罗 常数 
玻 尔 兹 曼 常 数 
原子 质量 单位 


电子 静 质 量 
电子 荷 质 比 
质子 静 质 量 


中 子 静 质量 


质子 -电子 质量 比 
电子 康 普 顿 波长 
玻 尔 半径 


氧 原子 电离 能 


982 


eT 


6. 6260755 X 10-34Js 
1. 05457266 X 10-*]s 
2. 99792458 X 10sms™! 
1. 60217733X10-3C 


8. 854187818X 10 YFm”™! 


47X10 "Hm! 

7. 29735308 X10™ 

6. 0221367 X 10”mol™! 
1. 380658X 1073]K7! 
1. 6605402 X 10-?kg 


9. 1093897X 10-3ikg 
一 5. 4857990X 10-4u 


一 1.75881962X 10nCkg~: 


1. 6726231X10-27kg 
一 1. 0072765u 


1. 6749286 X 10-…kg 
=]. 0086649u 


1836. 152701 
2. 42631058 X10 Ym 
0. 529177249X 107™"m 


2. 1798741 X107”*] 
一 13.605698eV 


me 


R= re 
里 德 伯 沼 数 G4 eoh ”1.0973731534X10’m”! 
4Aao 
玻 尔 磁 子 Jp= 2 9. 2740154X10-24JT-1: 
核磁 于 AN 一 A 5.0507866X10-2?JT”! 
P | 
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附录 2 单位 换算 


1A=]10- "m=10 cm 

A(A)X vy(cm 1) 一 108( 由 力 三 1) 

ao 一 5.29177X10-50m 一 0.529177 人 A 

20 一 2. 80029X 10- mm ， ras=8.79736X 10™ mm’ 
1 电子 质量 Cn.) 二 0. 510999MeV /ec? 

1 质子 质量 CM,) 二 938. 272MeV /e? 

1J 王 10"erg 一 0. 2390cal=6. 24151X 1018eV 

jcal 王 4.1841J 一 2.6115X10 eV 

leV=1. 60218X107”*]=]1. 60218X 10 erg 


1 原子 质量 单位 (u) 一 15Mix 一 1. 66054 X10-?kg 
一 931. 494MeV/c: 
lu 相当 于 能 量 :931. 494MeV 王 1.49242X10-2j 
leV 相当 于 
频率 :2. 41799X 101Hz( 由 已 三 名) 
波长 :1.23984X10-sm 一 12398.4A (由 E=hc/) 
波 数 :8.06554X105sm-: 王 8065. 54cm-1( 由 无 三 Acy) 
温度 :1. 16045X104K( 由 匹 一 As7) 
lcm” 相 当 于 
能 量 :1. 23984X10-4eV 
频率 :2. 99793X1010Hz 
ksT=8. 61739X 10-5eV( 当 T=1K) 
jc 一 1.23984X10-seV。m 一 12398. 4eV。 和 人 A 
fic=1. 97327X10-7eV。m 一 1973. 27eV。 人 人 
Rhc=13. 6057eV =2. 17987 x 10-18] 


2 
-上 _ 一 1.43997X10-seV .nm 
4neo 
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